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GENERATEURS DES GROUPES RESCLUBLES

PAR

Y. GUIVARC'H

Soit © un groupe topologique quelconque, [aiJie [ unc famille

d'é&léments de G. On dit quc (a,)

ilieT est un systemc de générateurs de G si

le plus petit sous-groupe fermé contecnant les a; (i€I) cst égal a G.

L'objet de cctte étudec est de déterminer les systémos de générateurs
dans le cas ol G gast localcment compact et ecst sgit nilpotent, socit connexe

résolublu.

Dans lc cas G 2bélien, cotte détermination résulte du théoréme :
Pour tout sous-groupc fermé H de G, 1l existe un homomorphisme « de G dans
R/Z +tzl que ¥ (H) = {e} (Pontryagin).

Co théoreme s'étend sans modification au cas G nilpotent
(théoréme 1) ot reste vrail dens lc cas G résoluble connexe & condition

de remplecer IR/Z par le groupe o des homothétics traslations du plan com-

plexc et la condition (P(H) = {o} par ¢ (H) # ¥ (G). [Théorému 3] .






-1bis-

Cette détermination so trouve donc ramenéc dens ce dernier cas a celle

des homomorphismes de G dans J&[broposition {] .

Le théoréme 2 donne un r#sultat partiel dans lo cas ol G ¢st résoluble
localement compact mais non nécessairement connexc. Enfin, ces résultats sont
appligués a la détermination cxplicite dos systémes de génératcurs pour le

groupe des matrices triangulaires (n,n).

Lemmc 1 Soient H,K deux parties de G, T(H,K]), le sous—groupe engendré par

les commutateurs des éléments de H avac ceux de K. On a

I'H,K) = ©I'@®&,K)

lcs inclusions K ¢ H, K ¢ K entrathent T(H,K) ¢ T(H,K) done T(H,Kk) T(H,K)

ax y 1y

D'autre part 1'application continuec de G x G dans G (x,y)

transforme tout couple (x,v)€ H x K on un élément de T(H,K), c'ust-a-dire

r (A,X) ¢ TH,K) done T(A,K) TIHE)

Soient D,BA (resp C;E] les applications de P(CG) dans P(G) qui a8 HL G associent

F{H,H) , T(H,H) [resp I'(G,H), F[G,H)] s on particulier

T (H) = D(HY , TH) = C(H)
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Lemme 2 D (F) = 0" (1) , TR = c"(H)

La propriété est vraisz pour n=o. On raiscnne par récurrence sur
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par application de

Dfautre part

e = o2 o] = ef" ]
en appliquant la lemms 1.

Le lemme 2 résulte alors do la didfinition de Dlresspg ©).

Corollaire 3Soit © un groupe topologzigue sopard st X [reap ,"j un sous-gFroupa

résoluble (resp nilpotent) de G, Alors 2 [}asp Fﬂ 28t risclutle {resp nil-

Soit n entier tel gue DR = Iz} [?esn g o= {e{} lc lerme 2

entratne :

"M e T = 2
Comme G = clnAard 'n(") R I T 5} S, —~ _
Comma G =5t siparéd D (P} = {c} = {2} , C'() = {#) = {e},



Comme R c R (resp N € N) entraine o” R C nP R (resp ¥ Ne cP ) pour tout
p, on peut affirmer que la suite dérivée (resp centrale descendante) de R

(resp N) a m8me longueur que celle de R (resp NJ,

Lemme 3 Soit © un groupe topologique, H ct K deux sous-groupes et ™ 1'ap-
plication canonique de G sur G/K, Les conditions FK # G et 7(H) # m(G) sont
équivalentes,

En effet i1 est immédiat que si A est saturé pour la congruecnce a
gauche modulo K, A 1'est également ; donc m(A) est fermé, contient w(A) et
aussi 7(A). Comme w(A)C T(A) car m est continue, on a bien w(AJ = n(A).

En particulier n(FK) = 7(FK) = w(H) et FK = n-1[FTﬁT] , d'ol résulte la
propriété énoncée par le lemms,

Corcllaire Soit € un groupe réscluble séparé et H un sous=zroupe distingué
fermé propre. On a alors ;;:;ﬂ; # C.

Montrons d’abord cette propriété dans le cas H = {e}. L'hypothése
I;TE = G entraine D'C = G pour tout n ; prenant n tel que "G = {e} et tenant
compte du fait que G est séparé on obtient d'apras le lemme 2 :

c=D¢C = EEE = {e} = {e},
ce qui contredit G # {e}.

Dans le cas général soit ™ 1'homomorphisme canonique de G sur

G/H . G/H est séparé car H est fermé et on a "(D1G] = D1(G/H]. Le résultat

précédant entraine D1(G/H] = 1T(D1G] # 1{C) et le lamme 3 permet de conclure

HD1G # G.



Spit G un groupe nilpotent topclogique séparé, On désigne par

1 r . )
CC =G ,C G,ese,C ¢ = {e} sa suite centrale descandante st 1'on poss

Théor2me 1 5i H est un sous~groupe fermé propre dz G, alors HG1 7 G,

On note p(H) 1'entier p compris entre 1 et r (1 < p <) tel que
P ¢n oo e H

On démontre par récurrence sur p la propriéte énoncée par lc
théoréme :

Sip =1 la propriété est évidents.
Sinon on a :

n=1 -1 -1 ~D

¥VxeC G, YyeH Xy X y & 70

-1
donc : ¥ x e_Cp G, VYyeH Xy x € H
n=1 o .
C”™ Gest donc contenu dans le normalisateur K de H gui est un sous=-groupe

fermé contenant H , e.

Si

. # C on a donc p(K) < p{H) - 1 et 11 résulte de l'hypothése de
récurrence gue K, donc H posséde la proprigté du théordme.
Si K =10, Hest distingué et la propriété résulte de la propo-

sition du paragraphe précédent.

Corcllaire Soit [ai)i e T Un systéme d’éléments de G,'Ei 1'image de a;

I

dans G/G,1 par lfapplication canonigue 7 ,

Les conditions suivantes sont équivalentes

- (a*]i e 1 o8t un systéme de géndrateurs de G

(a,], . &8st un systéme de générateurs de G/G,.
i'i ed 1



Soit H le sous~-groupe engendré par les (ai] m(H) est alors le sous-

ier1’
groupe engendré par lesgi (i € I) et la condition (1) [}esp 2} équivaut a

————

H=0 [resp m{H) = E/D{]. Comme 7(H) < 7(i) . la condition 1 entraine la
condition 2, Si la conditicn 2 est catisfalte, on a d'aprés le lemme 3 :

HG1 = G et ceci d’aprds le théor2me 1 entraine H = C.

Dane la suite G est un groupe résoluble séparé. On pose G1

Lemme 4 Soit H un sous-groupe fermé propre de G, YV un scus=—groupe ferié

distinpgué gui est un sous-groupe propre de G1 et qui vérifie H NG, ¢ V,

1

e

Alors IV # £, 51 HG, = G, G/V n’est pas nilpotent.

Soit w 1'application canonigque de G sur G/V, DN'apras le lemme 3,

la premigre assertion équivaut & w(ii) # C/V. Corme V O H f\G1 D D1H P

n(D1H] = D1[nH] est réduit 3 1'8lément neutre st m(H) est abdlien, 81 étant

saturé par rapport & V on en décuit aque n(G1] est fermé ; comme il contient

ﬂ[D1G) = ﬂ1(G/V) on en déduit N {G/Y) C-F[G1] 3 de plus 1 étant continue

n(G1] = n(D1G] C.H(D1G] = D1R/V. On en conclut n(C1] = 51(G/V) et 1’'hypo-
thase V # G, entraine n' (o) = n(6,) # {e} , donc G/V non abélien, m(H)
ne peut alores 8tre dense dans G/V.

Si /Y était nilpotent on eurait d'aprés le théorame 1

m(H) ﬂ[01] # G/V ; comme H(HD1) < 7(H) W(G1)

i

T(H) n(c1) cn auralt

n
op]

-

Tr(HG1) # 5/V contrairement & 1’hypothise HE;

Théoréme 2 Soit G un groupe résoluble séparé tel que 81 soit nilpotent,

H un sous=groupe fermé propre tel que ﬁﬁ; = 5. Le sous-groupe (HHG,]]C2 ast

———

alors distingué, distinct de 01 et HGZ Z G,




Les automorphismes intdrieurs assocciés aux éléments cde H laissent

invariant H N C1 car 61 est distingug ; 1los automorphilsres intériesurs as-

sociés aux éléments de G, induisent modulo G

1 2 1'identitd sur HN 51, rar

donc eppliguent H NG, dans (H N G,)0, 5 enfin G est

- définitiomide G 5

2 1 1772

évidemment stable par tout automorphisme intérieur. On en décuit que

(H f\G1)DZ est ‘un scus-groupe distingué de HG1 = 5, Comme H est propre ot

ﬁﬁ; =G, HNE; g5t un sous=-groupe fermé propre de G, et le théorime 1

appliqué su groupe nilpotent G, entraine (0N G1)B2 #C,. Le lemme 4 ap-

1 1°
pliqué au sous-groupe V = (H F\G1)E2 entraine alors ﬁﬁécz AV # G,

Corpllaire Scit C un groupe résoluble séparé tel gue G1 soit nilpotehf,

(a;); o ¢ un systdme d’éléments ce G,'Ei 1'image canonique de a; dens C/G,.

Les conditions suivantes sont équivalentas

.

-

est uh systdme de générateurs de C

. = ey,
171

<. (a.). _ est un systéme de uénérateurs de G/6
Titi eI ? - 2

dgémonstration analogul a celle du corcollaire du théoréme 1.
Dans 1a suite G est connexe lccalement compact. ¢, est alors nil-
oo ‘ : : S o ,; A
potent : le quotient de G par son centre est un groupe de lie.connexe G(1)
' e AN 12 . . o 1 .
et 1’image de D G dans G est le groupe D G qui est nilpotent ; UG, oxtension
: c ' . : - v ‘ 1
centrale d’un groupe nilpotent sst nilpotent de méme que 51 = NG,
On désignera par C 1'image réciproque dans G1vdu sous—groupe conrpact maxi-

mal c, de G1/Gv. Dans le lemme 5 on suppose G = {e} et 1'on désigne”payAﬂf

2
la famille des sous=-groupes fermés disfihguéslk. contenus dans 615 distinct
de G1 et vérifiant la Condition'K.CkG‘= G1 Yk >17; cette oonditidn
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8quivalente & la suivante ; il n’existe pas de sous-groupes fermé distin~

gué H distinct de G, vérifiant K ¢ H ¢ G1 et G/H nilpotent,

1

Lemme 5 Tout élémert de F est contsnu dans un €lément maximal ; tout &lément

maximal V est connexs, contient C et Gq/v est un espace vectoriel réel,

Montrons d’abord quun 21ément K de‘ﬁfest contenu dans un @lément
V de F tel que 61/V soit un espace vectoriel réel : 61/K est un groupe
abélien connexe localement compact dont le sous-groupe compact maximal c'est

caractéristique, donc invariant dans G/K, On a ¢' # 61/K car sinon C', groupe

compact ab&lien distingué du groupe connexe localement compact G/K serait
contenu dans le centre (1) et G/K serait nilpotent. L'imape réciproque V de
C' dans 61 est un sous=-groupe fermé distingué contenant K tel que G1/V,
isomorphe a G,/K/C’ soit un espace vectoriel réel non réduit a {o}. On en

1
déduit que Y contient C et est connexe car 01/V est simplement connexe.

Si V, est un élément maximal de & ; G,/V, est donc un espace

1 I
vectoriel réel. Pour obtenir un élément maximal maiﬁcontenant K, il suffit
de prendre un €ldment V de G:, maximal parmi les &éléments de F tel gue G1/V
soit un espace vectoriel réel ; V est alors aussi maximal comme élément de

F

d’apr2s la premire partie de la démenstration.

Corollaire Soit G un groupe réscluble connexe localement compact tel que
G, = {e} , H un sous-groupe fermé propre tel que HG1 = G, I1 existe alors
un sous=-groupe fermé pronre L contenant H tel que L F\G1 soit un sous-groupe

connexe distingué contenant C et que 61/Lr\ 51 soit un espace vectoriel

réel ne contenant aucun sous—groupe distingué fermé propre de G/L f\G1.



H F\C1 gst un element de‘T'car c'est un sous-groupe fermé propre

qui est dietingue d' apre le théoréme 2 et d'autre part il ne peut étre

.centenu dans un sous— oupe fermé distingué K contenu dans ﬂ1 et ﬂletinrt

de 01 tel que G/K 501t nllpotent d*apris le lemmse 4.1%01t.a10rs 1 un element
max1mal de ﬂfcontenant H f)f donc tel que G /U soit un espace vectoriel
reel ne contenant aucun sous-wroupe fermé propre de G/L Le sous-groupe
fermé HU = L est proprq d'aprés le 1emmn 4 et HHf1F1 est &lément de 37’;
:eeﬁmevu est»max mal on a HU F\G1 = U, d'all le corollaire. “ kvi
Peufﬁdémohtreflle théoréme 3 on aura besoin de deux lemmes purement“algé;
briques. | -

Lemme 8 ;1 Soit M un module artinien fidele de type fini sur un anneau com-

mutati° A. Alorq A est artlnlen, ne pos ede qu’ un nombre Fini d’ 1déaux
maximaux 1 et les sous-modulee M = I O possédent les proprie1 .:
o - Pour tout sous—modules naximal N,i1 existe a unique tel que“
ND MY

- m® est“enAespace vectofiel de’dimensioe %inie sur le corps K®

de ses homothéties et si P est un sous-module de M tel que M/P soit iso-

typigue semi-simple de type A/I% , P o M%,

A Gtant commutatif et M de type fini sur A, le contre-module de M
est de type fini et 1'anneau A de ses homothdtles est artinien.
(2). Si R(A) est le radical de A A/R(A) est un anneau commutatif semi-

simple, donc un produit direct d’un norbre fini de corps k.



Les idéaux maximaux de A/RA sont définis par 1'% = @ KB 2t leurs imapges
#

8 o
s s ) R
réciproques I dans A sont les idéaux maximeux de A.

L'annulateur du module simple ™M/N est un idéal maximal Iu 3 donc

B

NI =" L siNDor*, NDH®P B #a, l'annulateur de M/N est un idéal

contenant Ia et IB s ce qui est imnossible,

Enfi Vi d i ini Yate & '

nfin M/ est un module de type fini sur A/I° = K~ , donc un espace vec-
toriel de dimension finie sur K.

51 {1/P cst semi-simple isotypigue, il est de type A/1% et 1'on a IM/P = O,
po 1% = %,

Lemme 7 : Soit G un groupe résoluble non nilpotent tel que G1 soit abélien,

On suppose que G, est muni d'une structure d'espace vectoriel sur un corps

1

K et gue les automorphismes intérieurs de C induisent des homothéties sur

61. Le guotient de G par son centre est alors isomorphe & un sous-groupe

contenant les translations du groupe des homothéties - translations de 61,

e Pl * - s . rd .
Soit of{g) 1°élément de K correspondant & 1'automorphisme intérieur

défini par g € G. Il existe B e 0 tel gue a{gol # 1 car sinon 61 serait

contenu dans le centre de G qui serait alcrs nilpotent. Notons <E)g >

1'élément o g_ ¢

o s Blg) = <g,z >, Mg) = (a(g),<g,g0>] et remarqguons

que l'applicaticn ¢ ——x(g)} est un homomorphisme dans le groupe des

homothéties-translations de l'esnace vectoriel G1

]

Alge') (algeg’),Rlgx’') Blon') = [~<g' o >g-1] !:<g.§§0>]

’ c&D

™

~—
0Q
9Q

—
i

alg) Blg') + 3(z)  alge') = alg) alg').



Le noyau 6% de A est tel que *n g, = {o} car les conditions

1
-] -
x€ G o= B(x) = x g x ' go1 entralnent a(g Jx = x , soit x = o car

a[gol £ 1.
" o ) . . ettt
I1 2n résulte que G est le centre de O car il le contient par définition

et d'autre part :

o

¥ geb ¥ he O <z,h> ¢ G

1

et <g,h> € c* car G% est distingué, donc <g,h> = e,

A(G1] contiesnt les translations de G, car, pour tout x de G, on a

1 1

B({x) = x-a(go)x alx) = 1. Comme a(go) # 1 8[61] = G1.
o
Dans la suite on notera <K;(W) le groupe des homothéties translations de W,

espace vectoriel de dimension finie surf? ou C,

Théoréme 3 Soit G un groupe résoluble localement compact, connexe. Il existe
un nombre fini de sous~groupes distingués C% contenant C tzls que G/G% soit
isomorphe a un sous=-groupe connexe contenant les translations d'un groupe
d'homothéties-translations d’un espace vectoriel réel ou complexe et possé-

dant la proprigté suivante : pour tout scus-groupe fermé propre H de G, on

a HE; # G ou sinon il existe o« tel que HE® # G.

Montrons d'abord le théoréme dans le cas ol G1 est un espace vec-

toriel réel et ol H posséde les propriétés HE; =G, HNG DV, Vétant

un sous-espace vectoriel stable par les automorphismes intérieurs et maxi-
mal parmi les éléments vérifiant ces conditions.
La restriction d'un automorphisme intérieur 3 61 étant un endomor-

phisme continu de la structure de groupe additif de G1. est uno application

lingaire.



Soit A la sous~algeébre de EndP(G4] enzendrée par ces automorphismes ; les

-~ d 03 'l . rd -~ "
générateurs de A commutent car si g,h désignent deux é€lémente de G, g,h

@

n

- h

o
T>
0y

w2

sz A A
associés on a <g,h> € G 0 = <g,h> =

les automorphismes de G .

II

A est donc commutatif. G1 est un A-module artinien de type fini et V est un
sous-module maximal ; notant G? les sous-modules définis par le lemme 6 , il
existe d'apr®s ce lemne o unigue tel gque VY D G?, G? gst distingué car c'est
un sous G-module de 61 ; de plus C/G? zst non nilpatent car C/H f161 ne l'est
pes dfaprés le lemme 4.

Posant W = G1/G: , considérons 1'homomorphisre de G/G? dans S{Qtw“) d&fini
par le lemme 7. Le noyau de cet homomorphicsme est ls centre de G/G? et Ga,

. - ‘

image réciproqgue de ce centre dans G est un sous-groupe distingué de C con-

i

tenu dans le normalisateur de H dans G car H D G?. l."hypothése HC G et le

1
corollaire du lemme 3 entrainent que H n'est nes distingué, donc que son

- (6 .
normelisateur est un scus-groupe fermé propre. Donc HG1 # C. Le corps de

'

hamothéties du A-module G1/C ect une algzébre de dimansion finie sur iR, donc

1

. 5 < s s x . ; ~C 7 o
isomorphe 4R ol €. Enfin 1°injection cearonique G/C° dans éﬁtw ) ost con-

1

. o ;
tinue et 1'imaze de G/G° o©st un sous-zroupe connaexe contenant strictement
les translations.

Cette image peut donc Btre caractérisée ce la fagon suivante,

. O . . + . . ) .

51 X7 = R, elle est égale A G@ (W™)Y, ensemble dess homothéties-translatilons
NI s . L0 . N o . N

de W & rapport positif ; si KW = T elle est ézale a éeﬁw } ou bien & un

.

sous-groupe d’'homothéties-translations dont le rapport décrit un sous-groups

»*
a un parametre de C .



Dans tous les cas l°'injection canonique est bicontinue car le but est un

espace de Baire et la source un proups localemnent corpact réunion dénom-

brabie de compacts (Bourbaki, Intégration, chap
Secit maintenant G guelcongque et H tel

respectivement les groupes quotients 0/57 G/C
An . . .

progue de G dans 1'homomorphisme canonigue da G

LY

A Fal
Cl - . s
H, H, H" les adhérences des images cononirues

A" 4
Le théoréme et le lemme 3 entrainent H # G 3 le

A oy LN A A
lemme 5 H # G et aussi HC L avec L sous-croupe

hypothéses de la premiére partie de la démonstration.

AT n N
existe o tel que L G~ # G et d'aprés le lemme 3

entraine finalement HG® # G.

Corollaire : Soit (ai}

iel

. X -~ e .
cancniques de ay dans G/G,I ,» G/G7,. Les conditions suivantes

un syst2me dféliments de

7 ap 1),

~

RN v
gua HG1 = G, Notons G,0

N
= €/C

v,\a
1 L

et 1'imape réci-

>

sur On diésigne par

Je

A
- a

N A . A
de H dans G , €, o/6% G/&%.

lemme 3 st le corollaire au

farmé propre verifiant les

On en déduit au'il

Al o -
H™ # G/G7 3 co m3re lemme

~ = —
Uy .,y &
1

sont équivalentas:

- (a,], est un systeéne de génératoeurs de G
it el
- - . ..
- (a,]., a,l, sont des systémes de générateurs de
¢ 111 eI’ [ idie1 des sy © urs d
el
B/G1 » G/G~ , pour tout a.

La proposition 1 ci-dessous donne une caractérisation des sous~groupecs c*

introduits dans 1la démonstration du théoramne 3.

Proposition 1 :

Soit G un groupe résoluble connexe localement compact, \

un espace vectoriel de dimension finie sur un corps valué complet K, Pour

tout homomorphisme continu A de G dans gﬂ%VJ tel que A(C) contienne stric-

temant V, il existe o unique t2l que A ss factorise 3 travers 5/C%,



- 45 =

D'aprés le corollaire au lemme 5, on peut supposer que H N W est
un espace vectoriel réel stable nar les automorphismes intérieurs,
Si pig) désigne le rapport de g €lément cde G on sait que la restriction 3
W de 1'automorphisme intérieur g est la rmultiplication par plgl). Lorsque Y
est complexe il résulte alors de la nature de G que H MW est aussi un
espace vectoriel complexs. 31 g et h sont deux &léments arbitraires de G
de centres alg) et alh), le calcul montre que <g,h> est une translation de
vecteur p(g) [alh)-alg)] ; comme les translations de H sont les &léments du
sous=-espace HMN Y, on sn déduit gue si h,h' désignent deux éléments de H
qul ne sont pas des translations, on a :

alh'} = alh) + w weHNW

d’oll la proposition.,

Exemple G est le groupe des matrices triangulaires inférisuregs(n,n) 2
coefficients réels dont les tarmes diagonaux sont positifs, A étant une telle
matrice on peut la décomposer suivant la base canoniqus

i=n—-1 i=

n=1
: A= alE z + R

by -
Fig ! 110 31 % Frer,aen) il Pifiag
R étant combinaison linéaire des Eij(i>j+1], a et ay étant positifs. G1 est
égal a 1'snsemble des matrices A telles gque a = a; = 1 et GZ C.G1 est 1'en~

semble des matrices A vérifiant a = a, = 1 b, = o. G, est donc nilpotent

J 1

A
et le théoréme 3 s'applique & G. Le groupe quotient G1/GZ = G1 s'identifie

au groupe additif Qn-1 en associant & A 6‘61 1'Glément B = [b1"'bn-1] f
A - P o ol P 3

1'automorphisme intérieur de G1 = R" 1 associ® & un élément A est 1'appli-

cation linéaire représentéc par la matrice diagonale dont lg i"™ coef-

ficisnt =st ai.
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L'algébre surfR engendrée par ces matrices est 1'algébre des matrices

diagonales (x1.....x 1) xie:ﬂ?; les idéaux maximaux sont définis par une

n—-
~
, i
condition x; = o et 61 est donc l'ensenble des vecteurs B tels que bi = 0.
L
i

G est alors le sous-groupe dos A définl par bi =0 = a, at. 1'homo=

a .
i-1 i
. . i P s oz
morphisme cancnigue dz2 G sur G/G7 associe & A 1'homothétie translaticn
(ai,bi]. Enfin G/G1 s'identifie o 1l’enserble decs matrices diagonzles (n,n)
a coefficients positifs et 1’homomorphisme € sur G/D1 associe & A 12 matrice

diagonalc (a,aa1,...,aa ), le nombre »nimun de générateurs de G/l’:1 got

n~-1
. ~ el . . i .
n+1 et celui de 5/G° est 2, Le nombrzs miniimum de générateurs de G est donc
n+1 d'aprés le théorémz ot la concition nécessairz et suffiszante pour que
1 p . .
(A ,.4e5A7) s0it un systéme de cénéreteurs de G est que
1) il n'existe nas de réels [A,Aq....,kn_q) tels que les nombres

n-1

r r _r . . .
A Log a + 151 Ai Log a a; soiont simultanément cntiers pour r = 1, ce0,2

2) Pour tout i, il n’'aexiste pas de réels (u,v) tels que

r r , . .
u bi + v(1-ai] solent simultanément nuls pour toUt T = 1,4s0.0s
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