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GENERATEURS DES GROUPES RESOLUBLES 

PAR 

Y. GUIVARC'H 

Soit G un groupe topologique quelconque, (a.).^ _ une famille 
X lfc: 1 

d'éléments de G. On dit que (a.). _ est un système de générateurs de G si 

le plus petit sous-groupe fermé contenant les a^ (i€I) est égal à G. 

L'objet de cette étude est de déterminer les systèmes de générateurs 

dans le cas où G est localement compact et est soit nilpotent, soit connexe 

résoluble. 

Dans le cas G abélien, cette détermination résulte du théorème : 

Pour tout sous-groupe fermé H de G, il existe un homomorphisme >̂ de G dans 

fR/2 tel que vf> (H) = {o} (Pontryagin). 

Ce théorème s'étend sans modification au cas G nilpotent 

(théorème 1) et reste vrai dans le cas G résoluble connexe à condition 

de remplacer IR/Z par le groupe des homothéties traalations du plan com­

plexe et la condition cp(H) = {o} par y> (H) f ^ (G). [Théorème 3J . 
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Cotte détermination S Ü trouve donc ramenée dans CG dernier cas à celle 

des homomorphismes de G dans Jb [proposition 1j| . 

Le théorème 2 donne un résultat partiel dans le cas où G est résoluble 

localement compact mais non nécessairement connexe. Enfin, ces résultats sont 

appliqués à la détermination explicite dos systèmes de générateurs pour le 

groupe des matrices triangulaires (n,n). 

Lemme 1 Soient H,K deux parties de G, r(H,K), le sous-groupe engendré par 

les commutateurs des éléments de H avec ceux de K. On a 

T T H T K ) = rt+ï/K) 

les inclusions H C H , K C K entraîhent r(H,K) C r(H,K) donc r(H,K) rTOT 
-1 -1 

D'autre part l'application continue de G x G dans G (x,y) >x y x y 

transforme tout couple (x,y)£ H x K en un élément de r(H,K), c'est-à-dire 

r (H,Kl C TiH/K) donc r(H,KJ T T H T K ) 

Soient D, D (resp C,C) les applications de PÍG) dans P(G) qui à H C G associent 

r(H,H) , r(H #H) [resp r(G,H), r(G,Hî] ; en particulier 

C ( H ) = I D T H T , " c ( H ) = "C Ï Ï ÎT 
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Lemme 2 D n(H) = D n(H) , C n(H) - C n(H) 

La propriété est vrais pour n=o. On raisonne par récurrence: sur 

n ; 

ÏÏnCH) = ÏÏ[Dn"1CTi)] = ÏÏ[Dn"1CH]J 

"c11 (H) = C[C n" 1(H)] = C[C n" 1Cl !)] 

par application de l'hypothôss de recurrence 

D'autre part : 

D n(H) = • [•n'1(H)] = H [r)n~1(!:)] 

C n(H) = C[c n - 1(H)] = r[n n" 1(r)j 

en appliquant 13 lemmG 1. 

Le lemme 2 résulte alors de la définition de HHresp G). 

Corollaii^e Goit G un groupe topolo^iquo sépare et il jjresp rfj un sous-groupe 

résoluble (resp nilpotent) de G. Alors R [rasp 7] est résoluble Crosp nil-

potent)s 

Soit n entier tel que D n R = {a} [resp C r > N = {o}j! 1G lemme 2 

entraîne ; 

0P,(ÏÏ) C ÏÏn(ÏÏ) = D n (R ) 

C n("R) C "Cn(N) ~ G n(M) 

Comme G est séparé 0 n(R) = {7} = {e} , C n(N) = {7} = { B } . 
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Comme R C Ï Ï (resp N c T Ô entraîne D P R C 0 P R (resp C p N C C P Tl) pour tout 

p, on peut affirmer que la suite dérivée (resp centrale descendante) de ÏÏ 

(resp N) a même longueur que celle de R (resp N ) . 

Lemrne 3 Soit G un groups topologique, H et K deux sous-groupes et TT l'ap­

plication canonique de G sur G / K . Les conditions H K t G et TT(H) ¥ ÏÏ(G) sont 

équivalentes* 

En effet il est immédiat que si A est saturé pour la congruence à 

gauche modulo K , A l'est également ; donc TT("Â) est fermé, contient TT(A) et 

aussi TT(A), Comme TT("A) C TT(A) car ÏÏ est continue, on a bien T F A T - ÏÏ(A). 

En particulier ÏÏ(HK) = T T T O T » TTTÏÏT et H K = TT^ 1 [TTTHT] , d'où résulte la 

propriété énoncée par le lemme* 

Corollaire Soit G un groupe résoluble séparé et H un sous-groupe distingué 
r i 

fermé propre* On a alors H 0 G / G, 

Montrons d'abord cette propriété dans le cas H • {e} t L'hypothèse 

D^G = G entraîne I T G = G pour tout n ; prenant n tel que D N G - {e} et tenant 

compte du fait que G est séparé on obtient d'après le lemme 2 : 

G = T ^ G = 0 N G = (e} = {e} , 

ce qui contredit G ¥ {e}. 

Dans le cas général soit ÏÏ l'homomorphisme canonique de G sur 
1 1 

G / H . G / H est séparé car H est fermé et on a TÎ(D G ) A D ( G / H ) » Le résultat 
A 1 

précédant entraîne D ( G / H ) = * ( D G ) ¥ ÏÏ(G) et le lemme 3 permet de conclure 

H D 1 G / G . 
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Soit G un groups nilpotent topologique séparé ê On désigne par 

o 1 r 
C G = G , C G H . O C G = {e} sa suite centrale descendante et l'on pose 

G 1 = C 1G. 

Théorème 1 Si H est un sous-groupe fermé propre de G, alors HG^ ^ G. 

On note p(H) l'entier p compris entre 1 et r (1 _< p r) tel que 

C P ~ 1 G <£. H C PG c H. 

On démontre par récurrence sur p la propriété énoncée par le 

théorème s 

Si p = 1 la propriété est évidente. 

Sinon on a : 

V x e C P ~ 1 G , V y e H x y x" 1 y" 1 e. C PG 

donc i \f x e C P " 1 G , V y e. H x y x""1 e H 

C P ^Gest donc contenu dans le normalisateur K de H qui est un sous-groupe 

fermé contenant H , e. 

Si K ¥ G on a donc p(K) _< p(H) - 1 et il résulte de l'hypothèse de 

récurrence que K, donc H possède la propriété du théorème. 

Si K = G , H est distingué et la propriété résulte de la propo­

sition du paragraphe précédent* 

Corollaire Soit (a ), un système d'éléments de G, "a. l'image de a. 
— i î e I J i ^ i 

dans G/G^ par l'application canonique TT , 

Les conditions suivantes sont équivalentes 

- (a ). est un système de générateurs de G 

- ta.}. T est un système de générateurs de G/G.. 
1 1 € . ± 1 
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Soit H le sous-groupe engendre par les (a^)^ e j s TT(H) est alors le sous-

groupe engendré par les a^ [i I) et la condition (1) [resp 2j équivaut à 

Tî - G [resp TT(H) = C / G ^ . Comme TT(H) O TTTTT) , la condition 1 entraîne la 

condition 2. Si la condition 2 est satisfaite, on a d'après le lemme 3 : 

H G ^ = G et ceci d'après le théorème 1 entraîne F T = G . 

Dans la suite G est un groupe résoluble séparé. On pose ^ 3 D G , S D G ^ . 

Lemme 4 Soit H un sous-groupe fermé propre de G , V un sous-groupe fermé 

distingué qui est un sous-groupe propre de G ^ et qui vérifie H A G ^ c V . 

Alors H V ^ G . Si H G J == G , G / V n'est pas nilpotent. 

Soit ÏÏ l'application canonique de G sur G / V , D'après le lemme 3, 

la première assertion équivaut à TT(H) / G / V . Comme V D H ^ G ^ Z> D 1 H , 

1 1 

TT(D H ) = D O H ) est réduit à l'élément neutre et ÏÏ(H) est abélien. G ^ étant 

saturé par rapport à V on en déduit que TTCG^) est fermé j comme il contient 

ÏÏ(D1G) = D 1 ( G / V ) on en déduit D 1 ( G / V ) c-n[G ) } de plus TT étant continue 

T T ( G 1 ) = ÏÏ(D1GÎ c T T ( D 1 G ) = G 1 G / V . On en conclut Î T C G ^ - D 1 ( G / V ) et l'hypo­

thèse V / G 1 entraîne D 1 ( G / V ) = viC^) ï {e} , donc G / V non abélien. TT(H) 

ne peut alors être dense dans G / V . 
Si G / V était nilpotent on aurait d'après le théorème 1 

TTTÏÏ) IR(G } ¥ G / V ; comme ÏÏ(HCJ") C T T ( H ) T T ^ ) = *TÏÏ) T T ^ ) on aurait 

ÏÏ(HG } / G / V contrairement à l'hypothèse H G ^ = G . 

Théorème 2 Soit G un groupe résoluble séparé tel que G ^ soit nilpotent, 

H un sous-groupe fermé propre tel que H G ^ = G . Le sous-groupe ( H A G ^ ) G ^ est 

alors distingué, distinct de G ^ et H G ^ ï G . 
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Los automorphismes intérieurs associés aux éléments de H laissent 

invariant H C\ car est distingué i les automorphismes intérieurs as­

sociés aux éléments de G^ induisent module G^, l'identité sur H H G , par 

., définition- rde G ? donc appliquent H /VG^ dans (H O )G^ *> enfin G<2 est 

évidemment stable par tout automorphisme intérieur. On en déduit que 

(H n G^)G 2 est un sous-groupë distingué de RG^* = G. Comme H est propre et 

HG^ = G , H A G ^ est un sous-groupe fermé propre de G^ et le théorème 1 

appliqué au groupe nilpotent entraîne ( H H G^ / . Le lemme 4 ap­

pliqué au sous-groupe V = (H O )G 2 entraîne alors HG^ c HV ?{ G. 

Corollaire Soit G un groupe résoluble séparé tel que soit nilpotent, 

(a. ). • _· un système d'éléments de G, a. l'image canonique de a. dans C/G_. 

Les conditions suivantes sont équivalentes s 

i ta. ) . *T est un svétème de générateurs de G 

(al ). — est un système de générateurs de G/G_ 
1 i e I J ° 2 

démonstration- analogue à celle du corollaire du théorème 1. 

Dans la suite'G est connexe localement compact. G^ est alors nil-

potent ï le quotient de G par son centre est un groupe.de lie-connexe GC1) 
^ A 1 A . /j 

et l'image de 0 G dans G est le groupe D G qui est nilpotent ; D G, extension 

centrale d'un groupe nilpotent est nilpotent de même que = D G. 

On désignera par C l'image réciproque dans G du sous-groupe compact maxi­

mal C^ de G^/Gy* Dans le lemme 5 on suppose G^ = {e} et l'on désigne par 3** 

la famille ries sous-groupes fermés distingués K, contenus dans G j distinct 
• ET*. 

de G^ et vérifiant la condition K.C G = G^ V k > 1 '5 cette condition! 

http://groupe.de
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équivalente à la suivante j il n'existe pas de sous-groupes ferme distin­

gué H distinct de G^ vérifiant K C H c G^ et G/H nilpotent, 

Lerome 5 Tout élément de est contenu dans un élément maximal ; tout élément 

maximal V est connexe, contient C et G^/y est un espace vectoriel réel. 

Montrons d'abord qu'un élément K de G* est contenu dans un élément 

V de ̂  tel que G^/V soit un espace vectoriel réel : C^/K est un groupe 

abôlien connexe localement compact dont le sous-groupe compact maximal c'est 

caractéristique, donc invariant dans G/K. On a c ' ^ C^/K car sinon G', groupe 

compact abélien distingué du groupe connexe localement compact G/K serait 

contenu dans le centre (1) et G/K serait nilpotent. L'image réciproque V de 

G' dans G^ est un sous-groupe fermé distingué contenant K tel que G^/V, 

isomorphe à G^/K/G' soit un espace vectoriel réel non réduit à {o}. On en 

déduit que V contient G et est connexe car G^/V est simplement connexe. 

Si est un élément maximal de (5* ; G^/V^ est donc un espace 

vectoriel réel. Pour obtenir un élément maximal de J* contenant K, il suffit 

de prendre un élément V de^h , maximal parmi les éléments de 3* tel que G^/V 

soit un espace vectoriel réel % V est alors aussi maximal comme élément de 

^d'après la première partie de la démonstration. 

Corollaire Soit G un groupe résoluble connexe localement compact tel que 

G ? = {e} , H un sous-groupe fermé propre tel que HG^ = G. Il existe alors 

un sous-groupe fermé propre L contenant H tel que L n G^ soit un sous-groupe 

connexe distingué contenant C et que G^/L C\ G soit un espace vectoriel 

réel ne contenant aucun sous-groupe distingué fermé propre de G/L O G^« 
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H A est un élément de car c'est un sous-groupe fermé propre 

qui est distingué d'après le théorème 2 et d'autre part il ne peut être 

contenu dans un sous-groupe fermé distingué K contenu dans G^ et distinct 

de G^ tel que G/K. soit nilpotent d'après le lemme 4. Soit alors U un élément 

maximal de ^contenant H H G ^ , donc tel que G^/U soit un espace vectoriel 

réel ne contenant aucun sous-groupe fermé propre de G/U. Le sous-groupe 

fermé HU = L est propre d'après le lemme 4 et HUOG^ est élément de (JH ; 

comme U est maximal on a HU H G^ = u, d'où le corollaire. 

Pour démontrer le théorème 3 on aura besoin de deux lemmes purement algé­

briques. 

Lemme 6 : Soit M un module artinien fidèle de type fini sur un anneau com-

mutatif A. Alors A est artinien> ne possède qu'un nombre fini d'idéaux 

maximaux I a et les sous-modules M a = I°Vl possèdent les propriétés : 

- Pour tout sous-modules maximal N,il existe a unique tel que 

N O M a 

- M/M a est un espace vectoriel de dimension finie sur le corps K a 

de ses homothéties et si P est un sous-module de ri tel que M/P soit iso­

typique semi-simple de type A/I a , P 3 F i a . 

A étant commutatif et M de type fini sur A, le contre-module de M 

est de type fini et l'anneau A de ses homothéties est artinien. 

(2). Si RCA] est le radical de A A/R(A) est un anneau commutatif semi-

simple, donc un produit direct d'un nombre fini de corps K a. 
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ex S 
Les idéaux maximaux de A/RA sont définis par I' = © K et leurs images 
. . a 8 ' a 

réciproques I dans A sont les idéaux maximaux de A. 

L'annulateur du module simple fl/N est un idéal maximal I a * donc 

N D Iaf1 = M a . Si N D f1a , N D f:3 e / a , l'annulateur de M / N est un idéal 

contenant I et L , ce qui est impossible. 
Ot p 

Enfin M/n a est un module de type fini sur A/I a = K a , donc un espace vec­

toriel de dimension finie sur K a. 

Si ïl/P est semi-simple isotypique, il est de type A/I°' et l'on a I°Vi/P = o, 

? D I an = n a . 

Lemme 7 : Soit G un groupe résoluble non nilpotent tel que soit abelien. 

On suppose que G^ est muni d'une structure d'espace vectoriel sur un corps 

K et que les automorphismes intérieurs de G induisent des homothéties sur 

. Le quotient de G par son centre est alors isomorphe à un sous-groupe 

contenant les translations du groupe des homothéties - translations de G^. 

Soit a(g) l'élément de K correspondant à 1'automorphisme intérieur 

défini par g e G. Il existe g Q £. G tel que at2 Q) ï 1 car sinon G^ serait 

contenu dans le centre de G qui serait alors nilpotent. Notons <g9g > 

-1 -1 
l'élément g gQ g g , 3(g) = < g # g 0

> · XCg) = Ca(g),<g*gQ>) et remarquons 

que l'application g •Xlg) est un homomorphisme dans le groupe des 

homothéties-translations de l'espace vectoriel G s 

xtgs'î = (αCgg'),e(gg,) BCgg 1) = [r^g'^s^g" 1] [?&*ZQ>] 

B(gg') = a(g) BCg' ) + 3(g3 ot(gg') = aCg) a(g'). 
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Le noyau G de X est tel que G A G^ = {o} car les conditions 

—1 —1 
x & G„ o = S(x) = x g x ' g entraînent a (g )x = x 9 soit x = o car 

\ o o o 

«Cg o) * 1. 

Il en résulte que G est le centre de G car il le contient par définition 

et d'autre part : 

V g e G a V hé. G <g,h> a 

et <g,h> € G a car G a est distingué, donc <g,h> = e. 

X(G^) contient les translations de G^ car, pour tout x de G^ on a 

6(x) = x-a(g Q)x a(x) = 1. Comme aigQ) ¥ 1 6(G ) = G · 

Dans la suite on notera <JC>(W) le groupe des homothéties translations de W, 

espace vectoriel de dimension finie sur R ou- (£. 

Théorème 3 Soit G un groupe résoluble localement compact, connexe. Il existe 

un nombre fini de sous-groupes distingués G a contenant C tels que G/G a soit 

isomorphe à un sous-groupe connexe contenant les translations d'un groupe 

d'homothéties-translations d'un espace vectoriel réel ou complexe et possé­

dant la propriété suivante s pour tout sous-groupe fermé propre H de G, on 

a HG^ / G ou sinon il existe a tel que HG f G. 

Montrons d'abord le théorème dans le cas où G^ est un espace vec­

toriel réel et où H possède les propriétés HG^ = G , H A G^ 3 V , V étant 

un sous-espace vectoriel stable par les automorphismes intérieurs et maxi­

mal parmi les éléments vérifiant ces conditions. 

La restriction d'un automorphisme intérieur à G^ étant un endomor-

phisme continu de la structure de groupe additif de G^, est uno application 

linéaire. 
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Soit A la sous-algèbre de End (G ) engendrée par ces automorphismes ; les 
K 1 

générateurs de A commutent car si g,h désignent deux éléments de G, g,h 

les automorphismes de G^ associés on a <g,h> € G^ o = <g,h> = gh - Il g % 

A est donc commutatif. G^ est un A-module artinien de type fini et V est un 
ex 

sous-module maximal ; notant G^ les sous-modules définis par le lemrne 6 , il 
ex ex 

existe d'après ce lemme a unique tel que V 3 G^ 8 G^ est distingué car c'est 
ex 

un sous G-module de G^ ; de plus G/G^ est non nilpotent car G/H f\ G,, ne l'est 

pas d'après le lemme 4. 

Posant W a = G^/G^ t considérons 1'homomorphisme de G/G^ dans 3̂ (1*/*) défini 

par le lemme 7, Le noyau de cet homomorphisme est le centre de G/G^ et G a , 

image réciproque de ce centre dans G est un sous-groupe distingué de G con­

tenu dans le normalisateur de H dans G car H O G^« L'hypothèse HG^ = G et le 

corollaire du lemme 3 entraînent que H n'est pas distingue, donc que son 

normalisateur est un sous-groupe fermé propre. Donc HG^ ï G. Le corps des 

homothéties du A-module C^/G^ e-"t une algèbre de dimension finie surfR, donc 

isomorphg à fR où (C8 Enfin l'injection canonique G/G dans W ) est con-
ex 

tinue et l'image de G/G est un sous-groupe connexe contenant strictement 

les translations. 

Cette image peut donc être caractérisée de la façon suivante, 
ex HP+ ex 

Si K = R, elle est égale à c)\? (W ), ensemble des homothéties-translations 
ex ex HP a 

de W à rapport positif ; si K = Œ elle est égale à ob(W ) ou bien à un 
sous-groupe d 5homothéties-translations dont le rapport décrit un sous-groupe 

à un paramètre de C . 
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Dans tous les cas l'injection canonique est bicontinue car le but est un 

espace de Baire et la source un groupe localement compact réunion démom-

brabie de compacts (Bourbaki, Intégration, chap 7, ap 1). 

Soit maintenant G quelconque et H tel que HG = G. Notons G,G 

respectivement les groupes quotients C/G ? G/G = G/C et G l'image réci-

proque de G" dans 1'homomorphisme canonique de G sur G. On désigne par 

A A A i> A a A Aa 
H , H , H les adhérences des images canoniques de H dans G , G , G/G = G/G . 

'V r u 

Le théorème et le lemme 3 entraînent H / G j le lemme 3 et le corollaire au 
A A A A A 

lemme 5 H / G et aussi H C L avec L sous-^roupe fermé propre vérifiant les 

hypothèses de la première partie de la démonstration. On en déduit qu'il 
A A g t A A ( X C 

existe a tel que L G t G et d'après le lemme 3 H r G/G j ce même lemme 

entraîne finalement H G a / G. 
Corollaire s Soit (a.). _ un système d'éléments de G, a., a?' les images 

1 î ^ I •* i l u' 

canoniques de a^ dans G/G^ , G/G a. Les conditions suivantes sont équivalentes s 

- (a.). _ est un système de générateurs de G 
i î e I J ° 

- (a.). _ , (a.). _ sont des systèmes de générateurs de 
i i e . I ' i i e - 1 ° 

G/G^ , G/G , pour tout a. 

La proposition 1 ci-dessous donne une caractérisation des sous-groupes G a 

introduits dans la démonstration du théorème 3. 

Proposition 1 s Soit G un groupe résoluble connexe localement compact, V 

un espace vectoriel de dimension finie sur un corps value complet K. Pour 

tout homomorphisme continu X de G dans (V) tel que X(G) contienne stric­

tement V, il existe a unique tel que X se factorise à travers G/G a. 
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D'après le corollaire au lemme 5, on peut supposer que H D W est 

un espace vectoriel réel stable par les automorphismes intérieurs. 

Si pîg) désigne le rapport de g élément de G on sait que la restriction à 

W de 1*automorphisms intérieur g est la multiplication par pfg)* Lorsque W 

est complexe il résulte alors de la nature de G que H rï W est aussi un 

espace vectoriel complexe. Si g; et h sont deux éléments arbitraires de G 

de centres a(g) et a(h), le calcul montre que <g,h> est une translation de 

vecteur ptg) £a(h)-a(gf] j comme les translations de H sont les éléments du 

sous-espace H H W, on en déduit que si h,h' désignent deux éléments de H 

qui ne sont pas des translations, on a : 

a(h'] = a(h) + w w € H n W 

d'où la proposition. 

Exemple G est le groupe des matrices triangulaires inférieurestn,n) à 

coefficients réels dont les termes diagonaux sont positifs. A étant une telle 

matrice on peut la décomposer suivant la base canonique 

i=n-1 i=n-1 
E.. : A = q[Eaa + a. E. „ . J + E b.E. A + R 

I J V 11 i>1 1 1+1 , 1 + 1' i=1 i i+1,i 

R étant combinaison linéaire des E^j(i>j+1), a et étant positifs. G^ est 

égal à l'ensemble des matrices A telles que a * a 1 et G 2 C est l'en­

semble des matrices A vérifiant a = a.. = 1 b^ = o. G^ est donc nilpotent 

et le théorème 3 s'applique à G. Le groupe quotient / G 2 « G^ s'identifie 

au groupe additif R en associant à A G^ l'élément 3 » (b^.. ) ; 

l'automorphisme intérieur de G^ = R n ~ 1 associé à un élément A est l'appli-

ème 

cation linéaire représentée par la matrice diagonale dont le i coef­

ficient est a^« 
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L'algèbre sur TR engendrée par ces matrices est l'algèbre des matrices 

diagonales ^ , . 8., x ) x±c ÎR ; les idéaux maximaux sont définis par une 

^i 

condition x. = o et G. est donc l'ensemble des vecteurs ß tels que b. = o. 

G 1 est alors le sous-groupe dos A défini par b^ = o a ^ ~ et. l'homo-

morphisme canonique de G sur G/G 1 associe à A l'homothêtie translation 

( a i # b i ) . Enfin G/G^ s'identifie à l'ensemble des matrices diagonales (n,n) 

à coefficients positifs et l'homomorphisme G sur G/G^ associe à A la matrice 

diagonale (a^aa^ ,,aa ^ ), le nombre rinimum de générateurs de G/f^ est 

n+1 et celui de G/G 1 est 2. Le nombre minimum de générateurs de G est donc 

n+1 d'après le théorème et la condition nécessaire et suffisante pour que 

(A^ j ·.. j A*3) soit un système de générateurs de G est que : 
1 ) il n'existe pas de réels (X,X^,...,X )̂ tels que les nombres 
n -1 

r V r r 
X Log a + X^ Log a a^ soient simultanément entiers pour r = 1,«..,p. 

2) Pour tout ij il n'existe pas de réels tu,v) tels que 

r r 
u b_̂  + v ( 1 - a j soient simultanément nuls pour tout r - 1,.., #p. 
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