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REMARQUES SUR LA CONVERGENCE

DE LA METHODE Q.R.
par

C.LEBAUD
Introduction

On démontrs des théoreémes qui contiennent des résultats de
B. PARLETT [3]. Les démonstrations en sont plus simples et adaptées direc-

tement de J. H. WILKINSON [5].
1 - DEFINITION DE L'ALGORITHME Q. R. [1]

On rappelle que toute matrice carrée A d’'ordre n & éléments com-
plexes peut 8tre exprimée comme le produit, QR, d'une matrice unitaire -
Q et d'une matrice triangulaire supérieure R. Si A est inversible, cette
factorisation est unique, si l'on convient de choisir les éléments dia-
gonaux de R réels et positifs.

L'algorithme consiste, en posant A = A‘, & engendrer une suite As
de matrica unitairement semblables 3 la matrice A1. A la Siéma dtape, on

factorise la matrice AS :

AS = QSRS (1,1)

Si d* désigne la matrice adjointe de Q, on a alors :
d;Ast } ngs (1,2)
On définit A = R0 (1,3)

s+1 s's

Les itérés successifs satisfont aux équations :



. - * % 3% )
Agaq = BgAS0g ~ Q:Qs-1as—2'"Q1A1Q102"'Qs (1,4]
“n posant
PS = Q1Q2---Qs (1.9
Ug = RgRg_q=-+Ry (1,6)
on a : A® = p U (1,7)
1 S s
A= #gqus (1,8)
Dol 1le

Théoréme 1.1

St A est wne matrice carrée d'ordre n 4 éléments complexes, alors

-

la matrice A construite par L'algorithme GR satisfait & la relation :

+1

A =P AP (1.9)

ot P_ est wne matrice d'ordre n, unitaire telle que la matrice

p¥ a® - (1,7")
8 s

8oit triangulaire supériecure.

Le plus, 87 la matrice A est tnversible et si toutes les matrices
R sont choistes telles que levrs éléments diagonawr soient des nombres
réels positifs, alors la matrice U, a tous ses éléments diagonaux réels

positifs.



2 — DEFINITION DE LA CONVERGENCE

Nous avons pour but la recherche des valeurs propres d'une matrice A.
I1 serait donc souhaitable que la matrice As’ semblable &8 la matrice A,
prenne une forme triangulaire supérieure ; cecl n'est malheursusement pas
toujours réalisable. Nous sommes amenés & donner la définition suivante de
la convergence.

On ne considérera dans la suite que des partiticnnements de matrices

carrées d'ordre n tels que les blocs diagonaux scient des matrices carrées.

Définition 2.1

On dit que Ll'algorithme QR appliqué 4 wne matrice A carrée d'ordre n,

a éléments complexes, converge pour un partitionnement domné s'il exispe

des matrices B, Bes Vg telles que :

A = V¥ v
S S 8 8

et satisfaisant aux propriétés :
1) par rapport & ce partitionnement, la matrice B est bloc triangulaire
supérieure, les matrices vV, sont bloe diagonales et unitaires,

11) les matrices B convergent au sens habituel vers la matrice B.



3 - ETUDE DE LA CONVERGENCE

Scit A une matrice cerrée inversible d'ordre n & eléments complexes,

soit J une matrice de Jordan inférieurse asscciée a la matrice A :

rJA
| e
/ \

(3,1}

'
)

Ca
S

Les matrices Ji sont carrées d'ordre n, et de 1l'une des deux formes

suivantes :

( (3,2)

La notation p(B) désignant le rayon spectral d'une matrice B, suppo-

sons que les matrices S soient ordonnécs de fagon que les deux conditions

suivantes soisnt réaliséos :
1] 1237 0l3)) 2003.)
J

2) sipld; 3 >pl3) = e = p[Jj_1] > p(Jj)



alors on a n, >n

] > " 80 > [
i— i+t - =n

j=1
En regroupant dans la matrice J, les matrices Ji de méme rayon

spectral, on peut écrire :

J = (3,3)

J. )

A, = - (3,4)

{ “p )

0, _, 3200, ) =00, ) =... =003, )> 00 )
11 1 11 12 lp ip+1

Posons P; = Ny {3,5). C'est 1l’ordrc le plus élevé des sous-matrices
1
de Jordan intervenant dans la matrice Ai‘

Alors les matrices Ai satisfont & la condition :

plh,) > pA) > s> p( ) > 0 (3,6)
On sait gu'il existe une matrice carrée Y inversible telle que :

A=y v (3,7)



Notons X = Y_l1 (3,8)

Procédons comme dans [i].

3,1. Définitions et lemmes préliminaires.

On se fixe un partiticnnement des matrices.
Soit Y une matrice carrée inversible d'ordre n a €léments complexes,

définie par blocs Y = (Y..,) i,j = 1,2,...,Kk, pour ce partitionnement.

Definition 3.1

On appelle décomposition de Gauss par blocs de la matrice Y ainst
partitiomnde, la décomposition de Y en le produit de dewr matrices L et U
telles que

Y =L U
et par rapport 4 ce partitionnement :

1) la matrice L 8oilt bloe triangulaire inférieure, ses hlocs diagc-

naux étant des matrices unité.

11) la matrice U soit bloc tricangulaire supérieure,

Lemre 3.1
Une déecomposition de Gauss par blocs d'une matrice Y inversible
(Y=(Yij] 1,5 = 1.2,..-,Kk) existe et est wnique si et seulement si pour
tout entier p compris cntre 1 et k, les déterminants des matrices

Y = [Yij) 1.0 = 1,2,..¢,p 8ont non nuls.

La démonstration est analogue & celle de la décomposition de Ceuss

habituelle.



Lemme 3.2 (cf [5])

Soit F wne rmatrice d'ordre n d éléments complexes, inversible, fac—

£° Qe
w

toriséeen le produit d'une matrice wnitaire et d'une matrice ﬁs trian-
gulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont des nombres réels
positifs. Si la matrice Fo tend vers la matrice wnité 1 quand s tend vers

> . - . r\l m - o »
L'infini, alors les matrices 9, et R tendent aussi vers la matrice wnité 1.
bel

Lemme 3.3
Soit A une matrice carrée d'ordre n, inversible, factorisée en lLe
produit d'une matrice wnitaive Q et d'une matrice bloc triangulaire supé-
riteure R, Une telle décomposition existe, et toutes les décompositions
sont de la forme
- _ *
A=QgR=1(QV) [VTR)
ou V est une matrice bloc diagonale wnitaire quelconque.
En effet une telle décomposition existe, il suffit de faire la décom-
position €lément par é€lément de A. Socit donc deux telles décompositions :
A= Ry = BRy
Les différentes matrices étant inversibles, on peut écrire :
-1 _ -1 _
Oy, 04 = RRy =V
Alors d'aprés cette égalité, V est une matrice unitaire et bloc

. -1 P .
triangulaire supérisure. De 1'équation V¥ =V ', on déduit que la matrice

V—1 est bloc triangulaire supéricure et bloc triangulaire inférieure, donc



bloc diagonalez, d’'ol le lemme.

3,2. Etude de A°

Nous ceonsidérons le partitionnement des matrices carrées d’ordre n
tel que les blocs-diagonaux de la matrice J soient les metrices Ai=

Supposons que la matrice Y céfinie en (3,7) admette une décomposition

de Gauss par blocs : (défipition 3.1)

Y = LU (3,9)
On = alors A° = xJ3%Lu
=x(3° L3 u (3,10)
Posons mis) o g% L gs (3,11)

En faisant lc pr.duit per blecs oh a :

-8

(s) _.s
Mij = Li Lij Aj

)

. {s \ . PP .
La matrice M @st bloc triangulaire inférieure, les blocs diagonaux
g g

(3,12)

gtant des matrices unité (cf lemme 3.1} et pour :
. (s) . LS
pog ISl Bl R @)
il 184y, ,~1,81/
N TR BT 7 R F0A o RS AR C RS

Or pour toute matrice A et pour toute norme matricielle, le rayon

spectral p(A) vérifie :

1
o(A)=1im |3
S 40
Par suite : I S(% . s”% g[Aij
im fl ] ) = —=~  (3,15)
o> o0 1 J 0 U\j )



Or par construction paur i > j bn a p(Ai] < p(ﬁj)
: (s)
donc pour i > j “Mij "-——+ 0 quand s — +>,
On peut donc écrire :

mts) o1, E, (3,16)

od ES est une matrice bloc triangulaire strictement inférieure tendant
vers zéro.

Soit X = § R la décomposition de la maetrice X en une matrice § uni-
taire el une matrice R triangulaire supérieure dont les éléments diago-~
naux sont des nombres réels positifs.

On a alors :

A® = g R(1+ESJ(33!J

= g[I+R ESR-1] R 3% (3,17)
-4 v N

soit I+RER =Q R , (3,18)
S S 8

- "
la décomposition de la matrice I+R ESR 1 an une matrice QS unitairc et

une matrice %s triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont
des nombres réels positifs.
. -1
Or la metrice E5 tendant vers zéro, la matrice I+R ESR tend vers

la matrice unité I ct d'apreés le lemme (3.2)
v
lim § = limR =1 (3,19)
g 40 &g 400

Les équations (3,17) et (3,18) entrailnent :

A® = (Q ES)(ESR 7w (3,20)
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{\I s
-Q Qs est une matrice unitaire.;
y s . . X . s
- RSR J7U est une matrice blcc triangulaire supérieurc.

3,3. Etude de la matrice P, ; convergence de la matrice Agir
D'apreés 1'éguation (1,7) et le lemme (3,3), 1l'équation (3,20) permet

de dire qu’il existe uns matricc blec diagonale unitaire VS telle que :
n
P. =00V (3,21)

Alors d'apreés les égquations (1,8) et (3,7) on a :

‘ - N
A -tv’;msmtx 3 Y30 V)

s+1

or x=vy"1=-gr

donc A= FBR IR DT (3,22)
s+1 s°'s 5 g ’

or :

1

i) 1a matrice R J R ' est bloc triengulaire supérieure, les blacs

diagonaux étant les matrices Ai‘
 » » ,‘J 2 K} -
ii) la matrice QS tend vers la matrice unité I,

iii) les metrices VS sont blocs diagonales unitaires, d’ol 1c

Théoréme 3.1

Avec les notations précédentes, et le partitionnement considéré, st
la matrice Y admet pour ce partitionnement une décomposition de Gauss par
bloes, alors l'algorithme Q R appliqué & la matrice A converge pour ce

partitionnement.
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Corollaire. 3.1

Avec les mémes hypothéses et les mémes notations , la matrice Ag tend
Q prendre wne forme bloc triangulaire supéricure : (xij] i, = 1,2...k.

Sme
7

Le bloc diagonal étant la matrice Xii ayant pour valeurs propres, les

valeurs propres de i plus grand module de la matrice A.

3,4 Application

Définition 3.2

On appelle matrice Hessenberg supérieure non réduitte, une matrice
Hessenberg supéricure dont les éléments de la sous—diagonale sont des nombres
complexes non nuls.

Théorsme 3.2 (cf 2] et [5])

Si H désigne wne matrice Hessenberyg supériecure non réduite inversible,
pour toute réduite de Jordan J inférieure de la matrice H, il existc une

matrice Y tnversible telle que :

et la matrice Y cdmet une décomposition de Gauss.

Donc, en particulier, si nous prencns une réduite de Jordan J qui or-
donne les modules des valeurs propres de H en décroissant, si nous consi-
dérons lc partitionnemcnt de la matrice J qui sépare les modules des
valeurs roupres, la matrice Y admet une décomposition de Gauss par blocs par

rapport & ce partitionnement ; d'od le :



Théorém: 3.3

L'algorithme Q R appliqué & une matrice Hessenberg supérieure nor ré-
dutte inversible H est convergente pour le partitionnement associé & celutl
qui ordomme iee valeurs propres dec H par ordre de module strictement

déeroissant.

Corollaire 3.2

7

Le transformé H_ d'une matrice Hessenberg supérieure non réduite H

tend a prendre wne forme bloc triangulaire supérieurc (Hij] i,j =1.2...k

1Y

.ene

-8 valeurs prcpres du © hloe diagonal étant les valeurs propres de

£ plus grand module de la matrice H.
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4 - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE L'ERREUR

4,1. Lemme préliminaire

Nous désignerons par H.H2 la norme cuclidienne, soit :

IAIZ = »(a*m)
L'expression [;J désigne le cocfficient binomial.
Soit A une matrice carrée d'ordre n & coefficients complexes, soit
J une réduite de Jordan inférieure de A dont les matrices diagonales se-

ront appelées Ji.

Soit A1.A2...Ak les valeurs propres de la matrice A tclles gue :

p‘»,l i !)‘2' Z_ bl _>_ 'Akl

Parmi les blocs Ji dont la valeur propre a pour module

Al
(resp. IAK[J il en existe un au moins dont 1'ordre est maximum, soit p

(resp. g) cet ordre.

Lemme 4.1
Avec les notations précédentes, si A est tnversible, il existe deux

constantes v{Al ct v(A-1)teZZes que
IA%11,

vin (2o (1] s=(p=1)

> 1 quand s — +©  (4,1)

-1
I,
v[A‘11(pf1J[p(A'1]5‘[q‘”

— 1 quards + += (4,2)
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Démonstration
L2 relation (4,1) est unc application directe de [4}. Vérifions la
scconde.

I1 existec une matrice Y carrée d’crdre n inversible telle que :

11 faut donc écrire une forme de Jordan inféricure de JJ; donc de
chacun de ses blocs diagonaux et appliquér [4].

Or si B désigne un bloc de Jerdan de veleur propre A * 0 :

. NP s o . -1 1
d'ordre b, il est immédiat de < @rifier gue la matrice B admet-x COMmme
valeur propre d'ordre b et que ses vecteurs propres sont les mémes que
ceux de la matrice B, donc 1l existe une matrice S d'ordre b inversible

telle que s

* L
o 13

e

Alors la relation (4,2) s'’en déduit immédiatement.



4,2. Btude de 'S
On a vu (3,13) que :
.. . (s) @ -
s11> 3 ators S, < g LK

Appliguons le lemme (4.1} aux matricos Ai et A;1. Avec les notations dé-

f inies en (3,4) et (3,5), on a :

b3,
s s=(p. -1 1 guand s > e (4,3)
VIAiJ%H_1JB(AiU i
Iy
—+ 1 quand § > +° (4,4)

-1 s =19 s=({p,=1)
(a, )¢ e (A,
via, 547 [t j 1] J

Théorémzs 4.1

Pour tout cntier i et j l'expression |M§H2HA;SH2 a le méme comporte-

ment asynmptotique que :

- 3
pi+pj«-¢ (p (Ai] )
9] (Ia . ) ’
J

S

Démonstration

Les ralations (4,3) 2t (4,4) ecntralnent :

5 ~8
A i,
I 1“2”&3 HZ + 1 gquand 5 + +

L P (pfhi]
vir vir, ) ————e [~ ][‘_KQ_ ] 7~—-—~>
i (D[Ail)pi 1 py P 1 “(Aj]

d'oll le théoreme (4:.1).
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Théoreme 4.2

Pour i > 3, 1l existe wnc constante K telle que l'on a :

pi+pj-2 ( ) [Ai] > 8

{s)
[ ”z.i K's 51Ajy.

(4,5)
1J

pour s assez grard.

Démonstration

Il suffit dfécrire la rcolation (3.13) et d’appliquer le théoréme 4.1.

4,3. Comportement asym : otique de l'erreur

C’est par définition celui de la matrice Es’ donc de chacun des blocs
M[§]

i] pour i > j, il suffit alors d’appliquer le th&oreme (4.2).

L'inégelité (4,5]) montre que

i) si tous les divissuzs €lémentaires de la matrice A sont linéaires,

soit Py = pj =1, on a:
. plAYy °
. . i [5: 4 1 )
pour i > § , “Mij |, < K ST

d

pour s assez grand.
ii) si l1la matrice A a des diviseurs élémentaires non linéaires, la con-
vergence r2ut 8tre "lente”, ce cul est trés souvent confirmé par les cal-~

culs numéricues.
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