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QUELQUES RESULTATS SUR LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS, 

par MM. BOLLEY et CAMUS 

Introduction. 

On donne ici des résultats sur les espaces de Sobolev avec poids 

(immersion, densité, compacité, espaces de traces) et un exemple d'application 

aux problèmes aux limites elliptiques (d'autres applications seront étudiées 

plus tard, en particulier pour les opérateurs elliptiques dégénérés). 

Il s'agit ici d'un exposé de synthèse : la plupart des résultats 

sont tirés de l'article de G. GEYMONAT et P. GRISVARD |YJ, complétés par les 

articles de KADLEC et KUFNER [ 5 ] , P. GRISVARD [ 3 ] , J . L . LIONS [B] et 

J. NEC AS [ô]. 





NOTATIONS 

Pour un ouvert Q de JRn, on désigne par 3)(fl), , cftft), 5)f(^)# 

£ % (fi) les espaces introduits dans [ 9 ] . 

Pour g appartenant à 1NR, 6 - (g ) on note |g| = 3 1

+-- -+6 n 

8 3lelu 

et D u = — g g- pour tout élément u de 

1 n 

Pour t appartenant à (N et p appartenant à 3l,+°°£on désigne par 

L P(Œ) l'espace des fonctions mesurables et de puissance p-ième sommable pour 

la mesure de Lebesgue sur Q et muni de la norme 

IIu|I = ( / |u(x)| p d x ) P , 
LPIQ) Q 

et par W^' P(Q) l'espace de Sobolev constitué des fonctions ayant leurs déri

vées jusqu'à l'ordre Z dans Lp(fi) et muni de la norme 

llull, - C E l|D Bu||P ) P . 
VT'PCfi) | B | < £ L P ( Q ) 

Le point générique x de (Rn, x = (x^,...,xn)# sera souvent noté 

x s (x'iX ) avec x' = (x,,..,x .. ) appartenant à JR11""1, car comme on le verra, n 1 n — 1 

la dernière composante joue un rôle privilégié. 

On désigne par IR" l'ouvert de !Rn suivant : (x€[R n, x n > O K En par

ticulier sera noté plus simplement /R +. 

Soit fi1 un sous— ensemble de G, la notation fi signifie que 

l'adhérence fi^ de fi^ est un compact contenu dans fi. 

Pour une fonction u définie sur fi et pour un sous-ensemble fi^ de fi 

la notation u ^ désigne la restriction de u à fi^. 
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Pour deux espaces topologiques A et B, la notation A C > B signifie 

que A est inclus dans B algébriquement et topologiquement. 

L'abréviation p.p. désigne presque partout relativement à la mesure 

de Lebesgue" (le contexte donnant l'espace sur lequel cette mesure opère]. 
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I - DEFINITIONS, 

Soit fi un ouvert borné de fRn (n J> 2), de frontière r variété de di-

g — 00 

mension n-1, de classe C , fi étant une variété à bord de classe C de bord T. 

Pour x appartenant à Q, on désigne par dfx,H la distance de x à T. 

00 

Soit p une fonction de classe C sur fi, non nulle sur fi et telle 

qu'il existe deux constantes et vérifiant : 

0 < ^ d^x*^ j £ pour x appartenant à fi tel que 

d(x,D _< e Ce nombre fixé, e > 0). Une telle fonction, qui est positive, 

est appelée "fonction poids". 

Définition 1.1. Soient £cfN, a €1R et p€ïR tel que 1 < p < +°°. On désigne par 

l/'P(fi) l'espace : 

l/'p(fi) = (u e£)fCfi), p a D 3 ueL P(fi), |B| <l} , 

muni de la norme : 

N u l ! » - c i l i p a o 3 u | | p

D ) P . 
V P c ^ |e|<e. Lp(fi) 

Remarque 1-1. On note que l/'ptfi) = l / ' p ( f i ) . 

Remarque 1.2. Il est clair, d'après la définition, que si et P 2 sont deux 

"fonctions poids", les espaces W^'^ffi) associés respectivement à p^ et P^ 

coïncident. 

Soit maintenante = {x | x€(R n , x > 0}. 
+ 1 n 

Définition 1.2. Soient £€fl\l, a e jR et p e I R tel que : 1 < p < +». On définit 

t/' pÛR n) - (u I u e 9yOR n), x a D 6 u € L p O R n ) pour Igl < 1} 

et pour u € W^' p 0R n] , 

° + 1 
lluM , _ n - C Z | | x « D B

 U||
P ) P 

l/* PCR n) 6\<l n LP(IRn) 
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Définition 1.3. On note vf"pW) (resp. l/' P(R n)) l'adhérence de % (£2) • a a + 

(resp. &(R n)) dans / , p(fl) (resp. l/' p(R n)). 
+ a a + 

On a alors les résultats élémentaires suivants ; 

Proposition 1,1, Pour Zeti» aéiR et 1 < p < + 0 0, l^'P(fi) muni de la norme : 

uj > p est un espace de Banach (de Hilbert dans le cas p = 2). 
V P ( f l I n 

On a le même résultat en remplaçant fi par(R +. 

La démonstration est analogue à celle des espaces de Sobolev ha

bituels. 

Proposition 1.2, Si ueW^' P(fi), alors : pour tout ouvert ïï^(S fi on a : 

On a le même résultat en remplaçant fi par tR1^. 

En effet, sur fi^, on peut trouver deux constantes y , y^ telles que : 
0 < -1 p^ x^ 1. ^2 p o u r x € ̂ i* 

Z 
Proposition 1,3, Si u € W a ' p ( f i î , alors : pour tout ouvert fi^ (g fi on a : 

/> 
u i n « lim H? dans W 'PffiJ, * 6$J(ft,). 
'"l n^+» n 1 n 1 

On a le même résultat en remplaçant fi par (R^ • 

Soit d'abord fi^ tel que (g fi^ (g fi et ĉ> e^(fi) telle que : 

cf = 1 sur « 1 et Supp(q> ) c fi£. 

Par suite, d'après la proposition 1.2, cç u = v satisfait à : 

v|fi' 6 v ^ ' P t f l i I e t d e P l u s : Supp(v) C fij, donc v e l/'p(fi). 

Soit alors t(=ĵ 3 une famille régularisante, pesons : 

Pour x e f R n , (J g v K x ) = ^ j ^ * " ^ v ( y ^ d V ' 

On en déduit (cf Î Q ] ) que pour : e < d(K,3fi) où K = Supp(v), (J v î L e S b C O Î . 

De plus, (J v î j f l tend vers v quand c tend vers 0, dans W^'p(fl). Il suffit 

ensuite de poser : ̂  = (J.̂  v) 
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Proposition 1.4, Si u6W a

, p(lî) et si v e 3b (ft) alors on a : 

(i) u v e l/ , p(Œ) 

(ii) on a la formule de Leibnitz : 

pour M l l D Ô(uv) « E A D 6 u D 6 ~ 3 v sur Q 
n A 

où g > 6 signifie : 8, £ 6. i = 1,2,..,n et ( J = n ( û

1). 
i - i 6 i=l 3 i 

On a le même résultat en remplaçant Q parfR^. 

En effet, soit ^ <g R quelconque. D'après la proposition 1.3 

(ou 1.2) on a : 

sur Q , D 6(uv) « E (*) D B u D 6 " 6 v pour |ô| ̂  lm 

fi1 étant quelconque, on a la formule de Leibnitz (ii). En multi

pliant les deux membres dans cette formule par p a , on obtient (i). 
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II - QUELQUES-RESULTATS D'IMMERSION, 

Théorème 2 , 1 . Pour l e f]\|, 1 < p < + 0 0, on a I G S inclusions algébriques et 

topologiques suivantes : 

(i) si ae|R avec a + - < 0 ou £ < a + -, alors : 
p - p 

a ' a - j 

S t \/'P(fRn) < Z - > v/~ J' p([R") pour j - 0 , 1 , . . . , £ . 

a + a - j + 

(ii) si aefR avec : 0 < a + ~ < t alors : 
P -

l/'P(fl) 0 > l / " ^ p ( f l ) 
a a- j 

l / ' P 0 R N ) C L > / ~ ^ p ( f R n ) pour j = 0 , 1 , . . . [a • , fou [a + -1 
a + a-j + * p J u p J 

désigne le plus grand entier^ 0 et < a + ~0. 

(iii) v / ' P ( Q ) <C-> v / ' p ( Q ) pour a eiR et 0 > 0 . a a+g — 

(iv) l / ' q ( Q ) < ^ - > l/'P(ft) pour a < 0 , a + - > 0 et q > T - E - . 

a — p 1+ap 

(v) \/'P(ft) 0>l/' q(ft) pour a > 0 , a + - < 1 et q < - R - ^ - . 
a r — p 1+ap 

Pour (i) et (ii), on commence par ramener les cas W^'p(ft) aux cas 
a 

W ^ ' P 8 R " ) par cartes locales (en utilisant les propositions 1 . 3 et 1 . 4 ) . 

Pour établir (i) et (ii) dans le cas (R^, on a besoin du lemme sui

vant : (cf. [4]). 

Lemme 2 . 1 . (Inégalité de Hardy). Soient 1 < p < +°°, $ ¥ 1 et f une fonction 

mesurable positive sur ( 0 , + « 0 ; on pose : 

ÇJ fit) dt si 1 > 6 

Ftx) • ] * 
/* f(t) dt si 3 > 1. 
0 
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On a alors : 

X _ / b(F(x)) P dX < ( - r j E - r ) 1 1 / + K > X P _ e (f(x)) P dX. 

o " I e " 1 1 0 

1er cas. 

et + ~ < O : on va montrer que : \/' P0R n) C L > w f ^ J ' W ) pour l > 1. 

Soit uevf"pmn) ; i-e. : x a D 6 ueL P((R n) pour |g| < l . On veut a + n + —* 

montrer que : 

x*"1 D Y u € LP(fRn) pour lyl < £-1. La fonction — étant continue 

surfR n# x a ^ D r u est mesurable. Dn a donc : 
+ n 

p.p. x ^ l R 0 " 1 . x a D Y u (x',x ) e L P 0 R ,(R] = LPflR î n n + + 

et x a D Y u Cx',x ) € L P 8 R ) , 
n 9x n + n 

I I Y 

pour |y| <_ £-1. Par suite : x^ » > D u(x',x^) (pour presque tout x* appar

tenant à «Rn est continue sur Hp,*00!" car a + — < 1. Par ailleurs, comme 
P 

1 Y 
a + — < 0 , il en resuite que la trace D u ( x ' , 0 ) est nécessairement nulle, 

p -
d'où : 

p .p. x'elK 0" 1, D Y u (x',x ) = / X n j ~ D Y u (x',xn) dx p. 
0 n 

Par suite, 

|D Y
 U C X ' . X ) | 1 / X n | ~ D Y u(x'.x )| d x n . 

0 n 

On applique le lemme 2.1. avec 3 = -(ot-l)p, d'où : 

l+CO x C a - 1 ) p |D Y u(x'.x )| P d x n < 

< ( P ) P / + V P D Y u t x ' . x ) | p d x . 
— |l+(a-l)p| J

D n , 8 x n n 1 n 
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Cette inégalité étant vraie pour presque tout x f appartenant à 

fR° on obtient : 

/ x ( a - 1 ] P |D Y u | P dx < ( h P n i) P / x ° P | - i - D Y u | P d X , n i i — i+(a-l)p| n 1 8x 1 

» K + I K + n 

avec |y| ^ £-1. Ceci montre que l'on a : 

l / ' P ( ( R N ) C > t / - J ' P ( Ï R N ) . 

a + a-1 + 

En itérant ce résultat, on obtient : 

l/' P0R n) C ^ / ~ ^ P ( { R " ) , pour j = 0,1,...,£ . a + a-j + 

(remarquer que pour j = 0,1, ... , 1 - 1 , on a : a -j + ~ <_ 0). 

2ème cas. 

a + > £. On peut toujours supposer & >L 1 c â r P°ur t = 0, il n'y 

a rien à démontrer. Soit ue/^fiR^) et y tel que : lyl < £-1, on a : 

p.p. x'eïR 0" 1 , x a D Y u (x',x )<=LP(ïR ) n n + 

x a —-- Uy u (x',x ) eifmj. 
n 3x n + 

n 
Y 

Par suite : x 1 — > D u(x',x n) (pour presque tout x' appartenant à 

IRn *3 est continue sur lo^+^l car a + — > 1. Par ailleurs, comme a + — > 0, 
J J p p -

Y 

il en résulte que la trace D u(x',+ œ) est nécessairement nulle, d'où : 

p.p. x'eïR , D R u (x',x J = - / - r — D y u(x',x ) dx 
n J 3x n n 

x n 
n 

donc ; 

|D Y u(x',x )| < /+°° |~- D Y u(x',x î| dx . 1 n 1 — ; 3x n 1 n 
x n 
n 

On applique alors le lemme 2.1 avec 3 = -( a-l]p, on obtient : 
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p (a-l)p , y u ( x . j X ,,P d x < ( P ) P P X A P | / - 0 Y u ( x ' . x ) | P d x . 
q n 1 n 1 n — |l+(a-l)p| J

Q n ^ x

n

 n n 

Cette inégalité étant vraie pour presque tout x' appartenant à 

fRn 1, on déduit : 

' x ( ° - 1 } P |D Y u[ P,dx < (• P „ , ) P / + 7 x a p | / - D Y u | P dx. 

avec |y| ̂  £-1. Ceci montre que l'on a : 

a + a-1 + 

En itérant ce résultat, puisque a -j + ~ > 1 pour j = 0,1,...,£-1, 

on obtient : 

l/' P(TR n) 0 > l / ~ J' P0R n) , pour j = 0,1 1 . 
a + a - j + 

Démontrons maintenant (ii) : 

3ème cas. 

0 < a + ~ < Si fa + ~] = 0 , il n'y a rien à démontrer, on peut 
p - L p J -

r~ ln 1 donc supposer [a + ~ J _ > 0 , ce qui implique : a + ~ > 1. On raisonne alors 

comme au 2ème cas, ce qui donne : 

W * ' P ( R N ) E » W * " } ' P 0 R N ) 

a + a-1 + 

et en itérant ce résultat, on obtient : 
l/' PC(R n) £~> l / ~ j ' P 0 R n ) , j = 0,1,..., [ a + 

a + a - j + P R -

Démontrons maintenant (iii) ; il suffit de remarquer que p est con

tinue sur le compact fl, donc bornée sur fi. 

Démontrons (iv) : soient a , p, q tels que : 0 < a + ~ J : ^ e t 
• > — ( > 1). Soit e > 0 tel que : q > -r-^—- avec 1 + ap - e > 0. On a 
^ 1+ap — — 1+ap-e 

alors, pour u e l/'q(ft) et |@| < l, 
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1_ 1 

f p a p |D B u | P dx < C / p a p K ' d x ] K ' (/ |D B u | K p d x ) k . 

avec • T" + T T = 1 et k = -—- > 1, donc k' = —— . 
k k 1+ap-e e-ap 

Comme q > ~ ^ et fi borné, il vient : 

- 1 1 
(/ |D B u | K p d x ) K p < CI / |D 3 u | q d x ) q < + « 
fi fi 

où C désigne une certaine constante. Il suffit maintenant de montrer que : 

J P dx < + 0 0. 
n 

Pour cela on raisonne par cartes locales. On est ramené à établir 

que : f x a p k dx, ... dx < + 00 

H J

T n 1 n 

où l = {x I x6FR n, IXL < 1, x > O h 
+ 1 1 n 

qp 
Notons I « L x a p K ' dx, ... dx = L x e ~ a p dx. On a : J l + n 1 n « ,Z + n 

qp 

jl x a p e dx < + 0 0 car a p < 1, d'où : I < +«• 

n n qp-e 

Par suite : 

p a D B u s LP(fi) pour |s| < l, i.e. : u el/' P(fi). 

Démontrons (v) : soient a, p, q tels que : — < q + ~ < l e t 
p - p 

1 j< q < ĵ -P . Comme précédemment, on introduit e > 0 tel que : 

q _< 1+J^+e et 1 + ap + e < p . On a alors pour u e W^'P(fi) et |g| l : 

/ |D 6 u | q d x < / p ' a q |p a D 6 u | q d x 
fi fi 

JL 1 
^ rr - aqk ' , . k 1

 f r \ a ft «qk , A 
_< [; p dx) (J |p D u P dx) • 

fi fi 
avec ~r + T* = 1. On conclut ensuite comme pour (iv). 

K K 
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Théorème;; 2.~2 Soient) £* entier > 1, 1 < p*" < +«. On a alors! : 

(i) l/'P(fi) = ïf"ptn = {u' | u V $ y ( f l ) . p""**!3'' D 0 u*eLPCfi). 131 < £} 

pour a € ÏR tel que : a * - < 0 ou bien -6 < a + ~ . " J 

P ~ . , P : ^ 

tii) ^ ' P c n ) = {u | u eft - ( n ) , p

a " ^ l e | D e U 6 L p ( q ) j ( e | ^ ^>, ; : , .. 

pour a e fR tel que : 0 ; < a + i- < l4* avec i a + ~ ¥ l > 2 , ' - ' . - . i 5 i 
d . • : - P ~~ • ' P 

(iii) Sur l/"'p(ft), la norme induite par l/"'P(ft) est équivalente à la 

norme : u 1 —> C : .'S | | p a D u | | P : : ) p pour a e [R avec a + - ¥ l,2,..,l. 
I & N LP(fi) f r ^ p 

Démonstration. Soient t entier _> 1, 1 < p < +°°, ac(R, désignons par 

l'espace : - M ' ' <; 

X^"P(^] = (u | u 'c&'tn), p 0'"^' 6 1 D B ueLP:Cn):,,lî?| < £} . 

muni de la norme : ! ; u- • ^ J 

u >l|u|| , - ( E " H P ^ ^ 1 6 1 u | ? ) P , 

X ^ ' P ( 0 ) 6\<l L P ( Q ) 

c'est alors,.un espabô de Banac'h. ' r-;V' 

^ rD./après le théorème 2 - 1 , (i) on 3 pour f^^r^r< Q aôi.biBn £ < a + : 

l / ' P ( f t ) < ^ > l / " " ! f " " ^ ! î ' P CQ], < X : , , ^ r ; .:!; 

d'où : R M " ' ̂; . • • ( •;}''; ' V 

\/*P(ft) O X £ j P(fi). ; ; > - . , - .r, 

a a • • '' * 
Remarque 2 . 2 , ; Eoi définissant-de manière analogue'^' p(lR^}v j il vient : 

pour j a e ^ ^ J < 0 ou b i e n % n < a > W £ ' p 0 r " ) C X ^ ' W ) . " ' K p — p a + a + 

D'après le théorème 2 . 1 . (iii) (puisque Q est borné) on a aussi : 

X*'P(^) O l / ' P ( f t ) . 
a a 
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D'où, pour a + - < 0 ou bien l < a • - : X>J"'P(fi) » W~" P(fi). 
p — p a a 

Par ailleurs, fi étant borné, on a : 

(2.1.) | | p a D 0 u|| n l c | | p a - £ + | 6 l D 6 u|| n . iBl < l . 
L P ( Q ) LP(fl) 

La lettre C désignant d'une manière générale une constante. Or, 

par itération, on a : 

(2.2.) ||p«^ +lel O 3 u|| < c | | p a - £ + l e î + 1 D Y u | | 

L P C « Î LP(fi) 

- C - | | p ° ^ M D * u | | p , 
LP(fi) 

avec Y . = 6. pour i = l,..,n-l , et y = 6 +1. 
i i n n ^ 

D'où : pour |8| < £ . | | p a ' l + • 3 1 D 6 u|| < C ( E | | P

a D Y u | | P ) P 

L P(Û) \y\*l LP(fi) 

et finalement, on obtient : 

(2.33 ||u|| £ < C||u|| z 

a a 
1 

C2.4) ! ! u I ! p p < C ( Z | | p a D Y u | | P ) P 1 C | | U | | , . 

yr9jpta) y R Lp(fi) k r P W ) 
1 1 Etudions maintenant les cas : 0 < a + — < t avec a + — ¥ 1,2,.. p - p 

On a déjà, puisque fi est borné : 

X £ ' P ( f i ) C t / ' P ( f i ) 
a a 

et (2.3) est toujours valable. 

Soit alors u €*â)(fi), on se ramène pour cartes locales à IR^ et puis

que (a-£+|g|)p ¥ 1 pour |$| = 0,1,...,(£-1), on déduit de l'inégalité de 

Hardy la relation (2.2) (avec | B | J< £-1), d'où : la relation (2.4) est encore 

valable. Par suite , on obtient : 
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a a a 

La norme || \\ p sur W *p(ft) étant équivalente à celle de X (ft) et 
VTMPM) A A 

> , a 
a la norme : ^ 

ui X S || P

a D Y u | | P )P . 

Il nous reste à établir que %tïl) est dense dans X (ft). Pour cela 
a 

on vérifie d'abord que si c^e^(ïï) alors pour u6X^ P(fi) on a : u e X^'P(ft). 

En effet, on a : 

D 6(cfu) = £ (*) D Y q> D 3 ~ Y u 

d'où : 

P « - ^ * | B | 0 B ( c f u ) = ^ . ( d Y c ? p|y| ) ( p a - £ + | B | H Y | ^ Y u J 

Y<3 

i.e. : u ^ X ^ (OJ. On peut alors faire un raisonnement par cartes locales : 

p n 

on est ramené à démontrer que l'on peut approcher dans 0R + ) j un élément 

ueX^ , p[iR^3 à support compact par des éléments de % 0 R ^ ) . 

Nous allons en Pait démontrer un résultat un peu plus fort : 

n 
ILemme 2.2. & 0 R n ) est dense dans X'î"'PC(Rn), pour tout a € fR0 [ + a + 

1ère étape. Soit u £ X^'P(fR^) e t x 1 > ç(x] une fonction appartenant 
0 0 n 

à C (JR+) telle que : 

. 0 ̂  ç(x) <_ 1, x €tif . 

. ç(x) = 0 pour |x| _> 2. 

. ç(x) = 1 pour |x | 1. 

On pose alors pour \€ fRw (x) = ç M et u, = u. Démontrons 
À À À À 

alors que : ||u, - u|| p tend vers 0 quand A tend vers +°°. 
À X^ P(IP n) a + 



-14-

En effet, on a : 

x n

 1 1 D k ( u , - u ) n n < x n

 1 '(1 - ç , ) D P u 
N L P O R ; ) - N A L P < ) 

+ z (3, _ 1 | | xl^l CD
11 ç)£) x a - £ + l 6 | - ^ i D 3 " y u|| 

Q<y<B y | X | M N X n L P < ) 

x |u| 

Or (r11) (D P ç) (-7) est bornée, donc : 
À À 

M x ^ L ^ V ^ - u , ! ! „ „ i l I x ^ L ^ C l - ^ ) D B u | | „ 

2 

+ C E {/ xta-**|BHv|)p j D ^ u | P d x } P , 

•<y<P M|x|j<2X N 

x >° 

et quand X tend vers +°°, cette expression tend vers 0 d'après le théorème 

(de Lebesgue) de la convergence dominée, pour |g| = •,•„.„,£ . 

2ème étape, Scit U€X^' P((R^) telle que uCx) = 0 pour |x| >_ N. Soit alors 

*n i >n(x n) une fonction appartenant à C^C £•,+«>] 3 telle que : 

. 0 < n(x ) < 1, x > 0. 
— n — n — 

- ï)lx ) = 0 pour 0 < x < 1. n ^ — n — 

. nCx ) = 1 pour x > 2. 
n K n — 

•n pose alors pour X c [R, ti ( X ) = n U x ) et u = r» u. Démontrons 
A n n À À 

que J |u. - u| | P tend vers 0 quand \ tend vers •'*>. 
A X*" p0R") 
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En effet, on a : 

x 1 1 • tu - u)| D < x 1 0 1 (1-n ) D P u 

+ E ( n) xJ ||x J n ( j ) (Xx ) x ^ 6 ^ D n

 u|| 
j-i J n n n Lpaty 

G T quand A tend vers cette expression tend vers 0 d'après le théorème 

(de Lehesgue) de la convergence dominée, pour |g| <_ Zm 

3ème étape. Soit ueX^/ P(tR +J telle que : Supp(u) = K soit un compact 

de IR". 

Pour £ < d(K, x = 0 ) , posons : 

pour tout xefR n, [J u)(x) / j (x-y) uCv) dy 
e e 

où U î > 0

 G S*t une famille régularisante. On en déduit (cf. [l] ) que : 
n Z n n 

J U i n e^D(IP +) et que d'autre part : J u tend vers u dans W 0R +) quand e 

D n 

tend vers 0 et donc aussi dans X HffR ) (car J u est à support contenu dans 

un compact fixe deIR™). 

Par ailleurs sur î>(iR^) (d'après l'inégalité de Herdy) on a : 
pour u (ÏRn) ; | |u| | p < C ( E | | p V u | | P ) p avec 

+ X^' P((R n)" | Y | - £ L p 8 R N D a + + 

a + ~ ¥ 1,2,. «,., Jl , or on a toujours : 
P 
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1 

( E | | p a D Y u | | P ) P _< | |u| | . ; il en résulte : 

» * + et + 

Lemme 2.3. Pour a e IR avec a + — f 1,2,... ,i , la normG I I | I „ sur 
p x S - V I 

X 'Pmr') est équivalente à la norme : u > ( S I |p a D r u j | P )P . 

a + |v|=£ ' L P < ) 

Ce qui achève la démonstration du théorème 2.2. 

Le théorème 2.2. ne donne pas de caractérisation de l'espace 

°Z D 1 

W a pour les valeurs singulières 1,2,...,.£ de et + —, ceci à cause de 

la restriction 3 / 1 dans l'inégalité de Hardy. Nous commencerons donc par 

donner une modification de l'inégalité de Hardy. 

Lemme 2.4. Soit f e î ) (]û,l[). On a alors : 
2 i ¥ t 

(i) si 6 / -1, ï e |R, R > e ' 6 + 1 ' on a : 

l 1 | f ( t ) | p t e i V f dt < ( 1 | E r r )
P | f ( t ) | p t e + p L o g Y f d t 

(ii) si Y / -1, R > 1, on a : 

I f t t ï l P t ^ L o g ^ d t < tj^jf | f ' ( t ] | P t - 1 + P L o g Y + P f d t . 

Dém. : (i) g / -1. On a : 

d f .3+1 . y R, J . Y R D r _ L _ ï ^ (t Log - î - t Log PC- -) 
g T 

où P(X) - (B+l) - Y X. 

P o u r t e ] o , l [ a t R i ^ K N A : ! » e 2 | Y | / l e . l | 

d'où : 0 < Log" 1 B 
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| P C — 1 ^ ) | > 13-1 i - |v| Log' 1 f > i Ê l i i 
L o g ^ 

on obtient donc : 

£ | r t t ) | P t 6 Log^ f dt < ^ | £ | f t t ) | P ^ t t 8 * 1 Log* f ) dt | 

^ « I m H - t ^ ^ f i n j , | / i | f ( „ r i - M t w L o g v n d t | 

- T s n T ^ | f , t , | P " 1 t 6 ( P " 1 , / P ^ ? " l3îl ^ ^ ï / p f dt 

p-i 2 

- # Ï Ï '° ' ' L c g r - d t ) . ( / Q |—| t Log - d t ) p 

d'où l'inégalité Ci). 

""1 Y R 1 d Y"*"l R 
(ii) Y / - 1 . On a : t Log -r = — (Log -r) et de la même façon 

t Y +l ut t 
que précédemment on obtient pour f s î)(]0,l[) : 

/ l l m ^ t - W f àtljïTïl I/o | f C t ï | P ^ ( L o g Y + 1 5 , dt| 

^ T 7 ? Ï Ï 'o | f C t ) | P " 1 t " C p " 1 3 / p ^ Y ( P " 1 ) / P f • L o ^ ? d t 

p-i 
p f rl | x f + . 1 | P 4.-1 , Y R ..,p f rl id-Fip p-1 Y+p R ̂ .-,1/p 

d'où l'inégalité (ii). 

Ceci étant pour a + -jjj- = k e{l , 2 , , . . ,£} on définit l'espace: 

Yf'P(fi) = {u i u e< & ' C n ) , p a " - e + l e l Log" 1 £ n 3 u eLP(fi) pour |e|=0...£-k 
K P 

pct-£+|e| D 6 u e L P ( n ] p 0 ( j r |g|=j?-k+l,...,£} 



-18-

muni de la norme : 

u . > I N I , D • ('î" I I p " - 4 * " 8 ^ , - 1 ! o 6 U M ^ . 
Y^ ' P ( f i ) |3|=0 P LPCfl) 

-
. E M P ^ I ^ D 6 u|| p ) p 

|e|-e-k+i L P C Q ) 

2 D 

avec R > Nax (Max p(x), e }.Y^ fi est alors un espace de Banach. 

On vérifie facilement (comme pour l'espace X^'p(fi)3 que si q> eQiCn) 

alors ; u 6 Y^'P(fi) impliquée^ u e Y ^ t î l ) , (Remarquer que | p ^ L o g + 1 -~| 

est borné sur fi pour | y | > 0). 

Soit alors u€^(fi), on va montrer que : pour a + ^ = ke{l,2,. J } 

on a : 

(2.5) ||u|| & 1 C ||u|| n 
Y T P ( f i ) l / # P ( f l ) 
K a 

ce qui prouvera que : 

W£'p(fi) 0?Y^°P{Q) (car l/'P(fi) et Y J ' P ( Q ) Q * $ y (fi) ). 
OT K OT K 

D'après de qui précède, on se ramène, par cartes locales, à montrer 

que pour u e^OR^] avec Supp(u) c ï + = {x | xeiR n |x| <_ 1 x n > 0} on a : 

tn c-» r ^ v K II ct-£+131 - 1 R J ..p 
(2.6) C E | | x Log o D u| r + 

|e|=o n r ipm+) 
o I 

+ E x 1 'D u r ) 
i 3 i = € - k + 2

 N L P « R ; Î 

a + 
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LER C A S . | G | >_ £ - K + L : I L RÉSULTE DE L ' I N É G A L I T É DE HARDY ( C E Q U I EST 

L É G I T I M E PUISQ UE ( A - £ + | P | ) P t 1 ) QUE L ' O N A : 

( 2 . 7 ) | | X « - £ + L E L D E U | | N N < C ( E | | X A D Y U | | P ) P < 

L P < ) - | Y | = £ " L P(«R N) " 

i/' pim n) 
a + 

2ÈME C A S . |B| = £ - K , ON D O I T MAJORER L ' I N T É G R A L E 

I = ^ X ^ L O G - P F - ^ U L P D X - L X ^ L O G - P F | U * U | P D X . 

IR + n + n 
2 

D'après le lemrne 2,4 Cil), puisque R >̂  G _> 1, il vient : 

j.R.;ï: , H n 

et par suite : 

I < C F X ' 1 + P h ± - D 6 U | P DX . 

" ffÇ n 9 X N 

3 8 Y 

POSONS ALORS : - G — D p = D Y ; ON A : | y | = 13F + 1 = £ - K + L , PAR 

N 
A I L L E U R S : 

A-<£+1 y ! = A - K + 1 = - 1 + 1 = 1 ( - 1 + P ) , ON PEUT DONC U T I L I S E R LE R É -

P P 

SULTAT ( 2 . 7 ) , CE Q U I DONNE î 

1 

( 2 . 8 ) H x ^ l ^ l L O G ^ F D B U | | N N < CTE ( I | | X A D Y U | | P ) P 

V X ) " | Y | = £ M N L P Q R ; ) 

- C t e i , u | , ^ v 
a + 

3ème cas* |g| = £-k-l, on doit majorer : 

I - / X " 1 ^ L O G " P f | D B U | P DX . 

1 + N 
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2 
D'après le lemme 2.4» (i), puisque R j> e , il vient s 

I < C / x _ 1 Log" P |D Y u | P dx 

+ 

avec D Y - ~ ~ D^ , donc : | y| = |b| + 1 = £-k, on peut alors utiliser la 
n 

majoration (2.83, i.e. : 

t2 .9) M ^ l B l L o g - l B _ D 6 u | | , ? H x - D ^ u l l » n ) P 

- C L | U | W , , 

a + 

et il est facile de voir, par un raisonnement analogue, que (2.9) est en fait 

valable pour |g| £-k. 

De (2.7) , (2.9), on déduit (2.6) avec l'information complémentaire 

suivante s 

(2.10) sur ̂ ( Œ ) , la norme || || ft est équivalente à la norme : 
Y ^ ' p ( r o 

u I > ( £ | | p a D Y u | | P )P (puisque pour K = 1,2,...,-? on a 
M = £ LP(fi) 

1 

toujours : ( £ | | p a D Y u | | P ) P < | |u| I p ). 
M = £ L P ( ^ ) Y : , P ( ^ ) 

K 

En fait, on a mieux que le résultat : W 'Pf^c^Y, , p(ft), on a 
a K 

le résultat suivant : 

Théorème 2.3. Pour & + = K £ {I,2,..,£} on a : 
p 

(i) W^'P(ft) = Yf'P(ft}. + l M # p n 

O 0 
(ii) Sur l/"p(fi). les normes : u « > (. E ||p a 0 Y u | | P ) P 

a l ï l = £ L P Cfi ) 
U ' > ||u|| f 

Yj^'p(fi) 

• , u — * l | u | 1 lo sont équivalentes. W (ft) 
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Pour cela, on commence par remarquer, puisque û est borné, que 

l'on a : 

(2.11) vf'P(fl) o-> l/'p(ft). 
K a 

p 
En effet, pour : |g| <_ £-k et u6Y^ , p(î!) on a : 

| | p a D e u | | < C | | p " * W Log" 1 F D ' U | L P . 

et pour | @ | >£-k, on a aussi : 

| | p a D * u | | < C | | p a - £ + | 6 l D B u | | 
L P(G) L P(Q) 

d'où : 

I N I , p < C ||u|| 
Wj,p(fi) Y*"P(fl) a k 

ce qui prouve (2.11). Finalement, tenant compte de (2.10) et (2.11) il nous 

Z D 
suffit de montrer que %tïï) est dense dans Y ' P ( Q ) . Pour cela, on a besoin 

K 

de quelques lemmes techniques : 

8 Y R 
Lemme 2.5. Soient R > 0, 3 et Y e IR. Posons : f(t) s t Log —. Alors si 

t . ] 0 . R [ , f C K ) (t) - t 6 " k Log Y f . P K C - ^ ) 
L o g -

où P^fX) est un polynôme de degré < k et P^X) s B - Y X. 

On fait la démonstration par récurrence sur l'entier k. 

. k = 1, la vérification est immédiate (P 0(X) = 1). 

Supposons la formule vraie à l'ordre k, et montrons-la à l'ordre k+1 ; 

on obtient : 

f (t) - t Log - . P C - -) 
Log -

où p r + 1 ( x ) = (e-k) P k(X) - Y X P K(X) + X 2 P^(X) 

on a bien : degré P ^ + 1 _< k+1. 
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Lemme 2 . 6 . Si t 6 ]o,R[", on a : 

d K R _ L _ I 1 1 o ' 1 }
 RI, ^ I I 

~ k (" R 7 k 7 ~ ^ * P K-1 (" R ( k - 1 3 

dt Log -jr t Log - Log -

où P ^ € X î est le polynôme intervenant dans le lemme 2 . 5 . 

En effet, on a : ' 

dt \ R J . 2 R * t t l t J 

L o g - Log -

et f(t) est une fonction du type indiquée dans le lemme 2 . 5 . 

Lemme 2 . 7 . Soit g e C M ] o , r [ ] et f e (^([o^f) avec g _> 0 , on a alors : 

Cf o g H t ) = Z c J

 fi f ( n ) [gCt]] n c-iÇ g c t ) / 1 

dt J n ' P i i=l d t 1 

Ct e ] o , r [ ) 

pour j > 1, où la somme l est à prendre parmi les indices n, 3^ tels que : 

j 
1 < £ 3 . < n , 3 . entier > 0 - i = 1 i ~ 

i 
n + S B.(i-l) _< j. 

i=l 

On raisonne par récurrence sur l'entier j. 

• j = 1 : | ( f o g H t ) = f'LgCt)] ^ g(t). 

. Supposons la formule vraie à l'ordre j et démontrons la pour j+1. On 

obtient en dérivant los deux membres : 

Cf o gHt) = z c J (f C n + 1 )LgCt)] n [ - 4 g f t ) / 1 + 
dt J 1 n , P i i=l d t 1 

• f ( n ) LgCt)] S H C - ^ T gCt)) 1 3 . , ( ~ r , ) ^ - p ^ g ! 
i'=l i/i' d t 1 1 d t 1 d t 1 1 
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On peut écrire : 

f ( n t l ) [ g ( t ) ] ^ g ( t ) n c - 4 g c t » ' 1 = f ( n + 1 > 6(t)] n i - ^ s i t » 1 

a z i-l d t 1 l-l dt 

avec Yĵ  = 3^ si i > 1 et y^ = 3j + 1. Ainsi, on a : 

J J 
1 < E Y. = E 3. + 1 < n + 1. 
~ 1-1 1 i-l 1 

De plus : 
j j 

(n+1) + E y. (i-l) = (n+1) + E 6.(i-l) + ( 6+13(1-1) 
i-l 1 i-2 

j 
- (n+1) + E 3.(i-l) < j + 1. 

i-2 1 

Il reste à vérifier que les conditions du lemme sont satisfaites 

pour des expressions de la forme : 

.1 3 i' 3..-1 .i'+l 
C - n ( - i - g c t ) ) 1 s . ^ - ^ p - g ) 1 - S _ . g ( t ) . 

1¥V d t 1 1 d t 1 d t 1 l 

j+l d i y± 

1er cas. i' = j on peut alors écrire : C = g ' . n (—- g(t)] 
1 1=1 dt 

avec y± » &± pour i < j et Yj =
 Yj+i = 1' 

On a alors : 1 < £ Y . = £ B. < n 
~ i 1 i 1 _ 

et : 
J-l 

n + I y.(i-l) = n + E 3.(i-l) + (3,-l)(j-l) + j 
i 1 i-l 1 J 

3 
= n + E 3, (i-l) + 1 

i-l 

< J + l • 
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2ème cas. i' < j, on pose alors i| = i'+l or a : i| < j, et donc on peut 

écrire : 
J d 1 Y i 

c = 3 ; n (-—• gtt» 1 

i=l dt 
avec Y . = 3 . pour i / i ' , j Y . , = 3..-1 et y , = 3..+1. On a donc : 

x x x x x x ̂  x ̂  

l f E y . = U < n 
i 1 i 

et 

n + Z Y.(i-lî = n + £ B.(l-l) + ( L - D ( i ' - l ) + (0.,+1) (i'-l) 
x 1 i/i'âj 1 1 X l 1 

= n + Z 6.(1-1) - 1' + 1 + 1! - 1 
i 1 

* n + E B.(x-l)•+ 1 _< j + 1 . C.Q.F.D. 
i 1 

Ceci étant, soit n = n(x ) e C°°(Jo,+«>[) telle que : 

. n(x ) = 0 pour 0 < x < ~ 
n H — n — 4 

. n(x ) = 1 pour ~ < x 
n 4 — n 

. • < (x ) < 1 , x > 0. — n — n — 

Soit X > 0 et R _> 1, on pose alors : 

— ~ — ) pour x < R 
. R n 

- . L o g ~ 
(2.12) n f x ) = / n 

X n 

^1 pour x n 2.
 R-

possède les propriétés suivantes : 
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Lemme 2.8, n x e C ^ l Q h + œ p et vérifie : 

(i) n A(x ) = 0 pour x < R e 4 \ 
A n H n 

(ii) T K ( X ) » 1 pour x > R e ~ 4 X / 3 . 
A n n — 

(iii) 0 < n,(x ) < 1 . 
— A n —• 

(iv) Pour x n ^ I x = [R e
 4 X , R e 4 X / 3 ] 0 n a : (pour X assez grand) 

1 - 4 - W l i J ^ T H i « 

dx x Log — 
n n & x 

n 

C j étant une constante. 

Les propriétés (i) (ii) (iii) et £ C ° ° ( [ Q , + 0 0 D sont évidentes 

(remarquer que R e 4 X /^ 3 < R). 

Démontrons (iv) : comme pour x n ^ I ^ , on a : < R, on peut appli

quer le lemme 2.7, ce qui donne : 

•£ v v • « ^ « - S R > A « 4 < - L - V » 8 I 

dx^ i Log — i=l dx Log — n x n x n n 
avec : . 

J J (n) 1 1 E M n, e t n + E B.(i-l) <, j. Or les dérivées n de n sont 
i-1 1=1 1 

bornées et donc : 

n a x 
n 

Mais d'après le lemme 2.6 on a : 

jïi ( _ J L _ ) . -1 i P ( i ) 

. i . R i , 2 R ri-l \ R 
dx Log — x Log — Log — 

n & x n 6 x B x 
n n n 
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1 1 3 1 
Mais si x € l , on a i T T < - — — < -rr, par suite P. . ( "i ) n A 4A — r — 4A i-l , R 

L 0 g _ L o g _ 
n n 

est borné, indépendamment de X > X Q > 0, pour x € 3\ . 
— n A 

3 R 
Par ailleurs, puisque pour x e L , on a s À < - Log — , donc : 

n A ~" *\ x 
n 

n A I d 1

 r 1 ,| Bi , _ n , 6 i R 1 1 
i dx Log — i ri i . „ R 

n x n x n Log — 

i i 6 i 1 3 1 R < c L o g x 

n 

Mais : 1 _< E 8 j< n et pour À > 1, on a : Log — 21 1. 
i 1 X n 

^ iB = Z B (i-l) + E B < j-n+n = j et pour X assez grand on a : 
1 1 i 1 i 1 

R e ~ 4 À / 3 ^ 1 donc x n <̂  1. C.Q.F.D. 

Z D 
Cn peut alors démontrer que est dense dans Y. (Œ). 

K 

Z D 
1ère étape. Soit u €Y , P ( Q ) . On se ramène, par cartes locales, à u telle que : 

1 K 

Supp(u) • Pour X > 0 on pose : 

ux - \ u-

On a déjà, en revenant à que u^€Y^' PCŒ), on va montrer que u-̂  

converge vers u dans Y^ (&) quand X tend vers + 0 0. On se ramène à démontrer : 

(2.13) ||x^ Log 1 ~- D^(u-u x)|| p n tend vers 0 quand X tend vers + 0 0 

pour I3| f £-k. 

(2.14) | | x ^
+ l e l D^ (u-u^ll n „ tend vers 0 quand A tend vers + 0 0 

N À L ^ ) 

pour K 31 21 

Montrons (2.13), on a : 
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M ^ I S l U o g - ^ D ^ u - u , , ! ! „ < l l - , x » L . « - 1 S - D « u | | p „ 

j = l j n A n x n n L p0R*f 

Or Ix"^ n f ^ (x )| < C pour x e l , , la constante C pouvant être choisie indé-
n A n - n A 

pendante de A, d'où : 

l | x Log — D (u-u )|| < ||x 1 Log — (1-n )D u|| 
n X n A LP(|R") n X n X L 6R") 

+ C ^ (f x ^ ^ d x / 1 | D l e i " " B ^ ) u | P d x ' } P 
J-l ^ n "fR"" 1 

et quand X tend vers +<», cette expression tend vers 0 d'après le théorème de 

la convergence dominée. 

Montrons (2.14); on a : 

M x ^ l D e(u-u x)|| n < (l-n x) D
6 u|| n 

n X - n A " L P ^ J 

J-l J " " X n n " J D ^ , 

S H x J (x ) Log ̂  . 
J-|B|-*K J ' n X n X n 

ct-£+|3|-j . -1 R n

( e i ' " 6 n - j J M 
. x Log — D uj I „ 

L P < ) 

On utilise alors la majoration (iv) du lemme 2.8, et on conclut 

comme pour (2.13). 
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2ème étape. On est ramené à établir que l'on peut approcher dans Yk'
p(fi) 

tout élément u s Yk'
p(fi) à support compact dans fi par des éléments de $ X f i ) . 

Il suffit alors de reprendre la démonstration du lemme 2.2 3ème étape. 

Ce qui achève la démonstration du théorème 2.3. 

Remarque 2.3. Il résulte du théorème 2.2 que : 

Hi(ft) = W 1 , 2(fi) - {u | U€$'(fi) tel que : 

~eL 2(fi), e L2(fi) i - l,...,n}. 
P oX^ 
o 

Puisque Wp(fi) - L^^^ e s t u n espace normal de distributions dans fi 

(i.e. : un espace de distributions dans lequel ^(fi) est dense), (LP(fi))f 

est un espace de distributions dans fi. 

Par ailleurs, l'espace (LP(fi))' est isomorphe à l'espace L^(Q} 

a v e c + p - = 1. En effet, soit T e(L P(fi)) ', alors pour q €&)(«) on a : 

a a 

- < P _ a T . P ^ f ^ o j ^ j • 

Mais : u « > p a u : L P (fi) ' >• LP(fi) est une isométrie linéaire, on en dé-
—Ci D ' 

duit que l'on peut identifier p T avec un élément g e L (fi), et un seul. 
Ct D ' 

Donc p g appartient à L_ (fi) et de plus on peut vérifier que : 
—ET 

llTll p - ||g|| . - | | p a g | | . 
(LP(fi))' L P (fi) L p (fi), 

a -a 

Or, pour W^'p(fi) est aussi un espace normal de distributions 

dans fi, on pose alors (en accord avec 1'isomorphisme précédent) par définition 

W~£'p'(fi) « (W^'p(fi))'. 
-a a 

Cette définition donnée, on a : 
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Corollaire 2,1, 

(i) pour £ entier, 1 < p < +«>, a, B€IR tels que : a • 8T 

1 S 

a - 3 + ~ ¥ 1,2,...,£ l'application : u •« > p u est un isomorphisme al

gébrique et topologique de W^'p(ft) sur W ^ P ( Q ) , dont 1'isomorphisme inverse 

—8 
est : v > p v, 

(ii) pour Z entier, 1 < p < + 0 0, a, 3 e tR avec : 

1 1 6 
-a + «ĵ r * "a + 3 + •jjr ̂  1*2,... l'application : u > p u est un 

isomorphisme algébrique et topologique de W ̂ ' PCQ) sur W ̂ * P(Q) ; c'est 
OT EX—P 

1'isomorphisme transposé de l fisomorphisme algébrique et topologique : 

q> > p P : W^ P

g(fl) sur W^
p ,(ft), l'isomorphisme inverse étant : 

-3 
v > p v. 

Démonstration de (i). Pour £ s 0, l'assertion est triviale. 
où 

Pour l > 1, soit u e W ' p(ft), on a alors : 
— a 

pour |y| <l. D Y ( p e u) = Z C*) D 6(p B).(D Y" 6 u) 
6 < Y 

donc : 

p*+**\y\ D ï ( P e u , . z ( J J d V ) p I 6 N P " - * M - | « | d y - « u 

Or D (p ) = E a (x) p P J . 
J-l J 

Donc : | p | ô ' _ 3
 d V ) | < C . Par suite, p ^ - ^ l ï l D V u ) e l _ P ( J 2 ] 

et de plus : 

M D Y C P 3 uD | l p < C | | u | | . , D . 

De même, noua montrerions que si v e W ^ ' p alors : p Bvewf' p(Q) et 
ET—P A 
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M P " 6 V | | O . _ l c | | v | | 0 £ _ 

a a - 6 

Démonstration de (ii) : on peut supposer Z. >^ 1. On part de l'isomorphisme : 

* G : T ' ~ > P 6 T F : W ^ M ) ~ > W ^ ' w ) 

on en déduit un isomorphisme : W 'p(fi) > W ^' P(fi). Il nous reste à 
3 a a-3 

interpréter % g . Soient ueW~^* p(fi) et e (fi) alors : 

w af'
p(fi),/;; 6(fi)

 e w / ' p ( f i ) , / ; p (fi) 

i.e. u ' * V w ) / f c t n ) = < u ' p S % ( « ) , t o ) 

t 8 
donc $ u = p u , ce qui achève la démonstration. 

00 

Corollaire 2.2. Pour Z entier, 1 < p < +<*>, a, 3 € (R tels que : 

a + ~ / 1,2,...,Z . L'application : u I > u est continue de W^* PtŒ) 

dans W ^ ' P C n ) . 

Il suffit, d'après le corollaire 2.1 de montrer la continuité dans 

le cas où a - $ + ~ £ {1,2,...,£}. Posons a - 6 + — « k. 
P P 

D'après le théorème 2.3, il faut montrer que : 

pour M <l-W . | | p a - 6 - £ + M L o g ^ B O V U Î L L < c | | U | | . N . 
P LP(J2) W£' P(&) 

Pour y tel que |y| .21 £-k+l, 

, , p a - B - * M D V U ) | | p < c | | U | | 0 . D 

a 

Cette dernière inégalité a été prouvée dans le corollaire 2.1 j 

pour l'autre inégalité il suffit de remarquer que JLog 1 ~| C. 
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III - UN THEOREME DE DENSITE. 

Théorème 3,g. Soient l e IN, a £IR, p e (R tels que 1 < p < + « et 0 < a + p 

Alors tresp. ^ 0^) ) est dense dans Wa'
p(ft) (resp. V £ ' P 0 R " H . 

Par cartes locales, on se ramène à établir le théorème pourfR^. 

La démonstration résulte de plusieurs lemmes. 

L8mme 3.1. Soient £ e (N, a eiR, p elR tel que 1 < p < +°°. Alors 

l/'P8R") C\ £ F ( R N ) est dense dans l/' pQR n). a + + a + 

Pour cela on utilise la méthode de tronquature employée dans la dé

monstration du lemme 2.2., 1ère étape. 

Lemme 3.2. Soient £ € (N, aciR, p c fR tels que 1 < p < + M et a > 0. Alors 

^GR^) est dense dans l/" P0R n) /\£'ffRn) pour la topologie de W ^ ' p 8 R " ) . 

D n p 
Soit u appartenant à W^' PQR +) /VS£'C(R+}. Pour h appartenant à |R^ 

on pose : 

u.(x',x ) = u(x',x +h) pour (x',x )£IR n . 
h n n n + 

On vérifie que u^ appartient à W^' PflR^)A^'OR^). De plus u h tend 

vers u dans W^* p0R^) quand h t^nd vers zéro. En effet : 

||x" D 3 u. - x° D 3 u | | n n t- | | (x +h) a D 3 u. - x a D 3 u | | 

H N L P O R ; ) N H N L X 3 

D'après la continuité de la translation dans LP(IR^), le premier terme 

tend vers zéro. D'autre part u étant à support compact dans IR1^, il existe 

deux constantes positives K et K' telles que : 
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||C(x *h) a-x aîD 3 u j | p

n n - f dx' / n

k'(i - (Jk) a) PCx + h f |o3utx'.x +h)| p d x n 
h L P < ) ]x'|±k 0 V h n n 1 n 

< [ dx' / 6(x +h) a p|D eu(x',x +h)| p dx„ + 

+ s u p ( 1 . ( J ^ ) V / dx' / k' (x + h )
a p | D 3 uCx'.x . h ) | p d x n 

6<x<k' V h x'|<k 6 n n - ' n 

où 6 est un nombre de J o , k ' J que l'on choisira par la suite. Or, 

/ dx' ff Cx - h ) a p | D 3 utx'.x +h)| p dx - / dx' / . h + 6 x n

a p | D e u C x ' . x ) | P d x , 
|x'|<k 0 n n ' n ; | x . | < k

J h n n n 

et pour tout e > 0, il existe > D tel que 

/ dx' fl1 x a p |D 3 uCx'.x )| P dx < - | . 
1x'|<k 0 n n ' n 2 

Si l'on se restreint à h et 6 appartenant à JO, ~ J on a : 

/ l h + 6 x a p |D 6 u(x)| P dx < f . 
1 x'|<K h " 2 

On fixe maintenant ô ainsi choisi. Il existe > 0 tel que pour 

0 < h < ̂ , 

5<xïk' V h 6 + h - 2 | | x a D 6 u | | P 

L P0R n) 

Ainsi u. tend vers u dans W ' P 0 R n ) , quand h tend vers zéro, h a • 

Il suffit maintenant d'approcher u^ par des fonctions de ̂ OR^) dans 

W^ p0R"). Pour cela on utilise le procédé de régularisation. Auparavant on re

marque que D 6 u^L^tfR 1 1' 1 x ] - + c o j J . 

Soit (j ) Q une famille régularisante surfR n. On pose pour x appar

tenant à fRn : 
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V U

h

( x ) = k j

e

 ( x - y ] u h ( y ] d y 

h 

où n. = (x, xe|R n 1 x 2 - 4 » + C 0 D « Comme dans [il on déduit que J u . i 

L „ K 
converge vers u^i n dans W ' P(IR +), et comme u h est à support compact dans 
n / 

(R et a j> 0, on en déduit que J u converge vers u . i dans w , p Û R n ) . Il 
n ^ n nj^n a + 

suffit enfin de remarquer que u h n appartient à^)((R^) 
fR 
+ 

Lemme 3.3, Soit £e(N, l < p < + «>eta€{R tels que - ~ < a < 0. Alors £)DRn) 

est dense dans W P((Rn) ̂  £'(lRn) pour la topologie de l/' p0R n). 

On va donner ici une méthode générale d'approximation (qui complète 

la méthode utilisée dans le lemme 3.2). 

1ère étape. On régularise d'abord par rapport à la variable x'. Pour cela 

soit une famille régularisante ( g £ î e > Q sur (Kn 1. On pose alors pour presque 

tout x p appartenant à \R+ : 

Q L U ( X ' , X ) = J n , g ctt') u (x'-t',x ) dt' » (gff * u (.,x )) (x') 
0t n (R t' n 

= / „ i g ^ x ' - f ) u (t',x ) dt' 

et pour 6 € (Nn, 0 = (3 ..,8 , 0 ) , |g| < l on a : 
1 n-1 ~ 

D S (6 u)(x',x ) - / ' g (f) D e u(x'~t\x ) d f . 
Te n fR 1 1 " 1 e n 

Pour les dérivées par rapport à x n, on vérifie que pour 0 <̂  j je £, 

pour presque tout x n appartenant à IR+ on a : 

2 r — (x',x ) = / g ( f ) -S^r (x'-t',x ) dt'. 
9 x J n ( f T 1 3 x J 

n n 
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Regroupant ces deux résultats on obtient que pour gefN n, | B | <_Z : 

D B 6 t u ( x ' , x ) = / . g If) D B u(x'-t',x ) dt'. n ^n-1 e n 

On vérifie enfin que 6j £ u converge vers u dans W^'
PGR^) quand e 

tend vers zéro. En effet, soit 8 € fN n, |8| <_ l : 

+ 
l 

= C/ I / n g ( t ' H D 3 u(x'~t',x ) - D B u(x',x ))dt'| P d x ) P 

< N I f T 1 E N N 

1 

< j n . g (f ) ( / x a p | D B u(x'-t',x ) - D S utx'.x )| P d x ) P d f . 

- V 1 " 1 e «v; n n n 

La translation étant continue dans L P 8 r " ) , 

C J n x a p | u(x'-t',x ) - D 3 utx',x )| P d x ) 1 / p tend vers zéro quand \f\ n n n 

tend vers zéro. Comme le diamètre du support de g £ tend vers zéro quand e 

tend vers zéro et que J _ g (t'J dt' = 1, on en déduit que 
( R n _ 1 £

 1 

C / x^ p | D 3 (3 u - D 3 u | P d x ) P tend vers zéro quand e tend vers 
IR" 0 e 

zéro. 

2eme étape. On doit approcher maintenant (a u, qui est de classe C par rap

port à x', par des fonctions de ^ G R ^ ) . Pour simplifier l'écriture £ u sera 

remplacée par la notation u. 

Pour 0 < j < l et pour presque tout x appartenant à [R , — r ( » I X ) 
~ ~ n + n 

appartient à S X f R 0 " " 1 ) . n 

Pour 0 ^ j £ l-l et pour £ 'e(N on vérifie que : 
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n ax J 

n 
1 

x « i f l ^ L P t 0 f + ( B j W^Pflpn-ljj 
n 3 x J + 1 

k n 

Comme par hypothèse 0 < o: + ~ < 1 ; on en déduit que pour 

0 jç j ̂  M et pour £'e (N. 

3xJ 

j n 

Donc - ~ (.,0) appartient à Cc°ÛRn'"1) et même à ^OR*1""1) pour 
r3xJ 

n 
0 _< j _< £-1. 

Soit cp. une fonction de î)0R) telle que : 
J i 
r 9 ^1 

—A (0) = i 
3 x J 

n 
< 

(0) = 0 pour k = 0,l,..,j-l, 
9 x n v n 

On pose : 
a, £-1 d3 

u(x) = u(x',x ) = u(x',x ) - I — r (x',0) cf.(x ). 
n P J-0 3x J J n 

n 
3^u ^ ^ 

Comme Z — - (x',0) appartient à <îi((R+), il suffit d'approcher u par des 
j=0 3x J 

n 

éléments de &ÛR™) dans W^ , p({R^). De plus u possède les propriétés suivantes : 

f u e / * p ( ï R n ) A ^ ô ^ ) 
a + + 

— ^ t.,0) = 0 . j - 0,1. ..,-£-1. 
v n 
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Remarque 3.1. Pour -1 < a p, % (!Rn)c. l/' p((R n). 
1 1 ' + a + 

3ème étape» On doit approcher maintenant u par des fonctions de âb(R +) dans 

l/'PtfR1?). Pour h > 0, on pose : 

u(x',x -h) pour h < x 
n — n 

u hCx) = , 

0 pour 0 < x < h. 

Grâce aux propriétés de u, on vérifie que pour 8 € fN n, |8| _< t : 

' 8 
D u(x',x -h) pour h < x n n — n 

D 6 u. (x) = < h 

• pour 0 < x < h. 
I N 

u h converge vers u dans K 0 R + J quand h tend vers zéro. En effet soit 

8C(N n, |3| 1 £• 

- /„ tx . h ) a p | D 6 ÏÏtx'.x ) - D 8 Ùtx'.x - h ) | p dx 
i,n n ' n n 1 

* U J 0

h C l D 8 ^ ' - V l P d " -

D'après le théorème do la convergence dominée la deuxième intégrale 

tend vers zéro, quand h tend vers zéro. Pour la première intégrale on utilise 

la majoration suivante : 
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_1 

1/ N f X n + h ^ P I ° 3 "Cx ' . X . H ) - D 3 u(x ' , X )| P d x ) P < 
—.n n n n 1 — 

< | | ( x + h ) a D 6 u(x',x +h) - x a D B u(x\x )|| „ • n n n n 

* ||C(x n + h )
a - x") D 8 u(x',x ]|| n n . 

N N N L P O R ; ) 

Le premier terme tend vers zéro quand h tend vers zéro d'après la 

continuité de la translation dans L P0R™), et le second terme tend vers zéro 

quand h tend vers zéro d'après le théorème de la convergence dominée. 

4ème étape. On régularise maintenant u h - Soit U e î c > g u n Q famille régulari

sante surlR n. On pose : 

(J e u h)(x) = / n J eCx-y) u hCy) dy. 

+ 
En utilisant une démonstration analogue à celle employée dans le 

lemme 2.2. 3ème étape on montre que u^i n* qui appartient à W i T M , con-

*\, p q n ^+ 
verge vers u h dans W^'

H0R +) quand h tend vers zéro. 

Corollaire 3.1. Soient Z entier ^ 1, 1 < p < + 0 0 ; alors on a : 

t/'p(IRn) = W*' p0R nî pour a + - < 0 ou £ < a + - . 
a + a + r p — p 

Pour cela, on commence par appliquer le lemme 3.1 ; puis, on applique 

la méthode de iémonstration utilisée dans le théorème 2.2. 

Corollaire 3.2. Soient Z entier >^ ±, A. < p < +«> ; alors on a : 

l/'p(fi) = W^'Pffl) pour a + - = Z. 
a a p 

On a le même résultat en remplaçant Q par [R^ . 
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Comme Sb(iRn) est dense dans W^'p(fRn) d'après le théorème 3.1, il 

suffit d'approcher tout élément u appartenant à g!b(R̂ ) par des éléments de 

t>(RnJ dans l/' pffR n). 

On reprend la démonstration du lemme 2.2 2ème étape ; soit (avec 

les notations de ce paragraphe) u^ = u, u^ appartient à ÇbG"R^). 

On a : 

• C z\\ / [ x « P X^P | n ( j ) ( A x ) | P dx n / . | D ( 6 l " " B n " J J u | P dx'} 
j-1 ~- (R 

Or : 
ta1 e-j) 

/ . D u| dx' < C, C étant une constante indépendante de x , 
[R n 

puisque u appartient à fbGR +). 

Par ailleurs : 
2 2 

x i p |X x a P j (JJ x jp < c xjp rX xap ^ c é t a n t 

2̂ n ' n n — *l n n — 

indépendante de A, puisque a + — = 

a 1 ( i ) ( B ^ . - . i B - J î 
Par suite, x X n (Ax ) 0 u reste dans un borné n n 

de LPflR^), on peut donc en extraire une sous-suite faiblement convergente 

vers Wj, Wj appartenant à LPffR^). Mais, il est facile de voir que 

x^ X J n (Xx ) D n u converge vers 0 dans &' OR ), donc : n n + 

Wj = 0 pour j = l,...,Bn-
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D'autre part : 

| |x a C1—n -, 3 u J j tend vers • avec — d'après le théorème de la 
n LPGR

n) 
+ 

convergence dominée. 

a 6 
Il existe donc une sous-suite ( X ) telle que x D (u, - u) conver-

m m ^ n A 1,1 m 

ge faiblement dans L PGR^) vers 0 lorsque m tend vers + <x> , et ceci pour 

131 .< l. 
Finalement, il existe une sous-suite, encore notée (A ) , telle 

£ n m 

que u. converge faiblement dans W ' P0R n) ; et d'après un théorème classique 
A Ci + 

m 2 
on peut approcher u fortement dans W^' PGR +) par des combinaisons convexes 

de u. , lesquelles appartiennent à 
À + 

m 
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IV - COMPACITE. 

On a le théorème suivant : 

Théorème 4.1. Soient pe|R, a ejR, tels que l < p < + « > , 0 < a + ~ , a + ~ ^ M. 

Soit A un ensemble de fonctions de LP(IR™) ayant leur support contenu dans 

un compact fixeKde IR^. Pour que A soit relativement compact dans LP(fR^), 

il suffit que : 

(i) si il existe j£fl\! tel que j ^ a < j+i - ~, que A soit un ensemble 

borné de L P ^QipP) et en outre que M q> (x+h) -<4>(x)|| tende vers 
a-j + L P ,((Rn) 

ot-j + 

zéro quand h tend vers zéro dans fR1^, uniformément pour <̂> dans A. 

(ii) si il existe j 6IN tel que j - ~ < a < j, que A soit un ensemble 

borné de L P .(/Rn) et en outre que / . dx' r ° ° x ( a ~ j )p|cp(x-h) -<?(x)| P dx 
ot-j + ^ RMn""I n n 1 » * 1 n 

fR n 

tende vers zéro quand h tend vers zéro dans (R^, uniformément pour dans A. 

Démonstration. 
co p 

(i) soit une fonction n appartenant a C 0OR ) telle que 

n(x) 21 0 

n(x) = 0 pour |x| _> 1 

f n(x) dx = 1 
fRn 

+ 
et pour k = 1,2,...., on pose n.(x) = k n(kx). 

K 
Soit cp appartenant à A, on pose : 

^ ( x ) = / n. (y) <4>(x+y) dy, ce qui a bien un sens car : k ^n k 
+ 

(Rn + (R" + C l R n . Par ailleurs CP eL P(IR n). En effet : soit *eL p'flR n) avec + + + > k a + + 

1 1 . 
— + — r = 1, on a : 
P P 
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I L ><N ^(x)dxi - | t x* t ! n. (y) cp(x+y) dy) Ï[x) dx| 
(R N N K fRn n ÎR 

+ + + 

= I L n k(y) dy / xJJ q>(x+y) *Cx) dx| 

Fixons yeR^» d'après l'inégalité de Hôlder, on a : 

I L x|* cpCx+y) Y(x) dx| < || cf(x*y)|| 1 1 * 1 1 N . N 

IR" n L OR") L P OR") + a + . • 

donc, pour tout ¥ € L P («R") 

|/ x° cf (x) Mf(x) dx| l 1 1 * 1 1 - , N L n k(y)||«f(x+y)||dy 
|R N N K L P CfRn) rR n K L P Û R ) + + + a + 

d ' 0 Ù : l k k | | D n - 'n V y ) l l ^ t ^ v J l l D n dy. 
1 K , L L P Q R N ) (R N K L OR ) 

a + + a • 

Mais : 

l l<f(x +y)||
p - / x n

a p |cp(x +y)|
pdx 

< / , d x ' x a p |cf(x)|P dx„ (car a > 0) 

1 J n x^ p | c o t x ) |
p d x = | | ^ M P

p n • 
JR n L OR" ) 

Ainsi : 

J îi k(y)||cp(x+yï|l D n dy < || «p || _ 
«R n K L OR ) L OR ) + a + a + 

Par suite 6 L J V ) et de plus 1 1 cf 1 1 < | | c ? | | 
K 01 + K L OR ) L P UR ) 

a + a + 

avec k = 1,2,...,n,... 
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Par ailleurs on a : 

cp.(x) - ^(x) - / „ r,. (y) (q>( x + y) - tf( x)) dy , 
k 

donc, d'après de qui précède : 

1 

(/ n h" (x) - c ^ ( x ) |
p d x ) p < /_' n k(y)|| tf (x*y) - -f(x)|| dy 

(Rn n K (Rn K L P«R n) + + a + 

< sup | |aj(x+y) - <f Cx)| | • 

< C sup | |cftx+y) - <f(x)| | 
L P .«R î 

y€(R + a-j + 

l » l < i 

où C = sup x J P , est une constante indépendante de cf et K. 
xeK n 

Par suite, d'après l'hypothèse (i) : 

(4.1) V e > 0, 3 K £ tel que : V Cf £ A on ait : | |cp -cp| | ^ < e / 3 . 

Soit alors A » {cf. | CÇ G a } . A est borné dans C°(K ) où K 
e 

est le compact : 

K = (x | xetR^ , d(x,K) < — } . En effet, on a : 
T + K 

e 
^ k C x ) = /n \ ( y ) V^*^ d V 

e R e 

donc : si dix,10 > ~- , on a alors cf (x+y) = 0 pour tout y tel que 

|y| .1 ~ > e t P a r suite cp^ (xl = 0, ce qui prouve que : supp Cf o K^. 
e e e 

Par ailleurs : 
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M - L y n

t a " J ) \ W y N

A ~ J V * + y > *y 
e IR e 

j . 1 

l 9 k ™ \ l f / n v r J ) P
 L ^ * + V ) L P d y ) p ( / n y n "

( a " j ) p ' I N . ty)| p'dy) p' 

avec — + —r 1. 
P P ! 

Or ( J y ^ " J ) P k ( x + y ) | P d y ) P l M c f || (car a > j ) , 

+ a-j + 

et par hypothèse A est borné dans I_P . (!Rn). donc : I |<-f | | < C 

a-] . L ^ . O R ^ ) " 
où C est indépendante de cç> dans A. a J + 

De plus : 

L C ' ' ' ' K ' v ) | P ' d y < - . 

(R+ e 
car : (a-j)p' < 1 puisque a-j < 1 --i. 

P 
Finalement, il existe une constante Î1 telle que : 

| <f. (x) | < M < +», pour x e K et cf e A. 
e — 

De plus est uniformément équicontinu. Soit en effet, xe(R + 

h€fR^, on a : 

J M > K (x+h) - c ç k (x)| = | / n n k (y) (cp(x+y+h) - 4>( x+y)) dy 
e e (R e 

< C||cpCx+h) - S > ( X ) | | , 

a - j + 

d'après les calculs précédents. Or par hypothèse, le second membre tend vers 

0 avec h uniformément en <JÇ dans A. 

Par suite, l'ensemble A contenu dans C°(K ) est un ensemble rela-
e e 

tivement compact d'après le théorème d'Ascoli. Or : C°(K ç) < ^ LP(TR^Î car 

a + ~ > 0 (cf. Remarque 3 . 1 ) . On peut alors recouvrir A^ par un nombre fini 
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de boules de rayon e / 3 dans LP((R^). D'après la relation (4.1), on peut alors 

recouvrir A par les boules de mêmes centres et de rayon e dans L P0R^) ; e > 0 

étant arbitraire, on en déduit que A est précompact dans l'espace complet 

L P(R n) donc A est relativement compact dans L P0R^). a + a + 

Démontrons (ii) : soit j c IN tel que : j - ~ < a < j. On pose alors, 
P 

pour 6 A : 

% M - 'n-l d y ' C V y ) ^ ( x " y ) d y n (R 

où est la fonction introduite précédemment. On peut encore écrire : 
x 

cP KCx) - / n ^ dy' / Q

n n K(x-y) c*(y) d y p . 
IR 

On a : supp c K = (x | x €(R^ ; d(x,K) Par ailleurs ; 

" ^ " L - ^ - ' n | « f k t x , | P dx 

a + |R 

- L x j p x ( c " J } p | c p fx)|P dx . JK. n n ' ~ k k 

Mais |x^ P| <̂  C sur où C est une constante que l'on peut d'ailleurs prendre 

indépendante de k. Donc : 

or 

I K H P

L p ^ 1 1/ ^ « Y - / 0

X" n k ( x - y ) £ f ( y ) d y n | P dx 

- L i n - ! C tf"" \ ' X - V C " J V ( Y ' * I P dx 

K IR 
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- ( a - i ) d ' car 0 < y < x n et x J H < C car : a - j < 0 et x est borné sur K, . — n — n n — — n k 

Finalement, on obtient : 

r (ct-i)p 1 car J x dx < + 0 0 puisque a - j > . 
K K N 

^ r cf(x) si xem" 
Posons alors qp(x) = J + 

l 0 si x€fR n, x < 0 
n 

On a alors : 
x 

% M = ^n-l d y ' 4 N n KCy)q >(x-y) d y n = nK.ty) <fCx-y) dy 

donc : 
a + + a + 

< sup || ̂  (x-y) - <f (x)|| 
lwl< 1 L P O R " ) 
|y|_<^ a + 
y >0 n 

Or : 

||<f(x-y) - 4 > M | P

 N = dx' x ^ ( x ) | P dx n . 
a + 

+ /n-1 d x ' C X N P L ^ C X ' Y } - ^ i x ] \ P d x n ' (R y n 
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Examinons chaque terme : 

1R IR 

" n L P X ) ct-j + 

Comme cp est dans un ensemble borné de L P . (IR̂ ) et que jp > 0, ce 

terme tend vers 0, uniformément par rapport à dans A quand y tend vers 0, 

D'autre part : 

J ^ o V r x ^ l c p t x - y ) - c ? ( x ) |
p d x n < 

R
 y n 

< sup x f / n - 1 dx' Ç x ^ ^ x - y ) - cptxilP dx n. 

xeKO(K-y) ^ n 

Or KU(K-y) est borné donc : sup xj*P ̂  C où C est une constante que l'on 
xeKU(K-y) 

peut prendre indépendante de y. Tenant compte de Ihypothèse (il),-on en dé

duit que cette expression tend vers 0 avec y, yelR^. 

Par suite : 

(4.2) V E > 0, 3 k tel que : VcpeA, on ait : | |<f - <f| | < e/3. 
C K e L P0R n) 

a + 
Posons A = W k I M " 6 A h 

E 
A est borné dans C°(K ). En effet : 
e e 

e fR e 

ir xKn[o,xnJ c 
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donc : 

Ke L P .((R1?) K n Ke 
a-J + 

Or -(a-j)p' + 1 = -Cct-j) + 1 > 0 car a-j <̂  0 , donc : 

(/ Ky;
( a" j ) p' | n K Cx-y)|

p' d y / ^ < + ». 
e 

On utilise ensuite le fait que A est borné dans L P .QR n). 
a-j + 

A £ est uniformément équicontinu. Soient x et h£(R^, on a : 

|cph (x+h) - <f h (x)| - |/ [n h (x+h-y) - n h Cx-yî]cf(y) dy| 
e e e e ^ 

1 INII D n C/ K y :
( a " j ) p , | n k (x +h-y)-n. (x-y)| p'dy p! 

ot-j + 

mais |y — a ^ P | ̂  C sur K. Or x décrit le compact K £ = , et y décrit K, 
e 

donc d'après la continuité uniforme de n. on en déduit que : 
K 

/ K |n k (x+h-y) - (x-y)| p dy tend vers 0 quand h tend vers 
£ £ 

0, h € ( R " . 

Or q> décrit un borné de L P_. ((R™), par suite : 

|<f. (x+h) - <̂> (x)| tend vers 0 quand h tend vers 0 , h efR1?, 
K _ K + 

£ £ 

uniformément en x 6 K £ , et ̂  ^A. 

On conclut alors comme dans le (i). 

Théorème 4.2, Soient i U l N , pefR, aeiR tels que 1 < p < + 0 0 et 

a + —'/ 1,2,...,£+1. 
P 

Alors l'injection de W ,M(ft) dans UT'M(ft) est compacte. 

1ère étape. w£ + 1' p(Œ ) < ^ W^ , p(ft), l'injection étant compacte. 

On va montrer que la boule unité de W^+*'p(ft) est relativement compacte dans 
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l / j P ( Q ) , donc a fortiori dans l / , p ( n ) car il est clair que : W^ + 1' P(fi) est 

contenu W ^ ' P ( Q ) avec injection continue. 

Par cartes locales, on se ramène à (R^. Il faut donc montrer que si 

A est un sous-ensemble borné d'éléments de W^ + 1 , p(fR^) à supports contenus 

dans K, où K est un compact de IR^, alors A est relativement compact dans 

Il suffit pour cela, d'établir que pour |g| j< t9 {D 3u, u ^ A } , est 

un soue-ensemble de L P0R^) relativement compact. 

Dr pour | B | i , on a : ~ ~ D 3 u eLP(R*?) i = l,2,...,n, on peut 
1 n n 

donc écrire pour presque tout x dans (R+ et pour tout h dans IR+. 

x +h 
[4.3) D 3 u(x,+h.x n,...,x ) - D 3 u(x.,..,x ) » / 1 1 - ~ D 3 u(ç.,.. ,x )dç 

1 1 2 n 1 n Jx^ 3x^ 1 n i 

D*5 uCx 1+h 1,...,x n+h n) - D 3 utx^hj » 

" T n + h n ir~ ° B u ( x 1 + h . . . . , ç ) dç . 
k 3x 1 1 n n n n 

Par suite pour presque tout x dans ff?" et pour tout h dans I R % n a : 

n h + 1 + J L 

|D 6 utx-h) - D e u(x)| < Z c J / Q 1 D 3 U C . . , ^ , . . ) ^ d ç . | ) P | h ± |
p i 

i-1 1 

avec + -i- = 1, d'où : 
P P n h 1 - 1 

|D B utx+h) - D B u(x)| < C i l | JJj 1 [£- D 3 u ( . . , ç i + X i , . . ) |
P d ç ^ | h | P ' 

donc : 

||D 8 u(x-h) - D 8 u[x)|| < C | | u | | £ + l n n M 
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et comme ueA,.._£>n déduit alors du théorème 4.1 (i) que A est.xelativement 

compact dans W^'P((R^). C.Q.F.D. 

Remarque 4.1. On vient de démontrer un résultat plus fort que celui cherché, 

à savoir que : 

Z 1 Z 
W , p(Œ) est inclus dans W ,p(ft) avec injection compacte. 

Dans la démonstration précédente, le fait que soit borné apparaît 

de manière explicite. 

2ème étape. Puisque a + ~ est différent de 1,2,...,£+1 d'après le corollaire 
p 

2.1 

W (fi) est isomorphe à W (fi) par la multiplication par p et 

°<£ n °£ n —et 
W (Œ) est isomorphe à W * P(8) par la multiplication par P 

D'où, d'après la 1ère étape, on déduit que W a

 ,p(ft) est inclus Wa'
p(fi) avec 

injection compacte. 

Théorème 4.3. Soient pe(R et ae(R tels que, 1 < p < +
00, et 

0 < a + ~ < <£ avec a + ~ ^ 1,2,..., £ . Alors on a : 
p — p -ĵ  

W 'H(ft) C_> W 7 (fi), avec injection compacte, a r l-I a- a+-

Remarquons que pour a = 0, ce résultat résulte de la remarque 4.1. 

On commence par appliquer le théorème 2.1 (ii) (après s'être ramené 

par cartes locales à/R1^) qui donne : ^ 

w £ + 1 ' p ( K n ) G ^ w , p - mn) 

a * r 11 + 

et nous sommes ramenés à démontrer qu'un sous-ensemble A de W ^ OFM 
a- fa 4—1 

p 
borné dans cet espace, et dont les éléments sont à support dans un même compact 
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n D n 
K de fR est relativement compact dans W , (IR ). 

* r ii + 

p J-

Pour cela, on reprend la démonstration du théorème 4.2 1ère étape, 

en remarquant que les relations (4.2) sont encore valables (on remarquera que 

u appartient à Lp(fl^î pour tout ouvert tt^) ft^JR^, d'après la proposition 

1.2). 

Remarque 4.2. On ne peut rien dire a priori sur l'injection suivante : 

l/ + 1' p(ft) <=-o Vll~J.'9 pour j » 1,2,... - 1 . 
et ot j p 

Ceci provient du fait que l'on se ramène, dans la démonstration 

du théorème 4.3, à appliquer le théorème 4.1 (i) (ou (ii)) qui implique né

cessairement à prendre j » G* 
P 
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V - TRACES. 

On a besoin, auparavant, d'introduire les espaces W S ' P ( n avec s 

réel positif. 

Soit T le foncteur "Trace" (cf. £3]) on pose alors les définitions 

suivantes : 

1 
Définition 5.1. Soient p€[R et a e |R tels que 1 < p < +00, 6 = — + a, 

P 

0 < 6 < 1, on définit l'espace W1""6'13ffRn"1) par : 

wl - e, P ( f Rn-l3 m T ( p ^ a ; w h P ( R n - l h ^ n - l j , 

muni de la norme : ^ 

lluM x . e - l o f (Hax [( Ç ||t af(t)||P )P . 

f(0)=u 

Définition 5.2. Soient sefR et p e IR tels que s 0, 1 < p < +00, s non entier 

et s « [s] + a, a € ] o , l [ on définit l'espace W s' p0R n" 1) par : 

W 3 ^ ^ 1 ) « {u | ue&'OR 0"" 1), u 6 w W ' p 0 R n ^ ) , D K u e i / ' W 1 } pour |h|»[s]} 

muni de la norme : ^ 

l|u|| . - ( | | u | | p

n . * z | | D K u | | p , ) p . 

On a alors les résultats suivants (cf. [7]). 

Proposition 5.1. Soient s e(ï\j, pe/R, a e IR tels que 1 < p < «+», 0 < 6 < 1, 

~ + a * 8 , l'espace T(p,a : W 3 + 1' P(FR n W 3' p((R n est isomorphe algébri

quement et topo logiquement à l'espace IA/3** ô , P(IR n 
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Proposition 5.2. Soient p £ R , a e (R tels que 1 < p < °°, 9 = A + a, 0 < 9 < 1. 

L'espace 6 ' P ( R N est isomorphe algébriquement et topologiquement à l'es

pace W 1 - e' P(lRn-l) défini par : 

^ - e , p n-1 = { u | u £ L P ( 1 R n - l ) t Q U e . J J lu (x ) -fj]\P

 d x dy<+»} 

R " - 1 ^ - 1 | x-y| n* ( 1" e' } p" 1 

muni de la norme : 

i M i ï - v v I I M I : V V I H ^ I S ^ * * ^ -

S D 

Ces résultats admis, on définit alors les espaces W ( H pour s 

réel positif (cf. [i]). 

On peut maintenant établir le théorème de Traces suivants : 

Théorème 5.1. Pour £e(IM, p£!R, a e|R tels que l > 1, 1 < p < +00, 0 < a + -i < 1, 
^ — P 

l'application : u» > Y u = (Y 0 U , . . . , Y £ - ; I U) de <&(Œ) dans ( 2 M n ) se pro

longe par continuité en une application linéaire continue, encore notée, 

u ' > Yu : W ' P(ÛJ > II W p ( D de noyau W (ft) ; de plus 
a j-0 

cette application est surjective. 

On se ramène par cartes locales à l'espace W^' P(R^). 

Cet espace est isomorphe à l'espace : 

{u | u eSyOR n) , - ^ e L p (0, +- . w ^ B R " - 1 ) ) } . 
n 

Utilisant le foncteur trace T ( L3J 3 * on en déduit que pour 

0 1 J 1 l'application : 

U l > i ± H ( x . f 0 , . / ' P o R ^ >TCp,a ; W ^ C f f T 1 ) , W ^ 1 OR 0" 1) 

n 
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est linéaire, continue et surjective pour 0 < a + ~ < 1. 

Il suffit ensuite d'appliquer la proposition 5 01 qui donne l'iden-

tité des espaces T(p ,a 5 (fR^ 1), W ^ ^ O R 0 " 1 ) ) et W P((Rn-l). 

Remarque 5,1, Pour des compléments concernant le théorème 5,1 on renvoie à 

D O . 
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VI - UNE APPLICATION DE LA THEORIE DES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS. 

On donne ici une application de la théorie des espaces de Sobolev 

avec poids aux problèmes elliptiques. Celle-ci est tirée de [ j Q . 

!• Une généralisation la méthode variationnelle. 

Théorème 6.1. Soient H, ut H_ D S U X espaces de Hilbert, B une forme bilinéaire 

sur * H 2 telle qu'il exista trois constantes M, c^, positives telles que : 

(i) V u e H , V v e H , , |B(v,u)| < m | | V | L | | U | L 
2 H l H2 

(ii) V u e H „ , si;p | b ( V , U ) | _> a ||u|| 

veH x

 1 " 2 

1 

(iii) V v e H , sup |B(v,u)|_>a | |v| | 
u€H 2 1 

iIu|I <1 
H 2 ~ 

Alors, étant donnée une forme linéaire continue sur H^, il existe un 

élément u de H^» et un seul tel que : 

V v e H ^ E(v,u) = L(v). 

De plus, il existe une constante C positive telle que 

l|u|L < C||L||. 
2 

Démonstration. Pour tout u appartenant à H^, il existe Z(u) unique, ap

partenant à tel que 

V v e H, , B(v,u) = (v,Z(u)) u . 1 H 1 

D'après la linéarité de B par rapport à u, l'application 

Z : u * >Z(u) : H 2 «—> est linéaire. De plus d'après la condition (i), 

il vient : 
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L | Z C U ) | | < n\\u\\ , 
H l H2 

donc Z est continue. 

Par ailleurs, d'après (ii) on a : 

sup |B(v,u)| = | | Z ( u ) | | > a ||u|| 
V e H x

 H l " 2 H 2 

n l 

donc Z est injective et de plus Z(H 2) est fermé dans H . Supposons que Z(H 2) 

soit strictement contenu dans H^, il existe alors v 0 appartenant à H^, non nul 

et vérifiant : 

V u eH„ , ( v „ Z(u)) u - 0 
2 H 2 

c'est-à-dire 

V u € H 2 , B(v,u) = 0, ce qui est contraire à la condition Ciii). 

Il est clair que la conclusion du théorème 6.1 est encore vraie 

si on remplace (iii) par : 

(iv) ZCH^) est dense dans H^. 

Ce qui nous permet d'énoncer : 

Théorème 6.2. Soient et deux espaces de Hilbert, B une forme bilinéaire 

sur x h^, satisfaisant aux conditions (i), (ii), (iv). Alors étant donnée 

une forme linéaire continue L sur H^, il existe un élément u de H 2 et un seul 

tel que : 

tfveH^ B(v,u) = LCv). 

De plus il existe une constante C positive, telle que : 

L L U L L < C||L|| . H 2 
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Remarque 6.1, Si = hL, 58 V et si B est une forme bilinéaire continue et 

coercive sur V, les hypothèses du théorème £.1 sont évidemment satisfaites, 

de sorte que le théorème 6.1, fournit une généralisation de la théorie varia-

tionnelle classique. 

2. Une application aux problèmes aux limites elliptiques. 

1°) Notations. 

Soit l'opérateur différentiel suivant : 

(6.1) Au - E (-1)'3' D 6 (a a Qa u), 

|B[< m 

(6.2) les fonctions a ^ appartenant à L^Cfi). 

•n désigne par a la forme bilinéaire associée à A, c'est-à-dire : 

(6.3) a(u,v) » Z / a D (x) D a u(x) D 3 v(x) dx . 

\a\<m n a 3 

| B|_<m 

On suppose enfin que la forme a est hÇ(ft)-coercive, c'est-à-dire il 

existe une constante a D positive telle que pour tout u appartenant à Ho(^) 

(» to£'2(ft)) on ait : 

(6.4) |a(u,u)| _> a G | |u| | 2 

2°) Inégalites^fondamentaies. 

Théorème 6.3. Sous les hypothèses suivantes : 

(i) l'ensemble des nombres réels et inférieurs à ~, pour lesquels il existe 

une constante C ( a ) positive, telle que : 
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= 1 toi que 

- a 

| a ( 1 ' , < ^ ) | > C(a) | |cc> f ] est non vide et contient un voisinage de zéro, 

a 1 
(ii) l'ensemble des nombres réels a supérieurs à - pour lesquels il 

existe une constante C ( a ) positive, telle que : 

V C F E ^ ( f i ) , 3 ¥ € & ( f l ) . - 1 tel que 

a 

|a(cP | > C (a) | |cf || est non vide et contient un voisinage de zéro. 

-a 

Soit 4> appartenant à tMfi) et soit f = ̂  p 2 a . On a 

|e|<m 

2a licT* 

E / a. f l D 6 ( M> p"7) D 3 ( q > p 2 ) d x + B 
|ô|_<m fl 6 3 

! e |_fm 

où B est égal à : 
a 

B = / a (D 6 ( tf p 2 o t î D 3cf ) - DÔ ( cf P

a ) D 3(cf p a)) dx. 
a | 6 |_<m fi 

| (3 |_<m 

Ceci amène à considérer les termes de la forme : 

/ a.. D P <f D q ( p 2 a ) D 3 ^ dx 
Q 

avec |q| > 1, |p| + |q| « |ô|, |B| < m, p < 6, q _< ô . 

et les termes de la forme : 
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/ a ô g D Pcf D ^ ( p a ) DScf D t ( p a ) dx 
fi 

avec |q| + |t| _> 1. |p| + |q| = |6|, |s| + |t| = |s|, p _< ô, q _< ô, s < 

t _< 6 . 

Or on a : 

! D q ( p 2 a ) f ^ C|a| p 2 a - | q | et | D q ( p a ) | _< c|a| p ^ 1 . 

(on le vérifie par récurrence en utilisant le fait que p appartient à C (fi)). 

L'inégalité de Cauchy Schwart appliquée aux relations précédentes 

montre que : 

| / a . R D pcf D q ( p 2 a ) tfZ d x | ^ c | a | / |D pcp| | D

rc(»| P 2 a _ l q l dx 
fi Ô P fi 

_1 J . 

< C | a | ( / | D

p < f | 2 p 2 t « - h l ) d x ) 2 {-f tf^f p 2 a d x ) 2 _ 
fi fi 

Par ailleurs on a le résultat suivant : 

Lemme 6.1. Soient m e IN, p€IR, a e IR tels que l < p < + ° ° , 0 < a + ~ < 1 

W m , P(fi) CL? D"j|'P(fi) avec j = 0,1 m. 

En effet, d'après le théorème 2.1, pour a + ~ < 1, » 

UP'P(fi) = x'TÎ,p(fi) donc pour j = 0,1,...,m on a i 
a a 

^ ' P ( f i ) = X ^ ' p ( f i ) . 

Remarque 2.2. La démonstration précédente montre que le lemme 6.1 est vala

ble sous la seule condition a + - < 1 et même sous la seule condition a + ~ 
P P 

différent de 1,2,...,m. 

Ceci étant on a donc : 
1 

C / | 0 p c f | 2 p 2 { H q | ) c||cf || . 

fi l/'̂ Cfi) 
a 
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C étant une constante que l'on peut prendre indépendante de a, 

pour J ex | < ~, d'après l'inégalité de Hardy. 

Par suite : 

1 / a J S 0 " i ^ 7 ^ dx| < C | a | I W 1 ^ , 

a 

| / a 5„ D q ( p a ) " ^ D V ) d x | < C | a | 2 / |D Pcp |p°-|q| | D S cf 'dx 

fi 

< C|a| 2 (/ IDP C ^ I 2 p 2 ( a-|q|) d J ( J , ^ , 2 p2(a-|t|) d J > 

D'après le lemme 6.1. : 

i / a 6 6 D P c f D V ) " ^ D 1 ^ ) dx| j< c | a | 2 ||cf|| 2 _ 
fi 0 P I T ' ^ ( f i ) 

a 
et pour |et| < ~ , on a la majoration suivante : 

| / a Ô B DPcf dV) IFcf D ^ ) dx\<C\a\ | M | 2 

fi ô f c S VT'^( f i ) 
a 

D'après l'hypothèse de coercivité ( 6 . 4 . ) on a : 

| E J a D 6 r ç p ° ) 7 1 ^ 7 ) dx| > « 0 | | < f P ° l | 2 _ 2 

|6|_<m n l^ ' 

| B |_<m 

D'après le corollaire 2.1, la multiplication par p a est continue 

de 3n*2Cn) dans vP'2tn), donc : 

L " F L W ^ c w | l " < f l l r t , • 
a 

dais si l'on suppose a borné, ce qui est le cas ici, la constante 

C(a) peut être choisie indépendante de 06. Donc : 
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| I / a D 6pfp a) r/tcfp01) dx| > (a c C) llifll 2.,-
5 <m fi 0 t i l/^Cfi) 

" | B |_<m 

2ci ĵn 2 
De même la multiplication par p " est continue de w^' (Œ) dans 

jn 2 1 

IAT^ (Q) ; pour |a| < il existe donc une constante indépendante de a telle 

que : 

-a a 

Regroupant les résultats précédents il existe trois constantes 

C, C , C" indépendantes de a telles que : 

if'2(fi) 
-a 

O C loti 

Choisissant a assez petit, on obtient un coefficient — g ^ r — L qui 

est positif. 

On en déduit donc (i). 

Pour (ii) la démonstration est analogue en posant cette fois 

Y = cf p~
2 a. 

3°) Quelques remarques concernant les espaces VI^'^lÏÏ), m entier >_ 1. 
O I 

Rappelons que W m' p(ft) est, par définition, le dual de IAT' 1 3 (fi] 

avec : — + - ^ T = 1 , l < p < +°°. 
P P 

Théorème 6.4. Toute forme linéaire L continue sur w ' p tiï) s'écrit, de ma-
-a 

nière non unique : 
O | _ 

V v e v T ' 1 3 (B) L(v) - Ai j g. D. v dx avec g. e L (B), 
-a i . i i. i i i cl 

I i|_<m Çl 

i.e. : L - Z O l ) ' 1 ' D. g., A + 1- = 1. 
! . I 1 & 1 p p' 
I i |j<m H H 
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. Si L « £ (-1)^ D. g., avec g , e L P ( Q ) , alors il est clair que 
l , t i l i a 
I i[<m 

L 6 w " m , p m . 
a 

. Si L*W a

m' P(ft), alors d'après le théorème de Hahn-Banach, L se prolonge en 

une forme linéaire continue sur v i ^ p (ft). Dr, on peut identifier u P ^ p W à un 

sous-espace formé de (L^CŒ)) , N étant un exposant convenable. Comme 

(L P

a(Œ))' est isomorphe à L
P(ft), on en déduit le théorème 6.4. 

Théorème 6.5. Soit L = l D. g, avec g.e L p 1 . 1 ( 8 ) , 

- ( a • - } ¥ 0,l,...,m-l, alors : L e W ~ m ' P ( 8 ) . 
p ot 

En effet, il suffit de remarquer que : - ( a + ~ ) / 0,1,...,m-1 im

plique que : 
- a + —r = - ( a + — ) + 1 ¥ l,2,...,m 

P P 

et donc dans ce cas : W m'p'(ft) = X m ' p , ( ^ ) . 
-a -a 

On applique ensuite le raisonnement du théorème 6.4. à l'espace 

Théorème 6.6. Soit 1 < p < + 0 0 et p' tel que : -i + -^7 = 1. 

(i) si f a > • ou bien si f a < 0 , =0 + -i > 0 
— P 

( A - - £ < 0 ) 1 m < _ 

alors si y est une mesure sur 8, on a : v « > U-(v) : W_^ p ( 8 ) — - > c appar

tient à W ~ m ' p ( 8 ) ; 
a 

(ii) si r a _> 0 ou bien si r a < 0 , a + ~ > 0 

) 1 m n { n — = 0 I M - P , • ' n J — r = a 

alors pour qe]l,+°°[, on a : L q ( 8 ) <^-> W ~ m ' P ( 8 ) . 
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(iii) si r a>0 et - = - + - ; alors : LqtQ) ^ > W~ m' P(Û) 
\ — q p n a 

1 l T - i n > o 
l P' n 

(iv) si f a < 0, a + - > 0 et - < - + a + - 3 alors L q(Û) C_> W~m'P(ft) 
p q p n a 

"il m ^ 
1 p' n 

Montrons Ci) s les conditionsra j> 0 impliquent : W_^ p (&)<^v>w ' p (ft). 

lp' n 

Or, d'après le théorème de Sobolev : V r , p (Û) c ^ c 0 ^ ) , d'où le résultat cher

ché. 

Par ailleurs, les conditions f a > 0, a + ~ > 0 impliquent — -a< ~ 

A . - M < a 
v p n 

et r-1--- < —• Soit q > 1 tel que : ; — — < — < —. D'après le théorème 
p' n H M p' q n r 

6.3 et le théorème de Sobolev, il vient : 

Wm ' p ' (ft) cz_> w M l f t ) C ^ c ^ O ) , 
-a 

d'où le résultat. 

Montrons (ii) : les conditions/" a j> 0 impliquent d'après le thôouôme 

h - - - o 
lp' n 

de Sobolev : 

V q ' ç ] l , + ~ C W m , p , ( ^ ) ^ W ^ ' P ' ï Q J <^~> Lq'(fi), ^ -a 

d'où le résultat cherché. 

Par ailleurs, les conditions o t < 0 , a + > 0 impliquent, d'après 

_1_ _ m _ 
p' " n " M 

le (i) : o 
V T^P ( 8 ) o , Â M (G) 
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pour tout q' tel que ; ^ < —g- < 1. Et, d'après le théorème de Sobolev, on a : 

W m' q'(Q) c _ 7 L
q"[Q) avec 0 < ~ - - = \ < 1. 

q n q" 
Par suite on a : 

-a K n q' 

Wm'p'(fi) C2^yiq\çi) pour 0 < ~ < 1 - - . 
-a K q" n 

°m D ' o^ 

Il en résulte que : ^ ^oL^fft), pour tout q appartenant à 

ll* + 0 0C' d'où le résultat. 
Montrons (iii) : du théorème de Sobolev et des conditions r x j> 0 

:i- - I Î > o 
lp» n 

on déduit que : 

avec ~ = -ir- - —, d'où le résultat, 
q P n 

Montrons (iv) i les conditions f a < 0 , a + ~ > 0 impliquent : 

4 1 NI 

— > a 
^ p n 

,°.m,p*RM ^ > , q f

r m m 1 - a p' 1 w H (ft) <—-> W H (Œ) pour — < r-11- < —r » -a ^ n p q 

Or on a : W m # c ' (Œ) ̂ oL*' (Q) avec -^r = — - —. Ce qui achève la démonstration. 
q Q n 

Théorème 6.7. Si - ( a + ~ ) ¥ 0,1,..„,(m-1), alors on a i p 

L P (nj w ~ m , p ( n ) . 
a+m a 

Ce théorème est un cas particulier du théorème 6.5. 

Remarque 6.3, Pour a + ~ < 0, on obtiendrait de manière analogue des théorèmes 

d'immersion pour W m , p ( Œ ) . 
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4°) Agglications. 

Désignons par I le pilus grand intervalle ouvert contenant 0 obtenu 

au théorème 6.3 (i) et par ï*" celui obtenu au (ii). 

On peut remarquer que si at^,^) = a(^,¥) pour tout q̂ > et * appar

tenant à <S)(fi), alors : 

Sup I - - Inf I" et Inf I - - Sup I* 

Ceci étant on a i 

Théorème 6.6. Soit A 1'opérateur défini par (6.1) avec les conditions (6.2) 

et (6.4). Soit d* tel que i 

0 ^ c x < - i a e I. 
z 1 

m-1 m-j-a- -,2 

Soient ( g o ^ , . . . e n W z ( D , f e w ^ ' (fi) alors : 

le problème : 

r u€l/' 2(fi) 

(I) J Au = f dans W~m'2(fi) 
0 1 A 1 « 

m-J-a- —,2 
1 y. u = g. j = 0,..,m-l, dans W ( D 

J J 

admet une solution et une seule qui dépend continûment des données f et 

(go*.-*gm_^) dans les espaces considérés. 

Il s'agit ici d'un problème de Dirichlet non homogène qu'il nous 

faut tout d'abord justifier. 

Tout d'abord puisque : 0 < a + ~ < 1, d'après le théorème 5.1, il 
existe un relèvement linéaire continu 

m-1 m-j- | -a,2 
R : n W * ( D i > Wm'^(fi). 
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Posons donc s u G * R t g o . g j * . . . . Ainsi, le problème CI) se ra

mène au problème de Dirichlet homogène suivant : 

r v e ^ , 2 W ) (v = u-u 0) 

1 1 1 1 

l Av « f-AUo dans W m'z(ft) 
a 

ce qui a un sens, car si u appartient à W ^ ' ^ ( Q ) , d'après l'expression de Au 

et la condition (6.2) d'une part, et d'autre part d'après le théorème 6.4, 

—m 2 

on déduit que Aue W * (Q)„ 

Il nous reste à mettre le problème (II) sous forme variationnelle. 

Soit donc appartenant à ^)(Œ), le problème (II) devient alors équivalent 

au problème suivant s 
a 

(III) 

* a(cç ,v) « <f-Âû0,<f> m 9 0 m , \/cpe«b(fl). 
W ~ m ' Z ( Q ) , W m ' Z ( Q ) 

a - a 
°m 2 

Posons alors : H 0 = W ' (ft) 2 a 
H, - W m' 2(^) . 
1 - a 

En revenant aux théorèmes 16.1 et 6.2, les conditions (i) et (ii) 

du théorème 6.1 sont trivialement satisfaites d'après le théorème 6.3. 

•n va montrer que l'on a la condition (iv) du théorème 6.2 ce qui 

achèvera la démonstration du théorème 6.8. 

Il faut montrer que Zfhi,) est dense dans Soit alors h apparte-

nant à H,. étant dense dans Vr' (fi), il existe une suite (h, ), h. appar-
1 - a K K 

tenant à telle que i h^ tende vers h dans quand K tend vers + 0 0. 
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Soit L k :^ « > «f ,h k) : W^ 2(ft) = > C . 

°jn 2 °m 2 ^1 
Comme : w ' (ft) C-> w ' (Q) avec densité et comme h. appartient à 

cb(Œ), la forme admet un prolongement linéaire continu à Vr' (Œ). La forme 

°m 2 
atv,u) étant coercive sur W ' (Œ), il existe donc u, appartenant à 

K 

w " 1 ' 2 ^ } ^ W ™ ' 2 ^ ) OQ 11G nue ; 

aCcp ,u R] = C CJÇ ,h k) , \/^e 
H l 

Mais alors on a s 

Z(u^3 - tend vers h, dans quand K tend vers + <*>. 

| Théorème 6.9. Soit A l'opérateur défini par (6.1) avec les conditions (6.2) 

et (6.4). Soit et tel que : 

a <Q a + l > 0 , a € I n I * . 

m-l m-j -a- ~, 2 m ? 
Soient (g 0*g v.--fg J e n € W ( D , f e W ' (8) j alors : 

i m-i J = Q a 

le problème : /* U€1AP ' 2(Œ) 

(I) \ Au = f dans W~ m' 2(^) _ et . 1 _ m-j-ct- ,2 

Y J U = ëj d a n S W C r D j = 0,...,m-l 

admet une solution et uns seule qui dépend continûment des données f et 

(go*•••'£ m-]^ dans lez espaces considérés. 

Ce problème a bien un sens pour les mêmes raisons que dans le théo

rème 6.8. On se ramène de la même façon à un problème de Dirichlet homogène 

et on observe cette fois que l'on peut appliquer directement le théorème 6.1. 

Remarque 6.4. La régularité du problème de Dirichlet est donnée par : 
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1 - Les théorèmes d'immersion des espaces vT'^lQ), 
a 

2 - Les théorèmes classiques de la régularité pour les opérateurs ellip

tiques. 

Remarque 6.5. En observant les théorèmes 6.8 et 6.9 avec a > 0, on obtient 

ainsi une classe de conditions aux limites plus larges que celle formée 

des traces des fonctions de 

De même pour a > 0, la classe des seconds membres f est plus large 

que celle obtenue pour le cas a = 0. 

Remarque 6.6. Soit maintenant a < 0 avec a 6 1 0 I * . Prenons f dans L (fi). 
1 —m 2 Comme a + ~ > 0 et m > 1, on a aussi f £ W * (ft). 2 — a 

On obtient alors que la solution du problème classique : 

" Au * fe L2itt) 

u e W ™ ' 2 ^ ) 

O y 

satisfait en fait à : u € w

+ (^
 c e c l u i 9 s t u n résultat de régularité meilleur 

au voisinage de la frontière. 
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