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Coercivité de formes sesquilinéaires intégro-différentielles 

dans des espaces de Sobolev avec poids. 

par 

P. BOERO et R . PAVEC 

Le but de ce travail est d'étudier la coercivité de formes 

sesquilinéaires intégro-différentielles "formellement positives" dégénérées 

sur la frontière de l'ouvert. Dans la première partie, on suppose que 

l'ouvert est borné et à frontière de classe C et on étend les résultats 

obtenus par Aronszajn dans le cas de formes du même type définies sur 

Hm(Jl). Dans la deuxième partie, on suppose l'ouvert moins régulier, et on 

obtient une caractérisation des formes coercives d'ordre 2 et quelques 

résultats .partiels dans le cas de formes d'ordra 2m. Dans les deux cas, 

la méthode de démonstration consiste à se ramener à l'étude de formes sur 

l'ouvert ÎR" t1 G partie) où (R n~ J x ( R + ) J , (2 e partie). 
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I - FORMES DEFINIES SUR UN OUVERT BORNE A FRONTIERE C°. 

1. Notations, hypothèses et énoncé des résultats. 
oo n 

Soit y une fonction de classe C surfR et l'ouvert défini 

par : 

fl =(x | x € (Rn : <Mx) > o} 

On suppose que cet ouvert est non vide et borné et qu'en tout point de 

la frontière r de ft la différentielle de est non nulle, r étant un 

nombre réel positif ou nul, on pose pour tout x £ Q : 

<f(x) * * r(x) 

Soit D a , a e fNn, l'opérateur différentiel ; 

n a. A * 

Da = n D.J , D. = 4 ^ - . 
J-1 J J 1 **J 

Définissons les espaces : 

wÇ(O) 3 (u€ | V a e fNn , |a|<m : D au € L2(G)} 

où m€fN. On munit wĵ tfi) de la norme : 

Uf„ - ï H V / 2 0 » u | 2

2 , 
wÇ(«) M < m L (SI) 

et on note : 

\ { - y H 1 ' 2 D M 2

2 . 

W|Ç(n) |o|-m |/(«) 

Soient P.(x,Ç) , k • 1,...,N des polynômes en Ç de degré <m. On pose : 

Pk(x,Ç) « P^(x,Ç) • RK(x,£) 

où est la partie principale de P^. On suppose que les coefficients de 
— 00 

P' sont continus sur fi et ceux de R, dans L (fi). 
K K 

Posons : pour tout u,v € Wy(Q) : 
r N 

a(u,v) » f(x) J P. (x,D)u P. (x,D)v dx. 
h k-1 K K 
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Définition : On dit que la forme sesquilinéaire a est coercive sur 

wijkfi) s'il existe Û q > o et IR tels que : 

a(u,u) > a ||u|i2 - X ||u||2 

0 wÇlfi)
 0 Ŵ (fi) 

On donne des conditions nécessaires et suffisantes portant sur 

les polynômes P^, pour que a soit coercive sur W^(fi). Soit : 

N 
AU,£) = l |PMx,Ç)| < xe fi , Ç € C n. 

THEOREME 1 : Pour que a soit coercive sur W^fi), il faut et il suffit que : 

(A) Pour tout x € fi et pour tout Ç e TRn - {o);on ait A(x,Ç) / o . 

(B) Pour tout x€ r et pour tout £ e £ n - {ol^de la forme 

Ç « Ç + x $2/°^ f R R e t e s t tangent en x à r et Ç 2 est le vecteur 

unitaire de la normale en x à I\, T € £, on ait A(x,Ç) ̂  o. 

Ce résultat a été démontré par Aronszajn [3] dans le cas r»o, 

c'est-à-dire pour des formes définies sur Hm(fi). On suppose donc dans la 

suite que r est strictement positif. Au § 6, on utilisera la proposition 

suivante CAgmon [1] , Aronszajn [3] ). 

Proposition 1, Soient Q , K = 1,...,N des polynômes homogènes de degré 

m, à coefficients constants tels que : 

1 N ? 
pour tout Ç - (Ç',Ç ) t o , Ç'€ iR , Ç C E : \ |& (Ç)| * °-

n n k=1 k 

Alors la forme : 
t N 

A(u,v) = I Q.(D)u Q (D)v dx 
Jfit k=*1 

définie sur Hm(fit), avec fi^ * R
n 1 x J t , , vérifie : 

V u £ Hm(fl. ) : A(u,u) > a lu j 2 

* ~ Hm(fit) 

et la constante ce est indépendante de t. 
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2, La condition (A) est nécessaire. 

Si a est coercive sur Ŵ J(fi) alors pour tout ouvert fi'<5 fi 

(i.e. fi' c fi) la forme : 

r N 
A^* (u,v) = ^ P. (x,D)u P^(x,D)v dx 
fi ) n' i * k K ' fi K=1 

est coercive sur H™(fi'). Ceci résulte irmiédiatement du fait que si on 

prolonge u c Ĥ (fi') par o dans fi - fi' on obtient un élément de W^fi) et 

qu'il existe m>o et M <+°° tels que 

V x e fi' : m < <?(x) < M. 

La condition (A) résulte alors de la réciproque de l'inégalité de Garding. 

On suppose maintenant la condition (A) réalisée et il reste à 

démontrer l'équivalence de (B) et de la coercivité de a. Pour cela, on va 

se ramener à R". Explicitons d'abord les hypothèses faites sur fi. 

3, Expllcitatlon des,hypothèses faites sur fi. 

Soient : 

Z « {x € fRn | j x{ < 1} 

Z * {x e £ |x > o} 

I « {x e i |x = o}. o ' n 

Nous allons montrer que pour tout x g r il existe un voisinage \/ de x 
o o o 

et un difféomorphisme Q de V q dans E q tel que le poids \p se transforme en 

x^ et que les hypothèses (A) et (B) soient conservées. 

Supposons X q » o. Par une transformation unitaire de matrice A, 

on transforme fi en fi' de frontière T9 tel que ce plan tangent en o a T' 

soit R n 1 x (o). Posons pour x' £ fi' : 

fy. « x' 1<i<n-1 
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La différentielle de cette application en x' a pour matrice : 

( 1 °\ 
J(x') « o 1 

. a # l 

\ 1 2 n / 

I étant la matrice unité d'ordre n-1. La différentielle de étant non 

nulle en tout point de r , on en déduit : 

n 

II existe donc un voisinage ouvert V de x tel que J(x') inversible sur 
o o 

A V q . En composant A et l'application (1),on obtient un difféomorphisme 0 

possédant les propriétés suivantes s 

- v n n 0 > E . 

o + 
- v rs T l . 

o o 

- La différentielle de 0 au point x é l/Q a pour matrice : 

D(x) » J(A(x)) o A 

- tM0~1Cy)) - y , y € 0(v ) 
n o 

Pour tout u satisfaisant à : 

(2) u 6 wÇ(G) , supp u C V Q H Ï Ï 

posons : 

(3) u o 0~1 » v 

En prolongeant v par o à R^J, on a : 

(4) v 6 l/0 (R") , supp v C 0(v Q n ÏÏ ) 
x 
n 

et il existe une constance c>o telle que : 

(5) ± h\\2 < ||u||2 < c I v | 2 

x r + Y xrOR") n n • 
pour tout u satisfaisant à (2). 
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Posons : 

b(v,v) » a(u,u) « a(v o 0 , v o 0) 

f N •> 
Wx) l |P.(x,DHv o 9 ) p dx. 

Faisons le changement de variable 0(x) a y. Il vient en prolongeant toutes 

les fonctions par o à <Rn : 
f + N 

(6) b(v.v) = / l |p (0~1(y),D) (v o 0) (0~ 1(y))| 2 |j| dy 

où |j| • |D(x)|, jacobien du changement de variable est non nul. D'après 

la forme de dérivation des fonctions composées : 

f N
 7 

b(v,v) * y** |j| l |Q. (y,D)vT dy. 
J n , A t\ 

Avec 

(Qk(y.D)v)o0 = Pk(9"
1(y),D) (vo0) 

00 

pour toute fonction v de classe C par exemple. Prenons : 

v(y) » e i X Ç y , Ç C C n , X£ ÎR 

QkCy,D)v » QK(y,AÇ)v 

On a : 
117" vq0(x)« A( l Ç. 3 ) vo0(x) - À £ ' vo0Cx) ; y - 0(x). 

i j»1 ^ i 3 

en posant 

En itérant, on en déduit : 

D a vo0(x) - (x'"' Ç' a + Ra(Ç',A)) vo9(x) 

où RoU',À) est un polynôme de degré <|a| en X-, soit 

PkCx,D) vo0(x) - [x
mP'(x,4') + R RU',X)] vo0(x) 

où R R est de degré < m en X. On déduit donc : 

Qk(y.XÇ) « X
m P'(x.Ç') + R (Ç',AÎ , y = 0(x). 
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Donc en divisant par A M et en prenant la limite quand A-***^ 

(7) J Ç' « *D(x) 5 

^ y - 0(x) 

La matrice ^D(x) étant non singulière, l'hypothèse (A) se conserve donc. 

Soit y e E Q et T et N les sous-espaces tangent et normal à £ q s 

T 3 (x € R n | x = o } 1 n 

N « (xc R n | x « A e , e * (o,...,o,1)} . 
n n n 

t -1 
Soient N' et T' les sous-espaces transformés de N et T par Dix) °, x«0 (y). 
Puisque tD(x) est non singulière N' et T' engendrent R n. Vérifions que T' 

-1 
est la direction de la normale en x « 0 (y) à r. On a : 

e' - 'D(X) e 
n n 

Soit : 
e' - *A *J(x) e » A~Vj(Ax)e ) n n n 

Or 

^HAxîe » CAx) . e n 9x' n n 
donc est norrr.al à r' en Ax. A étant unitaire e^ est donc orthogonal à T en x. 

L'hypothèse (B) se conserve donc puisque *T)(x) transforme la normale en y 

-1 
à E en la normale à Y en x 3 0 (y), o J 

D'après ce qui précède, on peut donc trouver un recouvrement ouvert de fi 

(0.) ^ 

tel que : - 0 q (S fi 

- 0 est voisinage d'un point x^ de r et il existe un difféo-

morphisme 0^ de 0^ dans E possédant les propriétés de 0 énoncées précédemment. 

On utilisera dans la suite une partition de l'unité : 

avec : 

f <f?(x) » 1, pour tout x e fi. 
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n r Dans R le poids se transforme en x . Il existe une fonction en + K n 

escalier h définie sur [o,l] telle que : 

(8) V t e [0,1] , j t r < hCt) <_ t r. 

h peut se construire de la manière suivante. Soit (t.). la suite définie 
1 1 = Q / . ,00 

par : 
t , 
0 * 1 
r 1 r t. « ~ t. , i>1 1+1 2 1 — 

Cette suite tend vers 0. En effet : ^ 

t . ( l ) 1 / r

 t = (1) r 

i+1 2 r i l 2 j ^| ^ 
— \ f - * il ^ 

Posons : ^ 2 *1 *o * 

h(o) = o 

h(t) = t j + 1 pour t c [tjL+^tj] 

Soit 

10 si t < o 

1 si t >_ o. 

Alors : 
00 

h(t) - l a ytt-t.) , a - tT - t^ + 1 - 1 tj > o. 
i»1 

Au paragraphe 4, on démontre deux lemmes qui vont permettre de 

"localiser" le problème en utilisant la partition de l'unité qui vient 

d'être introduite plus haut. 
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4 - Inégalités entre les normes de Ŵ (fl) , W^1(fi) , W^(fi). 

Lemme 4,1. Soit b une forme sesquilinéaire sur W<jkû), du type 

(1) b£u,v) - f(x) J a„Q(x) D
au D 6v dx } a . e L°lÙ). 

h |af<m a 8 a* 
|6|<m 

^°i^o<i<p e t ' ̂ Vo<i<p é t a n t l e s o u v e r t s e t l e s fonctions introduites au 

$ 3, on a pour tout u £ Ŵ (fi) : 

(2) b(u,u) = f b( f u, if uî + R(u) 
i»o 

et 

(3) |R(u)| < C «u|| ||u|| . 

La formule de Leibinz appliquée au développement de b( f^u, <f̂ u) 

montre que R(u) est une somme de termes de la forme : 

[ yU) f(x) D au D 6u dx 
'SI 

ou 

f e "(8) et \<x\<m, |$|<m, |a| + |g| < 2m-1. 

La majoration (3) résulte donc de l'inégalité de Schwarz. 

Lemme 4.2. Pour tout e>o, il existe des constantes c(e) et c.(E) telles 1 

que pour tout 

" > « u f ^ < s ||u||2 . c(e) ||u«2

Q 

Wtp(8) W<p(Q) W(p} 

15) | u | | m ||u|| < e « u i 2

m . c (e) ||ul 2

o . 

Remarquons d'abord que (5) résulte de (4) et de : 

2||u|| m « u f l ^ < n « u | | 2

m • ! l u l 2 ^ ;n>o. 
w^(0) w ^ ' t n î w{p(?2) n Wip 'w) 

La démonstration de (4} se fait en ramenant à R". On utilisera 

le lemme : 



- 9 -

Lamme 4.3. L'inégalité (4) est vérifiée dans l'espace : 

{u € W m (R") ; supp u C l- U l } . r + + o x *- n 

En effet, en utilisant la fonction étagée h introduite au 5 3: 

l|u||2 , - f x r ( l |D au| 2) dx 
W m- 1(R n)

 n [xhm-1 r + R x + n 

< 2 ] h(x ) ( l |D au| 2) dx 

+ 

oo *oo e 

i 2 l a J |D au| 2 dx. 
i=1 J t . J

Rn-1 |a|<m-1 

On obtient donc s 

(6) ||u||2 „ < 2 l * ||uf|2 , „ 

r + J i u 

x 
n 

Or on sait que pour tout e>o il existe c(e) 

|u|| 2 „ „ < e l u | 2 , . c(e) lui 2 , 

V V 1 x ] t r - [ ) - H m(R n- 1 x]t.,<~[) L 2 C R n - 1 x ] t r - D 

et la constante cte) ne dépend pas de i. En reportant dans (6), il vient 

donc : 

M 2 « < 2 l a, (e ||u||2 „ • cte) | u||2 . „ ) 
W ^ C R ^ " > 1 1 H m(R n' 1x]t., +«>[ L 2(R n" 1x]t i,.«[) 
x^ 

< 2 e f hCx ) ( 7 |Dau|2) dx • 2c(e) h(x ) j uCx)| 2 dx 

R

n l a l l m

 R

n 

< 2 Ce||u|| 2. • cte) ||u|2 

W m (Rn) W° (Rn) r • r + x x n n 

Démonstration du lemme 4.2. 

On fait une démonstration par récurrence sur rru D'après le lemme 4,1 : 

M * - ? HV»2m-1 + R ( U ) 
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avec 

|Rtu)| i c Hull^ |u|| 

Wtj? ' (8 ) WÏf ( f i ) 

et d'après l'hypothèse de récurrence et (5) s 

(7) |RCu)| < c e ||u||2 + c e Ce) \\uf 

W^p (f l ) W^Ifl) 
1 

En prenant e = , on obtient donc ; 

ce) luiP < 2 j , a / ° i H V • 
(fi) i=o Ŵ , (Q) Wïrtftj 

La fonction f u € Hm(fi). Donc en posant m = inf H^xî , M * sup H>(x), 
0 x e 0 xeO 

o o 
on a : 

llViiVl 1 M IIVH 2m -1 l M ( £ f i % u ! 2

m • c(ej ||*f0uiP2 ) W^>(fl) H- '(fl) 0 H (H) 0 L (G) 

Pour i>1, en utilisant les difféomorphismes 0^ introduits au 5 3 posons : 

v i 23 ( (Pi u ) 0 

D'après le lemme 4.3 : 

K5\-1 n ± £ Kfl 2m n + K^o n 1 Vim ̂  ) W m (RP) 1 W° (Rn) r + r + r + x x x n n n 

et d'après les inégalités (3.5), on a donc ; 

« V i V l ± £ l l?i UH 2m
 + C 2 ( £ ) " V o ' 

En reportant dans (8), on obtient donc : 

O) M 2 - . - 1 e f I l ^ m + C 3 U ) 1 | u | 1 o 

t/ljAfl) i-o W,p) J W<p(fi) 
puisque 

f | f u | 2

0 - ||u||2

o . 
i=o 1 v r t f l ) w^p) 
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L'inégalité (4) résulte alors de (9) en remarquant que : 

» M 2 m 1 c ||u||2

m , i - o p 

Pour m»1, l'inégalité (4) est immédiate : il suffit de prendre c(e) • 1 

pour tout e. 

Remarque 4.1. : L'inégalité (4) est vérifiée dans l'espace : 

{u e (Rn 1 x]o,l[) , supp u borné} 

où Ç(x) - x R(1-x ) r. 

n n 

En effet en prenant = R n" 1 x] - [ . 0 2 - R
n" 1 x ] |,| £ 

et <p et <p telles que : 

KV*tt} + H^ct) « 1 , t e [0.1J. 

La démonstration précédente s'applique puisque le lemme 4.3. 

permet de majorer 

« V ' ^ n , e t

 fon-1 , ,r,. 
W (R ) W (R x J - 0 0,11 ) 

r * fA \ T 

n n 

Cette remarque sera utilisée au paragraphe 5. 

5, Condition nécessaire : la coercivité entraîne (B). 

Soit X q € r et V q et 0 le voisinage de X q et le difféomorphisme 

introduits au $ 3. Alors la forme déduite de a : 

r N 

b(u,v) « J x r ? Q (x,D)u Q. (x,D)v dx 
;

D n K*=1 
+ 

est coercive sur l'espace : 

(D {u e w m

r (R") , supp u c e(v n ï ï ) } . 

x 
n 
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et d'après le 5 3 pour montrer que les polynômes P^ vérifient l'hypothèse 

(B) en Xq, il suffit de montrer que °. 

n 1 N
 9 

(B') Pour tout Ç - (Ç'.ÇnJ * o , Ç'e R n ' . Ç € C : \ IQ^O.Ç)! * o. 
k«1 

Posons : 
b (u.v) - x r l Q'to,D)u . Q'Co,D)v dx 
° J

R n
 n k-1 K K 

+ 

u,v € W m (Rn) et à support borné, r + 
x 
n 

Lemme 5.1. b est coercive sur i o 

{u e W m (Rn) , supp u borné}, r + 
x 
n m n 

muni de la norme induite par W .ÛR ). 
r + L x n 

Si u est à support borné pour A assez grand : 

u.(x) » u(Ax) , x e R n , est à support contenu dans 0(v Oft) et on a : 
A + o 

(2) bJuj.uJ > a llujl2 - X ||uj 2 

X X - o X« wm n o X« wo n 
r + r • x x n n 

Exprimons les deux membres de (2) par rapport à u. b (u., u.) 
O À A 

est de la forme s 

(3) \2wrn'T \ x r i IQM-ÏD) U(X)|2 dx • R. 
n k-1 K * 

où R est une somme de termes du même type que dans f3) mais avec pour exposant 

de X ; 2p-n-r avec p<m-1. De même dans le deuxième membre de (2) le terme 

de plus haut degré en X est : 
,2m-n-r f r r i n a i2 , X x > |D u| dx. 

' R n |a[=m 

Lorsque A tend vers +°° : les coefficients de Q^(j,D) convergent uniformément 

versceux de Q.1 (o,D) sur supp u et —x tend vers o, K 2m~n-r À 
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On obtient donc : 

(4) b (u,,u, ) > a |u| 2 

0 X X - o ' w m n, 
r + x n 

Posons maintenant : 

a R n" 1 x ]o,l[ , Ç(x) = xr(1-x ) r 

1 n n 
f ? 

(5) b (u,v) = Ux) 2 0Mo,D)u Q'to»D)v dx 
1 'Q k-1 K K 

pour u et v appartenant à l'espace : 

(6) {ueV/çCîî.,) , supp u borné). 

Lemme 5.2. La forme b^ définie par (5) est coerci/ev sur l'espace défini 

par (6). 

Soient <p et <f les fonctions introduites dans le remarque 4.1. 

D'après le lemme 4.1. : 

b^u.wî • t̂ C ^ u , ^u) + b 2( <f2u, <P2u) + R(u) 

et d'après la remarque 4.1. 

|R(u)| < e |u| 2 + cte) |u||2 

b1^ ^ i u ' ̂ i u ' ' i * 1' 2' s e roi"01,6 e n utilisant le lemme 5.1. Il vient : 

b (u.u) > a( h>u|2 . |<? u| 2 ) - |Rtu)|. 

En utilisant à nouveau les lemmes du paragraphe 4, on obtient : 

b (u.u) > a |u| 2 - e flu||2 - cte) ||u||2 

(7) b (u.u) > § Iu||2 - c ||u||2 . 
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Démonstration de (B*). 

Posons Oĵ CD) - 0^(o,D). En introduisant la transformation de 

Fourier partielle dans R n 1, on peut écrire : 

r1 f N 
b.(u,u) = U x ) dx l |Q.(0)u| dx* . x - Cx'.x ) 

1 J0 n 'n-1 k-1 K n 

K 

f 1 r N 
- U x ) dx n l \Q.lV.DnmV.x)r 

JQ n J

Rn-1 k-1 K n n 

Soit v € 3)(Rn~1) et Ç € Œ - (o). Posons : 
n 

u(x*,x ) = v(x' ) e i^n xn n 

Q. U \ D )Û(Ç' ,x ) = Q. CÇ'.C î O(Ç') e l Sn Xn. 
k n n k n 

Donc : 

b„tu,u) = f Ç(x) |e i Çn Xn| 2 dx [ ( f | o .(Ç)| 2)|v ( C')| 2 dÇ•. 
1 ' o

 n j

Dn-1 k-1 K 

En transformant de la même manière le second membre de (7), et après 

simplication par Ç(x) |e n n| dx, il vient donc ; 

t N ° 

j_n-1 k-1 K 1 |a|-m 1 

et cette inégalité est vérifiée pour toute fonction V 4 (R )), donc 

pour toute fonction de (Rn ^). On en déduit s 

N 

k=1 |a]=m 

ce qui donne, compte tenu de l'homogénéité : 

N 
I i Q J U l 2 > a 4 J £ a | a , pour tout € R n~ 1 et Ç € C - {o} , „ K — 1 i T n 

et la condition (B*) en résulte. 
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6. Condition suffisante ; (B) entraîne la coercivité de a. 

Soit x e r, V q et S le voisinage de X q et le difféomorphisme 

introduits au 5 3. Alors la forme déduite de a : 

t N 

(1) b(u.v) = x r l Q. (x,D) Qfx,D)v dx 
J n k = 1 K K 

(2) u,v C W m (R n). et à support dans 0(V fiÏÏJ vérifie : r + o x n 

(A*) Pour tout x e G(v H O ) , pour tout 5 e R n - {o}: 

N 
I I Q ^ X . O T * o 
k=1 

(B') Pour tout x £ 0 ( V O r ) , pour tout Ç - (Ç'.Ç ) j< o , Ç'e iR n~ 1 , Ç c E : 
o n n 

k-1 K 

Lemme 6.1. La forme b définie par (1) est coerci ve sur l'espace défini 

par (2). 

La démonstration de ce lemme se fait en deux étapes : 

1) Cas où les polynômes Q sont homogènes à coefficients constants. 

Les deux hypothèses (A') et [B') se réduisent alors à : 

(C) Pour tout Ç » (£',£ } t o , K' e R n~ 1 . S « C : 
n n 

N 

k-1 K 

Alors d'après la proposition 1.1. la forme : 

A.(u,v) dx' I Q R(D)u 0R(D)v dx 
•' t R n _ 1 k = 1 

est coercive sur H m(R n 1 x] t,+°°[), et on a l'inégalité : 

A. (u,u) > a | u|
2

m n „ , \±e H m-R n" 1 x] t,+»[) 
* * H m(R n" 1 xjt.-fi 

et a ne dépend pas de t. 
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On va en déduire la coercivité de b. On a : 

P f N

 7 

b(u,u) > h(x ) l \Q. (D)U| dx 
~ j o n JRn-1 K-1 k 

00 

i-1 Zi 

00 

b(u,u) > a J a, lui A 

i»1 H (R x J t±,*«>L) 

> a f htx ) dx f \ |Dau|2 dx' 

D'où : 

(3) b(u,u) > a. |u|2 , avec a « ~ , 
~ 1 (Rn) 1 2 

r • x n 

2. Cas général. 

Soit b' la partie principale de b, c'est-àdire : 

r N 
b(u,u) - [ x l |Q'(x,D)u| dx 

i n

 k=1
 K 

D'après le lemme 4.3. : 

|b'tu,u)-b(u,u)| < e ||u||2

 n + cte) |u||2

 n 

W m (Rn) W° (Rn) r + r * x x n n 

Il suffit donc de montrer que b' est coercive. 

Soit x e 0(v n T). Montrons qu'il existe S > o , a > o , A e R 
o o o o 

tel que si u est à support contenu dans la boule de centre X q et de rayon 6 ; 

(4) b'(u,u)>a ||u||2

 n - À |ul2

 n 

- 0 w m mn) 0 w° ( R n ) 
r + r • 
x x n n 

Posons : 

0 k ( x ' D ) • , l a « . k ( x ) D a 

|<x| *m 

q k(x,D)u » Q K(x O.D)u * I ta tx)-a (x Q)l D°u 

I ot I *m 
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Soit co(p) « sup |a (x)-a (x )| où le sup est pris pour 

|otj « m , k=1,N , x e 0(vQrtÏÏ) , | x - x |<p . 

D'après la continuité des coefficients a , : limw(p) » o. 
ot,K 

P+o 
Si u est à support dans la boule de centre X q et rayon p , on a donc : 

K ° W° (Rn) K W° (Rn) t/1 (Rn) r + r + r + x x x 
n n n 

On en déduit : 

b' Cu,u) < c(b ' (u ,u ) + o)2(p) | | u | | 2 ) 
xo mn) 

T + 
X 

n 
avec : 

b' (u ,u ) = [ x r l |0Mx ,D ) u | 2 dx. x j n , ^ K O o J k=1 

Donc d'après l'inégalité (3) du lemme 6.1 : 

ai l u ' 2

m n i c ( b ' ( u ' u ) + ^ H 2

m n

 K 

1 (Rn) W m (Rn) 
r + r 
n n 

On en déduit (4) en prenant p assez petit et en utilisant le lemme 4.3, 

0 ( v Q O n étant compact, on peut en trouver un recouvrement fini 

par des boules de centre x i et de rayon ôfxj. Soient , i » 1,q ces 

boules et U un ouvert tel que : o 
q 

0(v AB) C D U. , et U Cs. E o ^ . i o + 
1=0 

Il existe des fonction iĵ  C dBdJj telles'qUe : 

[ * (x) - 1 , x € 9 ( v H O ) i o 1*0 

D'après les lemmes 4.1. et 4.3. s 

b' (u ,u ) » f b' (*iu^1u) + R(u) 
i»o 

|R(uî| < e | | u | | 2

m + c(e) I u | | 2 », 
\T (Rn) W° (Rn) r + r + x x 

n n 
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Le terme t>0|> u,(|> u) se minore en la coercivité de : 
0 o 

f N ? 
I l |g»(x,D)ur dx 
u ° k = 1 

sur H

0 *
u

0 ) ' Qui résulte de (A') et de l'inégalité de Garding. 

b l ^ U j ^ u ) se minore en utilisant (4), pour 1 <̂  i <̂  q. On obtient : 

b'(u,u)> a f ll*±u||
2

m n - A ï u | | 2

m n - |R(u)| 
i-o 1

 W M ( R N ) W m (Rn) r + r • x x n n 
et en utilisant à nouveau les lemnes 4.1. et 4.3. : 

^ « V 2 m n s « u « 2 m n + R 1 ( u ) 

i-o W (5R ) W m ffRn3 1 

r + r + x x n n avec : 

|R,(u)| < e |u||2 • cte) |u||2 

1 " V (Rn) W° CRn) r • r • x x n n 

Démonstration de la coercivité de a. 

Soit Î O ^ ) ^ b q ^ le recouvrement de introduit au paragraphe (3) 

a(u,u) ][ a( u, if u) + Rtu) 
i=o 

où 

|Rtu)| 1 e ||u||2 * cte) ||u||2

n . 

a( <f QU, ^ QU) se minore en utilisant l'hypothèse (A) et l'inégalité de Garding. 

a( <fjU, ^u) =* b t l ^ u j o e j L

I .(^ujo 0.) , 1 < i < p, et on utilise la 

coercivité de b qui résulte du lerrme 6.1. On termine alors comme dans la 

démonstration précédente. 
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7. Cas des coefficients constants. 

Lorsque P^Cx.D) = P|^D) l e s hypothèses (A) et (B) sont équi

valentes à s 

(1) V Ç e JT - {o} : [ |PL(Ç)| * o. 

k-1 K 

En effet (1) résulte du fait que pour tout £ C (£n - {o}, il 

existe x e r , tangent à r en x, Ç normal en x à r et T € £ tel que : 

6. Cas où m=1. 

1 

Soit a une forme sesquilinéaire sur Ŵ Cfl) dont la partie principale 

a' s'écrit : 
r n 

a'(u,v) = yCx) I a..(x) D.u D 4v dx 
Les coefficients a., étant continus sur Q . 

iJ 

1 
Théorème 8.1. Pour que a soit coercive sur W^fft), il faut et il suffit qu'il 

: existe ot>o tel que : 

(A') Pour tout £ e IRn et pour tout x E i 
n 

ReC l a (x) 5 £ ) > a |ç| 2 

(B'3 Pour tout x £ r et pour tout Ç e Œn de la forme + T £ 2 où Ç est 

tangent en x à r , ? 2 étant le vecteur unitaire de la normale en x à r et 

x £ (E : 

On se ramène au cas d'une forme hermitienne en posant : 
1 

b(u,v) » ~(a(u,v) + a(v,uî). 
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On a : 

'b(u,v) * b(v,u) 

b(u,u) » Re a(u,u). 

n 
et si l b - n ^ x * S-r désigne la forme hermitienne dans C n associé à b : 

ij»1 1 J 1 J 

Re l a (x) Ç Ç - I b (x) Ç Ç . 
i,j=1 1 J J ij-1 1 J 1 J 

La démonstration du théorème 1 s'adapte a ce cas s 

si b est coercive, on en déduit i 

n 
(A) V x e Q , V Ç £ IRn - {o> : £ b..(x) Ç. Ç. / o 

(B) v x € r , vç - e 1 • T ç 2 

< / • 

La condition (A) donne immédiatement (A'), (B) donne : 

V x é r , 3 ottx) > o : VÇ « Ç • T Ç 

I b y(x) Ç. ij > a(x) U | 2 

De la continuité de b ^ sur r, il résulte s 

inf a(x) « a > o. 

x t r 

Si (A') et (B') sont réalisées, la démonstration de la coercivité 

se fait comme pour le théorème 1, sauf pour la première partie du lemme 6.1 

(cas des coefficients constants dans R1^), où on ne peut plus faire appel au 

résultat d'Aronszajn : on pourrait décomposer b en somme de carrés, mais on 

aurait une expression de la forme : 

f X x ^ GK I°K ( D ) U' 2 d x 

avec ek*î1 et les hypothèses (A') et (B') n'entrainent pas 
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Démontrons donc directement que la forme : 

r n 

(1) b(u,v) = I x r J a.. D.u D^v dx 

est coercive sur l'espace i 

u £. W (Rn) , supp u bornée r + x n 

Les coefficients a., vérifiant : 

(2) I a Ç Ç > a |Ç| 2 

pour tout Ç - U',Ç ) , Ç'*, tR n~ 1 , Ç é (C 
n n 

Remarquons d'abord que si Ç est la forme : 

(3) Ç - ) , A ë CC , V e (R R - 1 , E é LC 
n n 

n 
l'inégalité (2) est encore vérifiée : il suffit de l'écrire pour (C',—-) 

À 

et de multiplier les deux membres par |À| . s'écrit : 
r00
 r n 

b(u,u) = x r dx ( J a, . Ç. Ç.î dÇ' 
io n n J R n - 1 y = 1 ^ 1 J 

où Ç est donné par (3) avec ; 

X = 0(4',x ) n 

ç - 4 ^ - û(Ç',x ). n i 3x n n 

En appliquant (2), on en déduit donc s 

r00 f n—1 
b ( u , u ) > a } dx n j ( I |ç Û(Ç',x n)|

2 + |-^2 [ç«,x }|2) 6V 

> « l u i 2 , 
W (Rn) r • 

n x 
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II - LE CAS D'UN OUVERT AVEC COINS. 

Dans cette partie, on suppose que l'ouvert est borné et que 

tout point de la frontière possède un voisinage V tel que V A s' applique 

sur (R )̂  x R n ̂ . (Le cube J o , l [ n de R n possède cette propriété). 

La méthode de démonstration est analogie utilisée en (I). 

1. Hypothèses et énoncé des résultats, 
OO p 

Soient ^^ > ̂ 2 '**" *fp' d e s ^ o n c t i o n s d e classe C sur R et : 

Q = {x e (Rn | ̂ i(x) > 0 , 1 < i < p>. 

On suppose Œ non vide et borné. Si x £ r , la frontière de Œ , 

l'une au moins des fonctions <^ s'annule en x. Soit : 

I(x) = U £ U,2,...,p} , ^Cx) = 0} . 

On suppose que pour tout x c r , I(x) a au plus n éléments. Soit s 

rj "(x e r | |l(x)| « j} , 1 < j ̂  n. 

Soit T(x) le sous-espace de R n orthogonal au système de vecteurs 

(flgirad ^^(x)K ^ ' e^ *e S 0 U S " " e s P a c e engendré par ce système 

dans C n . On suppose que si x £ r $ T(x) est de dimension n-j. 

Soit pour tout x € Œ • 
P r 

<f (x) » n vj> /( X) , ou r. 6 IR . 
i»1 1 1 + 

On définit l'espace W^(Œ) comme au (I). On considère comme au (I) la forme : 
r N 

a(u,v) « <P (x) l P (x,D)u P (x,D)v dx. 
SÙ k-1 K K 

THEOREME 1. 

1) Conditions nécessaires;si a est coercive sur WmlŒ) alors : 

(A) Pour tout x e il et tout £ £-(Rn - {o}, on a A(x,£) i o 

(B) Pour tout x t T. et U C n - {0} de la forme Ç » ̂  + Ç 2 

ou Ç„ T(x) et Ç 0 6 INL(x) on a A(x,Ç) o , (1<j<n). 
1 z h 
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2) Conditions suffisantes : La condition (A) et la condition (3^) ^ 

suivante entrainent la coercivité de a : 

.Pour tout x £ r et tout Ç £ £ n - {o> de la forme K = ^ • ? 2 

ou Ç e T(x) et S 2 6 Nc(x) on a : A(x,Ç) / o. 

«Pour tout x e T. , avec j>2, et tout £ C n - (o) on a : A(x,Ç) ^ o. 

2, La condition (A) est nécessaire,(même démonstration qu'au (1)1. 

3. Explicitation des hypothèses faites sur fl . 

On démontre que tout point X Q G T possède un voisinage V Q 

tel que : 

V 0 « = (x | V i e I(x ) s 9 .(x) > o> H V o o 1 i o 

o 1 o » i o 

o k J 

et tel qu'il existe un difféomorphisme 0 possédant les propriétés : 

V H n • ( R + ) J x R N ~ J » n. 
o J 

v A r • ( ( R V x R N ~ J ) n (x | n x. » o} o . . i 1=1 
V x € G(V n o ) : if.(0"1(x)î = x. , 1<i<j 

o 1 i i 

(En supposant I(x) « (lf2,...fj}) 

La différentielle de 0 en x transforme T(x ) et N(x ) en 
o o o 

(ol x R N ̂  et R 3 x (o) respectivement. 

On vérifie alors de la même manière qu'au (I) que les propriétés (A), (B) 

et (B^) se conservent dans ce difféomorphisme. Le poids se transforme donc en : 
j r. 

T J i-1 1 

On utilisera les inégalités : 

(1) -i H(x 1,...x J)è n è H ( x f x 2 Xj) 

où . 
J 

H(x ,...,x.) = n h(x.) ( 1 - 3 ) 
J i=1 1 
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4. Inégalités entre les normes, 

Lemme 4.1. Pour tout e>o, il existe cte) tel que pour tout u & W^fQ) : 

'(fi) '(fi) W°(fi) 

La démonstration est analogue a celle de (1-4). On vérifie que le lemme est 

également valable pour l'ouvert 

3 ]o'l[^ x R""*' > avec le poids *fj(x). ^ (1-x). 

5. Conditions nécessaires. 

On suppose a coercive. Soit X Q é Ty En utilisant le difféomorphisme 

0 introduit au 5 3, on démontre que si la forme : 

f N
 2 

b(v,v) - <4' .(x) l |Q(x,D)v| dx 
Jfi^ J k-1 

est coercive sur 

(u é w"| (fi.) , supp u borné) 
Tj J 

alors : .. 
7 n 

y |QMo,Ç)| / o pour Ç 6 C - {o) de la forme 
k-1 K 

ç = (Çr,5") ou C t C j et Ç" €• R n~ J. 

On montre d'abord que la forme : 
r N 

b'(v,v)= | f.(x). vp.M-x) l |Q/(o,D)u| dx. 
Jfl J J K-1 K 

En introduisant alors les fonctions ç> u(x"), où x - (x',x") et en 

utilisant la transformation de Fourier partielle par rapport à x", on en 

déduit le résultat cherché. 

6. Conditions suffisantes de coercivité. 

En utilisant un recouvrement convenable et une partition de 

l'unité associée à ce recouvrement, on se ramène à montrer que la forme % 
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f N 
(1) b(u.v) = j f.(x) l Qk(x,D)u Qk(x.D)v dx 

J k-1 

est coercive sur : 

(2) ( u É W m | supp u c S) 
j 3 

sachant que : 
N 

1°) l QMx.Ç) ji o pour x 6 Z +et Ç ê(C
n - (o} si j>2 , 

k=1 
N 

2°) I QMx.Ç) / o pour x é I et Ç » (Ç»,Ç"J , Ç'<s C , Ç"t R""1 si j-1. 
k-1 k 

Le cas j-1 a été triaté au (I). Si j>2, on procède de la même 

manière:dans le cas des coefficients constants, on utilise les inégalités 

3-1 et le fait la forme : 
f N ? 

I |Q (D)ur dx 
jfi k-1 K 

m N 2 n est coercive sur H (fi.) sachant que £ | Q. C Ç 31 4 o pour tout Ç é- C - {o}, 
J k-1 

d'après un résultat de Smith (4). 

7. Cas de formes d'ordre 2. 

On considère sur Ŵ (fi) une forme sesquilinéaire dont la partie 

principale s'écrit 
f n 

a'(u,v) = <f(x) l a . (x) D.u D.v dx 
Jfi i.J-1 3 3 

les coefficients a ^ étant continus sur fi. Posons pour tout x € fi et tout 

e * c n : 

A(x,Ç) - Re ( l a (x) Ç Ç 

Théorème 7,1. s Pour que a soit coercive sur V1^[Q), il faut et il suffit que 

(A1) Pour tout Ç 6 R n - {o} et tout x ̂  on ait ; A(x,Ç) .> o. 

(B') Pour tout x e I\j et pour tout £ <t C n - {o} de la forme : 

Ç - 5 1 • £ 2 ou Ç 1 e T(x) et Ç é- NçCx) on ait A(x.Ç) > o. 
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Comme au 1-8, on se ramène au cas où a est hermitienne. 

La démonstration du théorème 1.1. s'adapte, sauf la démonstration des 

conditions suffisantes de coercivité ; il reste à vérifier que : 

r n 
b(U,v) * ip .(x) T a.. D 4u D 4v dx 

3 

est coercive sur {u£ W m (Œ.) , supp u borné} sachant que : 

n 
l a Ç Ç > o pour Ç • i« o , Ç'€ lCJ .€"€= (Rn"J 

i.J-1 J J 

On en déduit : 

z a I a Ul 2 P ° u r 5 * (Ç'.e") €• C j x R n " j 

et de même qu'au 1-8 : 

(1) E o £ 1 Ç > a \i\
2 pour Ç = I V .AÇ") , Ç' e (CJ , Ç" fefRn"J , A € <£ 

En utilisant la transformation de Fourier en x" : 

f r n _ 
b(v.v) - , ^.(x')dx' . ( [ o Ç Ç ) dC" 

O U 

Ç = «i'i-l.n = t S'' A e" ) 

avec 

A = û(x\Ç") 

ç i = W" i x ' ^ H ) ' 1 = 1 * J 
i 

D'après l'inégalité (1), il vient donc : 

btv.v) > a f UMx'Jdx' f n , C £ |^-(x',Ç»)| 2+ ^ U.û(x',C")|2)df" 
M R + )

J 1 1 j R n ~ 3 i-1 i 1 

> « lui2! 

d'où la coercivité de b. 
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