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ANALYCITE DES SOLUTIONS DU PROBLEME DE DIRICHLET HOMOGENE 

par 

M.S. BAOUENDI 

( r éd igé par B. Hanouzet et J . L . Durrmeyer) 

S o i t fi un ouver t borné t r è s r é g u l i e r d e f R n , de f r o n t i è r e r a n a l y t i q u e . 

P (x ,D ] dés igne un opéra teur e l l i p t i q u e d ' o rd re 2 à c o e f f i c i e n t s a n a l y t i q u e s dans fi. 

oo — 

S o i t u <c C (fi) t e l l e que : 

'P (x .D) u = f 

' u | r = o 

On se propose de démontrer que s i f es t a n a l y t i q u e dans fi, a l o r s u e s t 

a n a l y t i q u e dans fi. 

La démonstrat ion e s t f a i t e en deux é t a p e s . Au I , on é tud ie l ' a n a l y c i t é 

dans fi, l a démonst ra t ion es t e x t r a i t e de Hormander ( [î] ] ; au I I , on é tud ie l ' a n a l y 

c i t é au bord . Le r é s u l t a t e s t a u s s i v r a i pour un opéra teur e l l i p t i q u e d 'o rd re 2m. 

Pour des r é s u l t a t s ana logues pour des sys tèmes, on pour ra c o n s u l t e r Morrey et 

N i renberg ( [2 J ), pour un opéra teur e l l i p t i q u e dégénéré, Baouendi e t Gou laou ic ( [3]) . 

I . ANALYCITE DANS fi. 

1 ° ) P r é l i m i n a i r e s et n o t a t i o n s . 

Notons a) = {x £ fR n | | x | < R } , pour qu'une f onc t i on g s o i t a n a l y t i q u e dans a) 

i l f au t e t i l s u f f i t qu'une des p r o p r i é t é s s u i v a n t e s s o i t r é a l i s é e : 



1 11 existe B > G telle que pour tcut a é frf1, on ait : 

sep |D g ï x J \ <_Bl ' • \a\ l (1) 

X 8 (A3 

[ou : su P |D
agCx) j 1 B | a ' + 1 I ot | ' a ' ] [1 • 1 

^ x 6 co 

^ n 

j I I existe B > 0 telle que pour tout a e , on ait : 

J inag| „ < B ' " ' * 1 | a | ! (2) 

l L Z [ a i ] 

(ou : ! D a g | £ B ' K ' + 1 | a | ' * ' ) (2'J. 
! L (wJ 

On démontre que (1.1 fresp. 12] j équivaut à (V) (resp. (2'j] par la 

formule de Stirimg, que [1] équivaut à {2} par le théorème de Sobolev. 

Dans la suite, on suppose que R < 1 et on note, pour 0 < e < R : 

w = {x e rR n | i x | < R - e • } 

N CgJ = \g\ 

L la) ) 

•n obtient une condition nécessaire d'analycité. 

Proposition 1.1. 

Si g est analytique dans oô  il existe une constante B > o telle que : 

V j e fl\l, V a 6 rNn , V £ > o ; 

c sup |D g(xl| <_B' ! j 1 1 | a j 1 1 . C3] 
x6(i), 

J 
(En particulier, en prenant j - jaj on a : 

e sup |U g[x) ^ E' 1 . f3' ) 
X 6( i ) i i 

j a I e 
2 

et de façon équivalente, en utilisant la norme : 
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( j £ ) ' a l N j £ (Dag) < B l a l + 1 | a | ' a l ( 4 ) 

e ' a l Ni , (Dag) < B l a l + 1 ( 4 ' ) . 

Démonstration : 

Si i e > R alors to. = é et (3) est évident. 
- je 

Si j e < R, d'après (1*), on a : 

sup |Dag(x)| <_ sup |Dag(x)| l B
| a | + 1 | a | l ° ' l • 

je 

et par suite, comme j e < R < 1 : 

(je) 1 1 sup |D g(x) I <_ B 1 1 J ot J 1 1 

x e co. 
je 

2°) Passons maintenant à l'étude de l'analycité dans fi. Ennonçons le résultat : 

Théorème 1. 

Soit P(x,D) un opérateur elliptique d1fordre 2, à coefficients analytiques 

dans fi. Si u est une distribution telle que P(xfD)u est analytique dans fi, alors u 

est analytique dans fi. 

Notons d'abord que, puisque P(x,D) est elliptique (donc hypoelliptique), 
00 

les hypothèses impliquent que u e C (fi). D'autre part, l'analycité étant une propri

été locale, il suffit de montrer le théorème au voisinage de chaque point de fi, à 

une translation près, on peut se ramener à l'origine. Nous supposons donc que : 

u é C°°(u)) 

P(x,D)u = f est analytique dans w 
P(x,D) = 1 a Q D avec a_ analytique dans co 

|S|<2 8 3 
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D'après (13 et (23, on sait qu'il existe une constante A > o telle que 

V a 6 î N n , |D af| ? l A l a l + f j o, | (5) 
L Z ( O J ) 

V a e W n I sup |D aa (x) | £ A ' a l + 1 | a | ' a l (6] 
|B|<2 x €oo 

Lemme 1.1. 

Soit v 6 C°°(u)3, a e JTsJ auea |a| = 2, existe une constante < o telle 

quej pour tout e, > o3 e + < Rj on ait : 

e 2 N (D av) < C„ J e 2 N (PCx,D)v) + 
1 (7] 

e I N (D 3v] + N Cv] l 

l e l i '̂ e i I 
P(x ; D] étant un opérateur elliptique sur fi, il existe une constante C > o telle que 

V u e S B (co) , V a 6 [ N n , | a | < _ 2, on ait : 

|D au| <_ C | P(x,D3u| (8) 
L/twî L Z ( o 3 ) 

•n prend alors u = Y v avec ^Pé^too 3, 

o < <f < 1, *f (x3 = 1 sur co et 

sup |D a Y C x ] | 1 C , a J e " l a l 
x e i R n 

(C(a3 est une constante > o indépendante de e3. 

Pour construire T il suffit de prendre tyeC ( fR3 telle que ijjf't) = 1 pour 

t <_ o, ip(t) = o pour t £ 1 et 0 < C "t 3 <_ 1, puis de poser : 

*P (x3 = t^(e"1 C | x | ~ R + e + e )). 

Pour (8), on a : 

|D atf v)[ <.C |P(x.D) V v| , 
fRn] L Z( fRn) 
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et par ailleurs : 

N (Dav) = N (D a ( Y v ) ) < |D a (V v)| n 

1 1 L ( rR ) 

On a : 

Ptx.Oj (Cf v) = V P(x,D)v + fp(x,D), V ]v . 

| <f P(x,D)v| _ < N (PCx,D]v). 
L 2 ( r R n ) " £1 

Développons le commutateur par la formule de Leibnitz : 

[Ptx,D),¥lv= I a f tD
6C<fv)-Y I afi D

3v 
|B|<2 3 |B|<2 6 

= l a.(D3<f Jv + I a. (D 1 V ) CD 2 v) 
|g|<2 3 |3 |<2 3 

(8^=1 

I e 2 l - i 

et majorons chacun des termes : 

|(D3(f] v | „ <. sup |D 3f (x)| N (v] 
l/(fRP] xér(Rn £1 

< e~ 2 CtB) N (v) 
£1 

3 1 3 ? 3 1 3 9 

| (D y ) [• v) | „ <_ sup |D ' V (x] | N (D v) 
L Z(rR P) xérfRn E1 

-1 32 
1 £1 

Il existe donc une constante C > Q telle que : 

|[PCx,D),¥] v| £C'(e" 1 l N (D3v) + e" 2 N (v)) 
L ^ ( m n ) |g|=1 £1 ei 

ce qui termine la démonstration de 7. 

Remarquons que le lemme 1.1. donne une majoration des dérivées d'ordre 2 

par P(x,D]v et les dérivées d'ordre 1 et 0 sur un ouvert plus grand. Nous employons 

une méthode "d'ouverts emboités" pour démontrer le résultat : 
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Lemme I.z. 

OO - J ^ -7 • 

Soit v è [ ( o o j te Lie que P(x,D)v = f so%t analytzque dans co. TZ extste une 

constante B > o telle que : 

Xf a £lNn , V £ > o : e ' a ' N, , (D av] < B ' 0 6 ' + 1 [9]. 

| a | e — 

La démonstration se fait par récurrence. Nous supposons que la relation (9) 

est vérifiée à l'ordre j (c'est-à-dire pour tout a £ N R , | a|jiJ) e t nous montrons 

qu'on peut choisir une constante B > o telle qu'elle soit encore vérifiée à l'ordre 

j + 1, ce choix étant fait indépendamment de j. 

Soit donc a € N n avec |a| = On pose : 

a = a' +• a" avec |a' | = j-1 et |a"| = 2. 
a' 

•n applique la relation (73 en remplaçant v par D v et a par a" : 

cZ N (.DV) < C , J C 2 N ( P ( X , D ) D a' v) 

+ t ^ N (D B + 0 t' v) + N tD a' v] l -

|eH ci Ei j 
puis on choisit e = je = (|a|-1)e ce qui donne 

e ' a ' N i , ( • % ) < C { J a ' N f . , 4 1 CP(x,D) D a'v] 
| a I c ~~ ^ 1 ( I a I -1 J e 

* ^ i a î _ 1 I N f , , „ ( D ° , + 0 v J • J A | 2
 N f | , ^ ( D a ' v ] 1 

| fi j - ^ t|a|-1 )e ( |a|-1 ] J 

Nous majorons séparément chacun des termes intervenant à droite dans cette 

dernière inégalité. 

(, ij Comme | a | —1 et |a'| = j-1, on a : 

a l ~ 2 f r _ a f , l a -2 r r,a' , 
e ! ' N f | | „, (D v] < e 1 1 Ni , I fD v] 

( |a|-1je — |a'|e 

et par l'hypothèse de récurrence 
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i l ] Comme 16+ot' | = |@| + | a ' | = | a | - 1, on a : 

^ | a |" 1 N

( | « | - 1 ) E » 6 * " ' v > i B W 

et par s u i t e : 

E'" H ( . { . / . L I - D . ' ^ ' i n B 1 * 1 . 

i i i ] I l r e s t e à ma jorer l e terme : 

e M N ( | a|-1 ) e ( P ( * ^ 

On a •: 

P(x,D) D a ' v = D 0 1 ' CP[x,D)v} + [ p ( x . D ) , D a ' ] v 

y<_a' |ô|<2 Y 6 

et a i n s i : 

e H tPU.D) D t t ' v ] < e M N ( | a | _ 1 ) £ C D « ' f ) 

+ I .1 J a | C " ' ] sup | D Y a . ( x ] | N f, | C D ô + a ' ^ v] 
Y < a 1 6 <2 ^ x 6 a j <5 (|a|-1]e 
| Y j V 1 - (|a|-1)e 

Par (5] et C4'J, on a : 

e ' " ' ' N, ,, ( D a ' f ] < A l a ' l + 1 

|a»|e -

et comme |a| = |a 1| + 2 

« M N(|.|-1>« < ° , , « < « | e | N | i l | t [ D " « 

< E 2 AI«'I*1 ^AI»'!* 1 . 
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-X- Comme |ô + a ' - y| <_ j , on peut a p p l i q u e r l ' h ypo thèse de r é c u r r e n c e : 

e l « l * k l - M M | I , ,, , h (D Ô + a ' " \) < B l 6 l + I a ' l " M + 1 . 
( j ô | + | a '|-|y| J e — 

et par s u i t e : 

E | c | [ D 6 + a ' " Y v ] K e 2 - | « l * l Y l B | 6 | + | C | - l ï M 
l | a | - 1 J e — 

< J Y I B 1 6 i + 1 a ' I - K l + 1 

1 £ M B | a | - | Y | * 1 

La d e r n i è r e i n é g a l i t é es t obtenue en supposant B >_ 1 e t en remarquant 

que | a ' | + | 6 | <_ | ot | • 

-X- En u t i l i s a n t [6J et ( 3 ] , i l v i e n t : 

J T ' l sup | D Y a ( X ) | £ A ' Y ' t 1

 T ! ( | a | - 1 ] " ' y l 
| 6 | <2 x eoor | . , 

-X- On remplace e n f i n l a sommation sur l e s m u l t i - i n d i c e s y par une sommation s imp le 

ce qu i es t p o s s i b l e en remarquant que l e nombre de m u l t i - i n d i c e s y v é r i f i a n t 

|y| | a r | es t majoré par n ^ a ^ 

+. r a ' i , r l a 1 i r l a l "~ 2 i et que ( J < ( , J = l . , ] . 
^ - | Y | I Y I 

A i n s i r 

lo i a ' l a ' l + 1 l a ' ~ 2 k l 0 1 ' " 2 k + 1 
e | a | N r , | IPCx.D) D

a

 V ) < A

| a 1 1

 + S n K ( 3 A K 1 k ! 

( | a | _ i r

k

 B l a | - K + 1 

• r C ) '—r £ 1 donc 
k ( | a | - 1 ) K 

l a l a ' l a l + 1 /\ 1 0 1 ' l 1 l a l ~ 2 -k k k 
e | a | N . , | CP(x.D) D a v) < B | a | ' A — + A Z B A n ] (iii) 

[ l a l " 1 ] e " B l a l + 1 k=1 
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Regroupant [ i l , ( i i J et ( i i i j , on a a l o r s : 

J a i N i , ID° v] < C 1 B | a i " 1 • n B l A I 
la|£ ~ \ 

- B | a ! 1 A , , „ + A E B A n 

! B l a i f 1 k=1 J J 

^ B i a l + 1 k=1 J 

nA 
•n c h o i s i t B t e l que — < 1 donc : 

| et I -2 , . , A 2 
- „ K k nA 1 

et e n s u i t e B suf f isamment grand pour que 

•n ob t ien t a l o r s l a r e l a t i o n ( 9 ) pour |a j - j + 1 : 

J a | N, , ( D a v) < B ' a l + 1 . 

| a | e — 

I n s i s t o n s b ien sur l e f a i t que l e cho ix de B es t indépendant de j . 

Démonstrat ion du théorème I . 

—- c 
S o i t C > • t e l que OJ C a). Dans le lemme 1 . 2 , nous c h o i s i s s o n s e = -j—r 

c M 
pour un m u l t i - i n d i c e a f i x é . 

D 'ap rès ( 9 J , i l v i en t 

_ j 06 I j î 

C î r^a î „ a +1 
r — r ! D v j 1 B 

|a| l al L^tai 3 

l n a I , B ' a ! + 1 I I loti donc |D v | n <_ :—p- I ex I 1 ! 

L " C a ) 3 C l a i 
c 

qu i montre l ' a n a l y c i t é de v sur a) (par ( 2 ' ] ] . 
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I I . ANALYCITE AU BORD. 

On démontre un r é s u l t a t dans = {x € rRn |x > 0} . 

n - 1 
•n pose x = (x ' , y ) avec x 1 € rR , y 6 fR . 

Pour 0 < R < 1 et 0 < e < R, nous notons maintenant 

(o v {x e ÏRJ ! ! x | < R> 

03i = {x é ïR^ | | x | < R 

a> {xe ï R n | | x l < R - e } . 

Pour a e fN n on pose a = ( a ' , k) avec a ' 6 n\|n \ k 6 fî\I. 

Pour P (x ,D ) opéra teur e l l i p t i q u e dans a) on pose : 

P ( x ,DJ = D 2 l a f x ) D 3 

V
 | e | ± 2 

6 / ( 0 , 2 ) 

Théorème I I . 

Soit P (x ,D ] un opérateur elliptique d1 ordre 2 dans à coefficients 

analytiques dans co. S i v 6 C (OJ] avec v ( x ' , o ) = o et P ( x , D ) v analytique dans co 

alors v est analytique dans ooc quel que soit c 6jo , R J 2 • 

Nous démontrons comme au I . 

Lemme I I . 1 . 

• 0 0 — - 7 - 7 n i ! 
Sovt v é C [OJ3 telle que v(x',o) = o, aê|N , |a| = 2 . Il existe une 

constante > • telle que •pour tout e, > e + e < R : 

e 2 N (D a v3 < C, { e 2 N (P (x ,D )v ) 

C7'J 
+ E l N (D B v] + N ( v ] } 

|B |=1 e 1 £ 1 
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Nous utilisons la régularité pour le problème de Dirichlet homogène. P(x,D) 

étant elliptique dans o), il existe une constante C > • telle que : 

\f u 6 & (LU) avec u[x',o3, V a 6 (1\in avec |a |<_2 

on ait : 

|D a u| ± C |P(x,D)u| ? 

L (ai) L ico) 

•n obtient ensuite (7'3 en appliquant à u = Y v cette dernière inégalité. 

Nous ne pouvons obtenir l'analogue du lemme 1.2 pour toutes les dérivées, 
0 0 

mais seulement pour les dérivées tangentielles. En effet, si v C C (u)3 avec v(x',o)=o 

on a encore 
0 0 — 

v (u)3 avec vtx',o3 = o, on a encore 

D v 6 C C031 pour tout a £- IN , si a = (a',Q3 on a D v(x',o) = o, 

et 

mais si D contient une dérivation normale d'ordre >_ 1, on n'a plus à priori 

D a v(x',o3 = •. 

En appliquant (7'3, en remplaçant v par D v, a = (a',0), on obtient : 

Lemme II.2 . 

Soxt v 6 C (a)3 avec v(x',ol = o telle que P(x,D) = f sovt analytique dans u>. 

Il existe une constante B > 0 telle que : 

\f aetNn vérifiant a = [a',K3, K <̂  2 , V e > • : 
£ ! 1 N î î [D v3 < B 1 1 (9 9 3 | a I e — 

Ce lemme permet de conclure que, pour C > • avec co^ C w , il existe une 

constante B > 0 telle que : 

V a e FNn vérifiant a - (a ' , k 3, k <_ 2 

|D a v| . < B ' " ' * 1 j a | ! (10) 
L toi ) c 
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Le théorème II sera démontré si nous prouvons la relation (103 pour tout 

a £ r i \ | n

0 Plus précisément, nous avons : 

Lemme II.3. 

Sous les hypothèses du lemme II. 2^ pour C É ] O , R C il existe deux constantes 

E et F > 0 telles que : 

V aé(N n, a = Ca',k) : I D a v| ̂  < _ E l a ' l 4 1

 F

K | a| i 
LZ(oa 3 c 

D'après [10], on sait que la relation [113 est vraie pour tout a' 6 n\|n ^ 

et k 0,1,2. Nous montrons qu'on peut choisir E et F telles que, si (113 est vraie 

a l'ordre k, quel que soit a ' , alors elle est aussi vraie à l'ordre k+1, quel que 

soit a', le choix de E et F étant indépendant de k. 

Nous dérivons la relation P(x,D3v = f à l'ordre (a', k-13 : 

n(a',k+ 1 ) n ( a ' , k - 1 K V r n(a',k-1) R r n(a',k - 1 ) 1 R , D v = D f f L (B D D D v + D , a 0 D v) 

l e | ± 2 3 6 

3^(0,23 

et nous majorons chacun des termes obtenus. 

i) Par (5 3, on a : 

i n ( e t',k-1 j i | a ' I t k i f , 

ID t| . A' ' [ j a' I +k-1 3 l (i3 
L (w 3 c 

. V n(a',k-13 n 3 V nCa'+B' k - 1 ) V (a ' + B J.k) 
il3 a. D D u - L a D 1 v + 2

 ao D v 

| e | £ 2 * 6 M B ' n ) * B = t B ' 13
 3 

6^(0,23 ' 

Par l'hypothèse de récurrence : 

|D K1 v| ^ E ! M 1 ' F (|a'|+|B'|+ k-13 ! 

L (a) ) 1 

c 

|D 2 v| E 1 1 2 ! F ( |a' |+ | B ' | + k) ! 
L Z (w 3 1 

c 
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En tenant compte de |gjj| 2, I f t ^ l ^ e"t en supposant 1 ̂  E < F , on a : 

|6!<2 p 

c 

E 1 1 F C j et' | *k + 1 ) ! — . ( i l ) 

i i i ) Majorons l e s termes i n te r venan t dans l a commutat ion. 

Par l a formule de L e i b n i t z , on a : 

Y ^ O 

donc, par (6) : 

i ro 1 » ' - " - 1 1 . a , ] D"v| 2 <. 
I L ki L (u ) 

c 

l f'a'îV] A ' T ^ 1 K I ! | D [ a ' ' K ~ 1 3 " Y + 3 v | 
Y l C a ' , k-1] ' Y ' ' L 2 (w ] 

Y ^ Q C 

En posant Y = (ï'> Y " ) < 6 = (3'' 6"), comme k-1-y" + B " <_ k, on a par 

l ' h y p o t h è s e de récu r rence : 

| D [ « ' < K - 1 ] - ^ v | ? l E l a , ^ , + B , l + 1 F K- 1-Y B + e" ( | a . | + k - 1 - | Y h | e | î i 
L Ca) ) 

c 

£ E 1 1 M 1 F C I a' I + k+1 ~ I y I J i 

(en supposant 1 £ E F) . 

•n obtient alors 

| [ D ' ° ' - k - 1 \ a j D 6 v | , < ' " 'T " J " " ' i ^ ' \'\ " t , ' l ^ J ) A ^ 1 j , * 
L (u> ] J = 1 J ' 

c 

J a ' l + 2 - j c k , i . . . . . J a ' l M _k+1 . i , i , ... AE l a ' l + K ~ 1 f n A 

_< E ' ' J F ( j a' | +k+1 - j ) ! <_E ' 1 F ( | a ' | + k+1)! — E 
j = 1 ^ ' 
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En désignant par N le nombre de multi-indices de longueur <_ 2, on a alors : 

|3|'l2 L (a) ] 
3/(0,2] C 

< E l 0 1 ' ! 4 1 F k + 1 ( |a-| +K +1) ! ^ ' " ' ' f " 1 lf S 

En regroupant (i), C ilD et (iii] : 

| n ( a \ k + 1] I / c r l a ' l + 1 crK + 1 r ! . L l . * i . 

L (o) ] c 

f A J ° ; I ^ ( M , K - I H « . N « I " ' IJ . M , . 
E 1 1 F ( a' + k+1]! j = 1 

l J 

nA f ] 
On choisit d'abord E telle que — < 1, puis F telle que | <_ 1 . 

Ceci termine la démonstration du lemme II.3 donc celle du théorème II. 

On en déduit, par un difféomorphisme analytique, le résultat : 

Théorème III, 

Soient Q un ouvert de fR n ^ P = P(x,D] un operateur elliptique dans Q3 & un 

ouvert de (Rn. On suppose que les coefficients de P sont analytiques dans Q3 que 

dQ (\ & est analytique ; soit u une fonction C°° dans & 0 SI vérifiant : 

iuUnfr= 0 

\P(x,D]u analytique dans & f) fi • 

Alors la fonction u est analytique dans &0 fi • 
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