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UNE PREUVE DE L'EXISTENCE D'UN RELEVEMENT * 

- 1 : Introduction : 

Le but essentiel de cette première partie est de prouver 1: 

théorème A - 1, c'est-à-dire I'existence d'un relèvement (lifting) 

dans le cas où la mesure considérée est a-finie et complète. 

La méthode générale utilisée est celle des ?ïdensltés", méthode 

introduite par von NEUMANN dans [8] et reprise, dans le cadre général, 

par MAHARAM dans [s] . Cette méthode n'utilise pas le théorème de Krein-

MiImann (contrairement à la méthode proposée dans [3} par A.et C. 

•ONESCU-TULCEA). Par contre, pour alléger la démonstration, nous 

utiliserons un cas particulier du théorème de convergence des ma»ti -

gales (cf., par exemple, [7] - V - T17 - a)). 

De façon plus précise, nous utiliserons les techniques proposées 

dans [7] - VIII - 11 et dans [lu] - théorème 5. Dans [7] - VIII - 11, 

on ne prouve pas la "multipl icativltê1' du relèvement : en particulier, 

on ne prouve pas que le relèvement d'une fonction indicatrice est une 

fonction indicatrice. Dans jjû] on n'utilise pas le théorème de conver

gence des martingales et on prouve un théorème plus général que celui 

énoncé ici : par contre, la démonstration comnlète est nettement plus 

longue que celle proposée ici. 

* Par Jean PELLAUMAIL, Maître-Assistant, à l f I. N. S. A. de Rennes. 

Novembre 1970. 
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Mous utiliserons le plan suivant : 

2 - Définition d'un relèvement. 

3 - Définition d'une algèbre de relèvement associée à un relèvement. 

75 - Equivalence entre l'existence d'un relèvement et d'une algèbre 

I de relèvement. 

\ 4 - On peut toujours prolonger une algèbre de relèvement qui n'^st pas 

\ "maximale". 

6 - L'existence d'une "densité inférieure" implique l'existence d'une 

algèbre de relèvement. 

7 - Existence d'un relèvement (théorème fondamental). 

^ r - 2 : Définition d'un relèvement (lifting). 

Soit ( 0 , Cfi , m) un espace mesuré. On appelle relèvement 

une application o de L°° ( Q , , m) dans -^^f ti > $< > m) ç'.iî 

satisfait aux conditions suivantes : 

(ii) p(f) appartient à la classe d'équivalence de f pour l'égalité 

presque sûre. 

(iii) p(f +X g) = p(f) + X p(g) 

(iv) p(f.g) • p(f) . p(g) 

(v) f > 0 -H> p(f) >, 0 

*K - 3 : Algèbre de relèvement (leroie et définitlon). 

Soit ( n , f$ , m) un espace mesuré et p un relèvement défini 

sur L°° ( , S , m). Alors, pour tout élément A de \$ , P ^ A * E ^ U N C 

fonction indicatrice : de plus, si on pose 1 » P ^ A * > P ? ^ > 
K'(A)

 a 

est une algèbre satisfaisant aux deux conc. ions suivantes : 

( î ) A e P 1 ( CP9 ) et m(A) = 0 ï A = 0 

( I D A é ^ ^ 3 B € p'( 3* ) avec rn(A A B) s 0 

Si une algèbre satisfait à ces deux conditîons> on dira que c'est une 

algèbre de relèvement relativemen à ( Q , 3* ;; m). 
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Preuve : 

Soit A élément de 3 \ On a p(1A> + p(1fi N A> = p(1,.) = 1 

E + P < V - p ( W = P ( 1 A • hl X A } = P ( V = ]0 

Donc [ p(1 A) ] (w) t 0 [ p(1 Q S• A ) J ( W) = 0 ^ [ p(l A) ] (ID) = 1 

Donc p(l^) est une fonction indicatrice. 

De plus, 1 g * p(1 A) et m(B) « 0 m(A) = 0 p(1 A) » 1̂  

ce qui prouve (î). Enfin, soit A élément do 3* et 

1g s p(^) ^ m < A A B) = 0 ce qui prouve (ii). 

- 4 . Proposition : 

Soit ( fi „ JJ* , m) un espace mesure, la mesure m étant supposée 

positive et finie. Soit JP la famille des ensembles de mesure nulle. 

Soit A? une algèbre contenue dans tel le que *fe> ^ {0} et tel le 

que la tribu engendrée par j& et coïncide avec l'algèbre engendrée 

par 7& et A® (c'est-à-dire que f& est une algèbre de relèvement relati-

vement à (• fi , 'éj 9 m), Si ^ est distincte de 51 , î! existe une algèbre 

contenue dans 3 ^ , contenant % et distincte de ^t :, telle que 

Ôè r\ y\Pm {0} et tel le que la t r i b u t engendrée par i\'è et $ coïncide 

avec 1 'algèbre engendrée par Oî) et Àu (c'est-à-dire que est une 

algèbre de relèvement relativement à ( Q, , vj<£. m)). 

Preuve :SoIt B un élément de \ ̂  ). Soit c (resp d) la borne supé

rieure (resp Inférieure) des -n(A) pour A élément de et A ce lenu 

(resp. contenant) presque sûrement B. Puisque ?̂ est une trib.;, 11 exîs-

te C f et D f éléments de ^ t e l s que ces bornes c et d soient atteintes, 

donc II existe C et D éléments de /% tels rue m(C) = c, m(D) = d e t 

C (resp. D) est contenu (resp. contient) asque sûrement B. 

Soit B f = [(B U C) n D ] . On a m(3 A B F) = Û. Soit 'M I'algèbre 

engendrée par * et B', On a M> O y O J = {0} : en effet, H appartient 

à >£> si et seulement si H = (E ̂  R F) U (F \ B') avec E et F élSnents 
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de M ; si m(H) = 0, on a m(E OB') « 0 et donc E o B' - 0 (par 

définition de d) ; de même m(F \ B ?) « 0 Implique F C B' (par défini-*! 

tlon de c) donc H e 0. 

Par ailleurs, la tribu engendrée par fi et JP est la tribu engendrée 

par ./fe , et B'. Enfin 7̂f> contient (il suffit de prendre 

E s F dans la définition de H précédente) et est distincte de yiv 

car contient B f et B' n'appartient pas à yfe puisque B n'appartient 

pas à ^ et que m(B A B ?) = 0 

C. Q. F. D. 
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5 : Proposition (cf. [4] définition 3 paga 36). 

Soit ( ft , $ , m) un espace mesuré et (%> une algèbre de parties 

de Œ , contenue dans 0* et telle que : 

(I) A € e/fe et m(A) - 0 implique A » 0 

(II) A Implique qu'il existe B £ tel que m(A A B) = 0. 

relèvement <» 
Alors II existe un " ^ N ^ — (unique) p défini sur L (Q , 3*, m; 

et tel que p(1 A)
 a 1. si A appartient à . 

^ A 

Preuve : 

Soit S> la famille des fonctions étagées appartenant à L°° ( Q , C£,m). 

(L est dense dans L°° ( Q, 5**, m) pour la norme j | • | j^ . Etant donné 
k k 

f = Z a.K élément de % , soit p(f) = Z a.1 D avec, pour 
I = 1 1 Ai i = 1 1 "i 

tout f, B. élément de •-/t et m(B. A Aj) = 0. On vérifie immédiatement 

que p(f) ne dépend pas de l'écriture de f. De plus j| p(f)|| 0 0

 s I M !«, 

donc l'application p est continue, donc elle se prolonge, de façon 

unique, en une application p définie sur L (Q , L>* , m). Ce prolonge

ment est IInéaIre et multiplicatif puisqu'il est IInéalre et mu'tlplI-

catif sur % (vérification immédiate). 

6 : Proposition (cf• \\ û] théorème 5)• 

Soit fi un ensemble et une algèbre de parties de fi • Soit v*' 

une famille de parties de Q, ;ontenue dans Cr* , stable pour la 

réunion finie et héréditaire (c'est-à-dire que {A 6 ,/f ef 

B C A =C> B £. JP ). Soit d une application de 3? dans telle 

que, quels que soient A et B éléments de 

(!) [ d(A) A A ] £ jf 

( I i ) T A A B ] e Jf d(A) = d(B) 

(fil) d ( A A B ) = d(A) r\ <J(B) 

(iv) d (0) - 0 

(v) d(A) O d( n N A) ] } < Jf* 

Cftt+n condition (v) est satisfaite s faniI le des ens^ blés 

de mesure nul le pour une mesure m. 
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Alors il existe une algèbre (ko de parties de £3* toile que : 

(i )' A G. (fb d(A) C A 

( M ) 9 V A € 3? 3 A f £ ut avec (A A A 1) £ i/P 

De plus, si d(ft) s (î , on a : 

( i i i ) ' n G% « { 0 } 

Preuve : 

Notons d'abord que (i)' et d(ft) = Q implique (iii) !. 

En effet, A é jf =9 a A ( fl \ A) 6 ^ d(0 \ A) = d(fi) = H 

donc, A £ (B \ A) £ & ? » d(G N A) C (fl \ A) C & 

soit ft \ A = ft soit A = 0. 

Notons è ce sujet, que le théorème 5 de [10] est inexact 

puisqu'on ne suppose pas d(Q) = Q . 

Par ailleurs, soit X la famille des algèbres ->v/ satisfaisant à la 

condition (i)'. X n'est pas vide puisque { 0, Q } ÉL X. Soit ( •ÏJô . ). ̂  j-

une chaîne maximale dans X pour la relation d'inclusion; alors, 

est un élément maximal donc (lemme de Zorn) X pcs-
i é i 1 

sède un élément maximal soit G . On veut prouver que <ÊT satisfa-t à 

(iil )'. Soft donc A 6. 3?. On pose A' = U [ d(C U A) v C ] . Jn 

veut prouver A' £ G et (A A A') €.J\P (ce qui prouvera (£ii)'). 

Pour cela, nous allons raisonner en plusieurs étapes : Soit A c = r A 

1°) Si on pose (A c)* = U [ d(C O A c) \ C] on a ( A c ) ' n A' - 0 

En effet , si H et K appartiennent à ̂  : 

[ d( H U A) N H ] n [ d(K O A C) \ K} = d(H U A) O d(K vj A C) H H V , K c 

soit, d'après (iii), = d[ ( H U A ) O (K U A C ) ] ^ (H U K ) C 

C d(H U K ) n (H Kj K ) C 

soit, d'après ( i i ) ', = 0 

2°) d(A) C A' puisque 0 £ '6 et pa^ définition de A'. De même 

d(A c) C (A1")'. Donc [ A' \ d(A) ] €. d'après (v) at d'après 

[ A ' \ d ( A ) ] C n \ [d(A) u d(A c) J (cf. 1°) 

On a donc (A A A') £ (cf.(D). 
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3°) Sî F appartient à o • d(F u A) C (F u A') (par définition de 

A'). De même, d(F u A C ) c [ p u (A c) f ] . 

4°) Soit I'algèbre engendrée par ^ et A', c'est-à-dire la famille 

des H ̂  (A' n E) u (F \ A') avec E et F éléments de 53 . On a 

d(H) - d [ (A n E) U (F \ A) | d'après (il) et (A A A ' ) £ ^ c f 2°) 

« d [ ( E U A C) ̂  ( F U A) J 

- d (E U A C) r\ d(F \j A) d'après (ïîi) 

C [ E U (A c)' ] ^ (F u A') d'après le 3°) 

C [ E U (A ' ) C J n (F u A') d'après le 1°) 

* (E O A') U (F N A') = H ce qui prouve (I)' 

donc & J appartient à X et fe' contient donc « ^ (puisque 

est un élément maximal) donc A' appartient à o ce qui achète la 

démonstration. 

Théorème ( cf [7j théorème VI II - 11 page 195) 

Sott ( Çl p J< , m) un espace mesuré dont la mesure est supposée posl-
relèvement 

tîve, a finie et complète. Alors il existe un H ^ T T - défini sur 

L°° ( , $ , m). 

Preuve : 
-> 

Soit (A ) „ une partition O*-mesurable et dénombrable de ft telle n n > 0 r 

que, pour tout n, m (A ) < + <» . Soit <3* la famille des éléments de 
^ n n 
<r.-> 

,y qui sont contenus dans A . Supposons que, pour tout n, on sache 
Relèvement^ ^ ^ 

construire un~*m~*rr~~ p R défi -I sur L (A , ̂  n»
 171 ̂  Etant don1'j f 

élément de L 0 0 ( Q , £5* , m), on pose : 

p(f) « Z p n (f. 1 A ) 

n > 0 n A n 

Alors, on vérifie immédiatement que ceci déiinît un lifting sut 

L ( 0 , ̂  , m). Autrement dit, il suffit de prouver l'existence 

d'un lifting dans le cas où la mesure m est finie ce que nous suppose

rons désormais. 

Soit u\i la famille des éléments de <LH de mesure nulle. 

Soit Y la famille des algèbres 'A contenues dans 3 ^ , telles que 
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n Aï*7 » {0} , et telles que la tribu engendrée par soit conte

nue dans 1'algèbre engendrée par \fe et M* . Cette famille Y n'est pas 

vide puisqu'elle contient {0, fi} , Soi t ( jfë j ) j ̂  j une "chaîne 
(chaîne pour la relation d'inclusion) 

maximale dans Y. On veut, d'abord, prouver que cette chaîne admet 

un élément maximaI• 

1er cas : 

Supposons que 1 n'admeitepas de suite cofînale. Soit 
1 6 1 ' 

Si A appartient à la tribu engendrée par u^>, il appartient à la 
4 -

trtbu engendrée par l'un des 'A? et donc a l'algèbre engendrée par 

Jt> et Jl/̂ . Donc u& est un élément maximal. 

2ème cas : 

Supposons que I admette une suite cofinale et soit ( (M ) ^ la 
n n > 0 

suite déléments de Y associée. Soit $o = j\o et ^ la tribu 
,, ^ n > 0 N * „ 

engendrée par <;b et >VJ. Soit n la tribu engendrée par i/b et 

•#v) : par définition de Y, co Tnc!de avec l'algèbre engen< ée 

par yfe et ,-irJ : on peut donc appliquer la proposition A - 5 c'est-

à-dire qu'il existe un lifting p défini sur L ( fi , , m) te! eue. 
n n n 

p ( 1 . ) = 1 si A €-{J Pour tout élcnont A de (3, , soit : 
n.. /\ A. n : $ 9 

g (A) = p [E(1 A » ) |. Alors g est une martingale, ([7] - V - 17) n n A n n u. J par conséquent g n(A) converge presque sûrement vers 1 A. Posons : n A 

d(A) = domaine où "lim inf g (A) * 1" - domaine on Il in q (A) = ]\ 
p-x» 

Compte tenu de 0 * g (A) * 1 - g ( fi \ A) £ I, on vérifie Imredia-
n n 

tement que d satisfait, relativement à \ et , aux conditions 
G 

(i) à (v) de la proposition A-6: en particulier, la condition (îii) 

découle de ce que 1

A n B * 1 A donc d(A n B) C d(A) ^ d(B) 

réciproquement 1^ ^ Q

 s 1^ + 1 0 - 1^ B ; s
T w appartient à d(A) Od(B) 

cela Implique que 1 !m[ g (A) ] (u>) * 1 et M m [ g (B) ] (OJ) « 1 dctic 

lim g n(A vj B) (OJ) » 1 donc I Irn g^(A n B) (ou) s 1 donc oo appartient 

à d(A n B). On a donc bien d(A A B) • d(A) n d(B). 
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D'après ia propo s ! lion y - ^ *•« c»i+ H<;rn.: n i
 ; « i oy i o i e 

algèbre sa M sf a! sont aux oondîtîons (l) ?,(Il) f et (lit)' de cette 

proposition A - 6. Cette algèbre contient toutes les algèbres /fc? 

puisque, si A appartient à ^> n> d(A) = A. On a donc prouvé l'existence 

d'un élément maximal dans le 2ème cas. 

Il résulte alors de la proposition A - 4 que la tribu engendrée 

par cet élément maximal et par A coïncide avec 3? . C. Q. F. D. 
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