
PUBLICATIONS MATHÉMATIQUES ET INFORMATIQUES DE RENNES

PIERRE BOLLEY

JACQUES CAMUS
Sur une classe d’opérateurs elliptiques et dégénérés à plusieurs variables
Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1972, fasci-
cule 1
« Séminaires d’analyse fonctionnelle », , exp. no 2, p. 1-79
<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1972___1_A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1972, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique l’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1972___1_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


SUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES 

ET DEGENERES A PLUSIEURS VARIABLES 

par 

Pierre BOLLEY et Jacques CAMUS 

INTRODUCTION. 

On se propose d'étudier des problèmes aux limites dans un ouvert deîR n, 

associés à des opérateurs elliptiques à l'intérieur, dégénérés au bord de cet 

ouvert, le bord étant caractéristique. 

Dans cette direction, certains résultats ont été obtenus par M.S. 

BAOUENDI et C. GOULAOUIC [l] pour l'opérateur 

AuCx) = l D 8 (a fl(x). tyix) Dau(x)) 

dans un ouv/ert Si régulier, où est une fonction de classe équivalente à la 

distance au bord r de fi, où les coefficients a 0 sont de classe C (fi). La forme : 
otg 

a(u,v) = f l a Ax) <fM D a uCx) D S vtx) dx 
i |4<1. 

|8|<1 

satisfaisant à la condition de coercivité s il existe une constante c > o telle 

que pour tout u appartenant à l'espace V - {u e L2(Q) ; /*f D a u 6 L2(Œ) ; 

on ait : a(u,u) >_ a||u||̂  , ils ont établi que A est un isomorphisme de 

W^+pCfi) » {u Q Hp+1(fl) ; <f u eh p + 2(Q)} sur HP(Q) pour tout entier p >̂  o. 

Dans (jfi] , N. SHIMAKiJRA.-a introduit une classe d'opérateurs elliptiques 

dégénérés plus générale : 

LuCx} s L(x;D ï {uCx)}= l P m H lCx*D ) { ftx) K~ h u(x)} 

où k et m sont deux entiers tels que 1 £ k m, P m h(x;D ) étant un opérateur 
' J x 

aux dérivées partielles d'ordre £ m~h, P m(x$D x) étant un opérateur d'ordre m 
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elliptique dans Ce sont des opérateurs d'ordre m elliptiques à l'intérieur et 

dont la dégénérescence au bord est d'ordre K. L'idée essentielle de l'étude faite 

dans [l8} est d'obtenir des estimations a priori à partir de théorèmes d'isomor-

2 

phisme à une variable. Il obtient ainsi certains résultats dans L et sous cer

taines conditions qui excluent en particulier des opérateurs du type A. 

Les travaux de M.I. VISIK et V.V. GRUSIN Q22J permettent de compléter, 

en un certain sens, les résultats de \JB\ : considérant les problèmes aux limites 

associés aux opérateurs L : 

{Lu * f dans fi, Bu * g sur T, 

où B est un système d'opérateurs différentiels frontière, ils prouvent, moyennant 

certaines hypothèses générales sur L et B, que le couple d'opérateurs (L,B) est 

un opérateur à indice dans des espaces convenables, le second membre f étant dënr; 

L 2 № ) . 
L'objet de cet article est de faire, à partir des résultats obtenus à 

une variable jVJ Ccf : aussi Qfj ), une étude systématique des opérateurs ellip

tiques dégénérés du type L pour K et m entiers >_ 1 (pour k=Û, on retrouve les ; 

opérateurs elliptiques non dégénérés classiques (cf. |j4] par exemple) 1 pour k 

réel > o, on obtient certains résultats mais ceux-ci ne figurent pas dans cet 

article). Une partie des résultats cités ici a été annoncée dans , et [VJ . 

A la différence des opérateurs elliptiques, il est nécessaire de faire une étude 

directe dans le cadre H P, p étant un entier >_ o, le nombre d'opérateurs frontière 

pour les problèmes aux limites associés dépendant explicitement de l'entier p. 

On montre que, moyennant certaines conditions, le couple d'opérateurs (L,B>, où B 

est un système d'opérateurs différentiels frontière, est un opérateur à indice 

dans des espaces convenables, le second membre f étant dans Hp(fi) ; en particulier, 

on montre comment cet indice dépend de l'entier p. Cette étude donne par ailleurs 

la régularité des problèmes aux limites associés. Dans cet ordre d'idée, citons 

que N. SHIMAKURA a obtenu indépendamment certains résultats de régularité dans [ji9J a 
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La méthode utilisée ici permet d'étudier d'autres classes d'opérateurs 

elliptiques (cf 0 [ 6 J) . En particulier, elle permet d'obtenir les estimations a 

priori et la régularité des opérateurs considérés dans QfJ et [ 2 1 J » 

Cet article commence par un premier chapitre-? où l'on introduit les 

espaces de Sobolev avec poids , généralisant ceux considérés dans [js] à des 

entiers k et m >_ o quelconques» On y montre de plus la surjectivité des traces 

au moyen d'un relèvement explicite. 

Dans le second chapitre, on étudie, sous certaines hypothèses, les 

problèmes aux limites associés aux opérateurs L. La technique utilisée est celle 

des estimations a priori comme dans J J 7 ] . 

On peut toutefois obtenir des résultats analogues à ceux du chapitre II 

sous des hypothèses moins restrictives 5 c'est ce que l'on explicite sur des exem 

pies dans le premier paragraphe du chapitre III. On montre ensuite que, dans cer

tains cas, on peut caractériser algébriquement la condition imposée au système 

d'opérateurs frontière B. Enfin, une étude détaillée des opérateurs L pour les

quels m=2 et k=1 permet de préciser, pour cette classe d'opérateurs, les résultats 

obtenus par MM. KHOHiM-NIRENBERG dans [ 1 3 ] . 

Dans le chapitre IV., on applique les méthodes du chapitre II à l'étude 

des opérateurs elliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids (cf* \sj, (3îJî 

et à l'étude des opérateurs introduits dans (jj et [23] • 
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I - UNE CLASSE D'ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS 

On désigne par £ et IR les ensembles des nombres complexes et réels 

respectivement. Etant donné un entier n>1, on note par [R̂  le demi-espace de 

(Rn défini par : 

R^ = { x = ( x ' , x ) ^ ( x . > a . . , x „,x ) £ !Rn ; x > o K + n 1 n-1 n n 

Soit fi un ouvert de[R n. On notera, pour tout entier r positif ou 

nul, Hr(fi) l'espace de Sobolev d'ordre r sur fi (cf : par exemple |}4] ), et 

Hr(fi) l'adhérence de<£) (fi)1*3 dans Hr(fi). L'espace dual de Hr(fi) est noté o o 

H~ r(fi). 

Etant donnés deux entiers K et ITFO, on définit les espaces de 

Sobolev avec poids : 

..m^n* r . , .m-k^n* k , ^ ^ r i o W. (1R ) = lu C H OR ) ; x u £ H C R ) > , 
K n 

et 
W. GR ) » {u eH (R ) ; x u e H (R )}. k + + n + 

Ce sont des espaces de Hilbert pour les normes : 

2 k -,2 ï V 2 

u — ^ || u | | n = fl|u|lm.k n

 + l l x u i | ) , 

vcm ) H M Kr,pn) N H 2R ) 
k 

e t

 t . 1/2 

Oui! - Q u ^ m - k n + H x n L " l i 2

m î 

respectivement. 

Proposition 1.1 : Si k et m sont deux entiers _> 1, on a les inclusions 

algébriques et topologiques suivantes ; 

W > n ) C WTJ CRn ) et W > n ) C \JT] GRn ). k k-1 k + k-1 + 

(*) Sifl est un ouvert de LRn, on désigne par 2) (fi) l'espace des fonctions 

classe C°° de fi dans (C à support compact dans fi et par^î) (fi) l'espace des 

restrictions à fi des fonctions de$) (R n). 
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Démonstration : Pour [R n : soit u appartenant à W™((R n) ; sa transformée de 

Fourier f m < ^ > 

C F u C j ) = ! e " 1 u(xj dx 

vérifie : 

f ( i + U | 2 ) m _ k / 2 Ju ei2mn) 
(1.1) -jet 

l ( 1 . | ç | 2 ) m / 2 D k J u £ L 2 0 R n ) . 
in 

1 9 1 
où Dç = — . Par suite, pour presque tout ?' = (£ ̂ ,... »^ n m m^ ) dans [R n , 

n n 
la fonctionjlitÇ ', . ) vérifie 

/ d + u n i
2 ) m " k / 2

 :FU(Ç-,.) ÊL 2№) 
(1.2) 1 et o /o L. o l d + U J 2 ) ^ 2 D k ^u(€',.)e L OR) 

In 
f * ) 

On en déduit , pour presque tout que ; 
r +°° 

i D k" 1 ̂ uCÇ'.Ç ) = Dp JuU'.o) d° 
n Ç. n 

(1.3) ,et „ P 

- + 0 0 

D k IFuCÇ'.o] da = o. 

. j - C n 

Il faut montrer que 

(1 . 4 ) (1 + Ui
2) m" 1|D k" 1^u(Ç)| 2 aÇ= { (1 + U|

2) m _ 1| D k ^ u ( C ' . a ) d a | 2 d Ç < + » . 

-'[Rn S J

L R
n J £ ^n 

n 

En développant ( 1 + | ç | 2 ) m ^ selon la formule du binôme, on est ramené à prouver 

que les intégrales 

n U ' | 2 p |£ | 2 q || Dr T u ( Ç \ a J d a | 2 d£. 
jER n j Ç ^n 

n 
pour p + q m-1, sont finies. 

D'après l'inégalité n° 330 de | Î 2 ] , pour presque tout Ç', on a ; 

(1.5) Ç 2 q | D k Ju(Ç',a)da| 2dÇ < C . ! Ç 2 ( q + 1 ) |D k
 ! F u ( Ç \ Ç n ) |

2 d C . 

n 

(*) Cela résulte du fait que la proposition (1.1) est vraie pour n-1 (voir 

[ 4 ]lorsque k<m. Pour k>m, il suffit d'adapter les techniques utilisées dans 

M ) . 
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où C est une constante . De même, 

(1.6) f° Un\
2q\r^ 7uiï',o)*\2éï < C.f° | ç J 2 ( q + 1 ) | D J T u K ' . Ç l l 2 * , 

J ^ n S n — J ~ ^ ' S n n 
n 

pour presque tout £' d'après ( 1 . 3 ) . 

On intègre maintenant les inégalités ( 1 . 5 ) et ( 1 . 6 ) par rapport à 

Ç', après multiplication par | Ç ' | ^ P . Il vient : 

(1.7) f Jç«l 2 p|Ç l2 t ,lPcf %if,°-)a?*c{ J H 2 p U f ( q + 1 V Ju(C)|2d5 , 
% T n J ç 'n J [ R n n n 

n 

cette dernière intégrale est finie puisque x^u appartient à H m Q R n ) . 

Pour jp n : Cela résulte du lemme suivant : 

Lemme 1 .1 : Il existe un opérateur de prolongement P linéaire, continu de 

W^GR n) dans WV\R n) tel que pour tout u appartenant à W™GR n) on ait : 

Pu = u 

dans wf(iRn). 

Démonstration ; Pour u appartenant à W ^ Ç R n ) , en pose .:. 

^ tiCx3 si x > ci , 
n — 

Pu(x) = - r t e x % m î 

• 1 a j u( x ' , - j x n ) , si, x^ < o, 

les otj étant des constantes solutions du système : 

Max(k,m) 

l a.(-i) = 1 pour £ = - k , . . . , M à x ( - 1 , m - k - 1 î . 
j = 1 3 

Ces conditions impliquent que Pu appartient à H m ^([Rn) et que 

x^ Pu appartient à H m(irî n), et on a : 

I I ? Il < C , 
U W?QR n) ~ h W ) 

* K + 

où C est une constante indépendante de u. 

(*) On désigne ici et dans la suite par C, une 'constante qui peut changer 

d'une inégalité à l'autre. 
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Remarque 1,1 : A l'aide des résultats précédents, il est facile de prouver 

que l'on a : 

W. ÛR ) = lu e 59' (!R ) ; x u É L OR ) , x u 6-H (IR )), 
K + + n + n + 

Proposition 1.2 : On a : 

(i) l'espace ^ QR n) est dense dans l A î R n } , 

(ii) l'espace ^ (!JRn) est dense dans W ™ Q R n ) . 
. + • K + 

Démonstration : 

(i) Dans une première étape, on tronque : soit ¥ appartenant à2)(iR n) 

telle que ¥(x) = 1 pour j x| <̂  1 et ¥(x) = o pour | x| ^ 2. On pose 

(x) = ¥(x/R) pour R > o. Pour u appartenant à W ™ Q p n ) , la fonction u D = ^ Q *
U 

K K K K 
appartient à W^QR n) et converge vers u dans W™(p n) quand R tend vers + 0 0. 

K K 

Dans une seconde étape, on régularise les fonctions u D , qu'on note 

maintenant u : soit j appartenant à2)((Rn) telle que j(x) >_o, j(x)dx = 1. 
•'|Rn 

1 x m n 
On pose j (x) = — j(-r) pour e > o. Pour u appartenant à W (p ) à support 

£ n C K 

e 
compact, la fonction u = J e ^

u appartient à S) 0R n) ét converge vers u dans 

W ^ t p n ) , quand e tend vers o, d'après la proposition 1.1. 
K 

tii) Cela résulte de (i) et du lemme 1.1. 

On peut caractériser les espaces de Sobolev avec poids W™0R n) de la 

façon suivante 

Proposition 1.3 : Un élément u. de ftp ) appartient à W (p ) si et seulement 
• • •' " • " + • • K " + • 

k i « • v ..m^n^ ~ . .Min(k,m) r T n n . si x^u appartient a H (QR+) H H Q 

Démonstration : On utilise la proposition 1.2 et l'inégalité n° 330 de fl2] 

qui permet d'établir que si v appartient à H^dp^), alors appartient à 

L2QP;). 
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Remarque 1.2 ; De ce résultat suit -que ̂  Oft^) est dense dans W^QR1^) lorsque 

k>m et que, sur cet espace, la norme : 

u • Il x Ku|| 

est équivalente à la norme : 

u -llull 

Proposition 1.4 ; L'espace dual de l'espace W™(iR n) s'identifie à 

l'espace des distributions T de s (f?n) de la forme : 
k 

T - I x g j l 

où g,, pour j - o,... ,k, appartient à H 3 (|Rn). 

De plus, la norme d'espace dual sur U^ÛR )J est équivalente à la 

norme : 

f —H I T Ï L M N , - mf { l || g « _m+ } 
K J -r V J 

T= ) x J g. 

G J €H" M + K -J((R N ) 

Démonstration : D'après la proposition 1.2, ̂ ( ( R n ) est dense dans W ™ Q R n ) , par 
k 

suite, on peut identifier l'espace dual [w^CfR11)] de W™CR n) à un sous-espace 
K K 

de distributions surlR n. 

De plus, grâce à la proposition 1.1, on peut identifier l'espace 

m n K m-k+1 n 
W tR } à un sous-espace fermé de l'espace produit n h ^ (/R ) par l'ap" 

k j = 0 

plication : u — • (u,x u,...,x u ) . 
K n n 

Il en résulte d'après le théorème de Hahn-3anach que toute distribution T, 

appartenant à [w™((Rn)] peut s'écrire, de manière non unique, sous la forme : 
K 

(1.8) T - j xJ g 
j=o J 

où gy pour j = o,...,k, appartient à H m + k ^(ip n). 
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Inversement, il est clair que toute distribution de la forme (1.8) 

appartient à [w™([Rn}] . 

L'équivalence des normes est une conséquence facile du théorème 

de Banach. 

La proposition suivante nous sera utile au chapitre II. 

Proposition 1.5 : Si T, appartenant à [w™((Rn)j admet la décomposition 

particulière ^ 

T = ï X n «J 

où g y pour j = o,...,k appartient à H m*^~ ^(!R n), alors on a : 

l|T|lr m n V * I n f f ^ ' W f J - m + k - i n

 } 

K№n)] k . j=o 3 , J H m K J Û R n ) 
K l x3 (P.-o 

^ e^GR n) 

O a commence par établir un lemme. 

Lemme 1 . 2 ; Si £ x3 g. = o pour certains g. appartenant à H m + ' J([R n), alors 
j=o n J J 

il existe, pour tout e > o, une famille (g. ) vérifiant : j a ̂  0 \ ] ^ K 

Ti) g. appartient àSj(tRn) pour j = o,.,.,k, 

k 

U i ) X n g j , e « °-
j=o 

r . • • A -. . _i , ,~m+k~i r _ n . . , 
( m ) lim g. = g dans H J ((R ), pour j = o, ,. .,k. 

e-*o J * J 

Démonstration : Dans une première étape, on tronque : soit ¥ appartenant à 

^((R 1" 1) telle que Y(x) = 1 pour |x| £ 1 et xF(x) = o pour |x| > 2 . On pose 

V Q(x) = ¥(x/R) pour R > o . Pour j = o,...,k, on note g. D = g..Y D. On a alors : 
" J * K J K 

g. D est une distribution à support compact qui converge, lorsque R tend vers 
J > H 

+», vers g. dans H 3 (!Rn). De plus, on a toujours., la-relation : 

k 
T x J g. Q = o. 

j=o n J ' R 
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Dans une seconde étape, on régularise les éléments g. D , qu'on note 

maintenant g^ : soit j appartenant à S) GR n) telle que j(x) > o et 

f 1 x 
i j(x)dx * 1. On pose j (x) « — j (— ) pour s > o, et pour j * o,... . ,k 

jiR n e e n 

on définit g par : 
k 

f g, e - J * g, + I t q" J3 C - 1 ) q " J t B * ^ " J J J si o £ j < k, 
! J' e e J. q = j + i q q n £ 

^ gk,e j e * g k ' 

Il est facile de vérifier que la famille (g. ) . ainsi définie 

satisfait à (i), (ii) et (iii). 

Démonstration de la proposition 1.5 : Il suffit de prouver' que si T admet une 

autre décomposition : 

T = J- xi H-
J-O J 

avec g'., pour j = o,...,k, appartenant à H m + k ^ Û R n ) , alors on a l ' i n é g a l e ' 
^ k k 

k . j-o j T j H ^ + k j ( p n ) " j - o J H m + k " J Û R n ) 
I . o 

J-o J 

k -m+k-- n 
Or on a : £ x^(g.-g') = o avec g.-g' appartenant à H m + J(ÏR n) 

j=o n J J J J 
pour j = o,...,k. Il suffit donc d'appliquer le lemme 1.2. 

Etant donné u appartenant à ), on peut lui associer m fonc-

K + 
tions Y j U ( x ' ) , appelées "traces" de u et définies par ; 

D^ u(x',o), pour j = o,...,m-k-1 si o < K < m, 

(1.9) r.u(x') « 1 R _ 

i(-1)' J" 1 x~ J u(x',x )dx , pour j = -k,...,rïin(-T,m-k-1) N n n n 
o 

si k > 1, 

1 3 
où D^ = — . On notera yu 88 (Y_̂ U, . . . , y ^ ^ u } . (Remarquer que y u, poui 

n n 
-k £ j _< Min(-1,m-k-1 ), a un sens d'après la remarque 1.1). 
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Proposition 1,6 : L'application : u » Yu est linéaire, continue,surjective 
m-k-1 , . A / N A , . ,m f T.n, n ,,m-k-j-1/2 r r n n - 1 , de W ÇR ) sur n H J GR ) . 

j=-k 

Démonstration : 

1 ° ) On montre d'abord que Y^u, pour j = -k,„..,m-k-1, appartient à 

^ - K - j - V Z ^ n - l j e t q u s : u _ Y . u . j / V , H m - k - J - 1 / ? w n j e s t c o n t i n u e < 

j K + 

En fait, d'après la proposition 1 „ 2 (ii), il suffit de prouver que, 

pour u appartenant à © G R ^ ) , on a : 

(1.10) I IY.UI _.k.1.1/2 n_. i c . Hull . 
K + 

Pour j = o,...,m-k-1, si o £ k < m, l'inégalité ( 1 . 1 0 ) est trivia"*;, 

cf : par exemple, [l4J . 
Par ailleurs, u, appartenant à W ™ 0 R n ) , vérifie en particulier : 

K + 

r ^ a x f o . k - m ^ 6 L 2 ( ( R + f HMaxCo..rHO ^ - 1 

(1.11) j et n 

x K u fe L2(|R j H m d R n _ 1 ) ) . 
v n + 

Désignons par F la transformation de Fourier en variable x : 

(1.12) Fv(x',Ç ) = i e " 1 n n vtx'.x )dx . 
0
 J _ c o n " 

Ainsi, si u désigne 1G prolongement de u par zéro pour x^ < o, les relations 

( 1 . 1 1 ) s'écrivent i 

( _ r Max(o, k - m î % , , 2 r o Nax(o,m-k) f n-1.. 
F (x u) É L (f? j H UR J J 

n 
M' 1 3 ) I 8 t

 ,NinlK,m) { F ( x n a x ( o , K ^ ) } € L 2 [ J P % ^ n - 1 ^ 

Il en résulte ( 1 . 1 0 ) pour j = - k , M i n ( - 1 , m - k - 1 ) puisque pour de 

tels indices j on a : 

( 1 . 1 4 ) Y.u = D ~ J " 1 { F U } R . 
j £ Ç =o 
J n n 

2 ° ) On montre maintenant H U P l'application est surjective. 
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On commence par remarquer que si u appartient à ^ ( R n ) et si v est 
+. K 

la fonction d e S b ( R ^ ) définie par : 

(1.15) v. ( x \ x î « I ([ (...( u(x',a}da)...}da 0)da-, 
K n J J j 3 £ 

n 2 K 

alors on a les relations : 

k-1 , a k * 3 
fy.u(x') = (-1) (-j-D! ( x \ o ) pour j—-ki . ,riin(-1,m-k-1 ) 

d n si k > 1, 
(1.1S) { 

Y.u(x') = (-1) > J i J f — r — r v « (x',o) .pour j==o, ., .>m-k-1 si o < k < m. 
I j 8 x k

+ J k 
n 

s\ • • 

Désignons par la transformation de Fourier en variables tan-

gentielles : 

/ I ~i<X' £'> 

(1.17) v(Ç,x ) » e 1 x v(x',x )dx f. 
n L o o n 

Soient alors j un indice tal que -k _< j m-k-1 et appartenant 

à 9) ( R n ~ 1 ) . Soit de plus H* appartenant à 2) (R^î telle que ; V(t) s 1 dans un 

voisinage de o. Considérons la fonction u définie par sa transformée de 

Fourier partielle u par ; 

/\ K 9 -A (ix ) K + ^ 
(1.1fl) U Ï Ç \ X ) « c-U — T - {T(x (1+|S'| ) J'^P .CS') f " , h n , 3 K n 1 1 I j (k+j)! 

'n 

La fonction associée à cotte fonction u pfr la formule (1.15) est la 

fonction : . . 

M.19) v k ( ç - . x n r - ï(xn(i.|ç'|
fc),/2)tfjce') (K;j)t . 

on en déduit les relations : 

n 

(6. , . . désigne le symbole de Kronecker). On vérifie ensuite qu'il existe 
une constante C, indépendante detpj, telle que : 

(1.21) Iju II ' < C . j | (p. I , . A , n 

k + 
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On en conclut facilement que l'application 

Y W, ÊR ) • (T H J GR ) est surjective. 
k + j-k 

Soit maintenant fi un ouvert borné de fR n, de bord T. On suppose que 

— o o n 

fi est une variété à bord de classe C e On se donne une fonction -̂ de IR dans 
00 

[R de classe C et vérifiant : 

'fi = {x £ 0R n , <-p (x) > o}, 

( 1 . 2 2 ) - T = {x L\Rn , f [xî = o}, 

^ grad (x) / o pour x € ro 

(grad p é t a n t le vecteur gradient associé à ), 

On définit les espaces de Sobolev avec poids W™(fi) par : 

W™(fi) « (u 6. H m" K(fi) , cf K u eH m(fi ) K 

Ce sont des espaces de Hilbert pour la norme : 

u — > | | u | | m - (|u||2

n_R + | | f

K u | | 2

m j 1 " ' . 
K 

Des propositions 1 . 1 et 1 . 2 , on déduit facilement que : 

Proposition 1 o 7 t 
(i) Si K et m sont deux entiers >_ 1 , alors on a l'inclusion algébrique 

et topologique suivante : 

lAfl) C W ™ ~ h f i ) . 
K K"~ i 

(ii) L'espace ' S ) (fi) est dense dans W™(fi) 0 

Remarque 1 , 3 : Il résulte de la remanque 1 . 1 que : 

Wj(fl) = (ucSWfi) ; c ^ ^ ' ^ u € L 2 ( f t , F ^ > U £ H ™ ( f i ) } . 

Remarque 1 . 4 : De même, de la remarque 1 . 2 , on déduit que, pour K m, 

l'espace S) (fi) est dense dans W™(fi) et que, sur cet espace, la norme ; 
K 

' ^"Ua, 
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est équivalente à la norme : 

u — | | u | | n . 
vrta ) 
K 

On va maintenant définir des "traces" pour les éléments de W^(fl). 

Soit 6 un nombre, réel positif et = ( x C !R n ; d(x,T) < 6} , d(x,T) désignant 

la distance du point x à r. On supposera ô suffisamment petit de sorte que, 

pour tout x appartenant à Ug, la distance da x à T ne soit atteinte que p^r 

un seul point Xp de T. L'application 

¥ : x — ^ (x r d(x,rn : U ô + r x ] - 6 , ó [ 

est un difféomorphisme de classe C • Soit a une fonction de §Û(R) égale à 1 

dans un voisinage de o et à support contenu dans ]-<5,ô[. Alors, pour u 

appartenant à wf i f i ) , on pose, pour x appartenant à r : 

| D^uC* 1 ( x , t ) ) j t ^ Q , pour j=o,.•.,m-k-1 si o < k < m, 

(1.23) Y j u ( x ) - J ^ 

C-1î" J"' 1 t ~ j ~ 1 a ( t ) u ( ^ ( x / t ) ) d t , 
J o 

^ pour j = -k,...,Hin(-1,m-k-1) si k > 1, 

o ù D t c lit- G n N O T Q R Ô Y U * { V — V H U K 

D3 la proposition 1.S, on déduit la 

proposition 1.8 s L'application : u >» vu est linéaire continue surjective 

m-k-1 . . A / 0 

de W^(fi) sur II H u ). 
j'-k 

Cn sera amen,: au chapitre II à considérer aussi les espaces 

suivants : 

W, , tiri ) = lu C H ÇR ) , 4> u é. H CR )}. 
k,̂ ' 1 

Ce sont des espaces de Hilbert pour la norme : 
V 2 

u — * Oui n n = ( W ! 2

m _ , n • !!(fku!l2

m n ) . 
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Des propositions 1.1. et .1.2, on déduit facilement q u e ^ ( l R n ) est 

dense dans ( Î R n ) . Il en résulte que l'espace dual |w™ ( | R n ) ] est un espace 
KA\> - K, 

de distributions s u r [ R n , Plus précisément, [w™ B R n ) l coïncide avec l'espace 
K, 

r~- n 
des distributions T de c£)' QR ) de la forme 

T - l f g 

où g., pour j = o,.„.,k, appartient à H m + k ' ^ G R n ) . De plus, la norme d'espace 

dual sur *[ŵ  ( R 0 ) ] est équivalente à la norme : 

T — I I T I I n , - mf il hA\.m+K, n }. [wm t«n)l k . j=o H 3m ) 

g. € H - m + K - J ( F n ) 
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II - ETUDE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES 

Soit Q un ouvert de R n du type défini dans le chapitre I. Soit 

l'opérateur elliptique dégénéré L 3 LfxjD ) défini par ; 
X 

L(x;D ) {u(x)} S l P 2 m " h (X;D ) { f ( x ) K ~ h u(x)} 

h=o 

où K et m sont deux entiers tels que 1 <_ K £ 2m , P 2 m ^(xjD^) est un 

2m 

opérateur aux dérivées partielles d ' o r d r e ^ 2m-h , P (x^D^) étant un opé

rateur elliptique dans fi, d'ordre 2m, Ce sont des opérateurs d'ordre 2m, 

elliptiques à l'intérieur et dont la dégénérescence au bord est d'ordre K. 

On se propose d'étudier des problèmes aux limites associés à L 

Lu * f dans fi 
4 

Byu = g sur T 

où B est un système d'opérateurs différentiels frontière en nombre fini, du 

point de vue de l'existence des solutions u dans des espaces de Sobolev avec 

poids du type W 2 m + ^ ( f i ) . 

Comme dans le cas elliptique, on ne peut se donner arbitrairement 

l'opérateur {L,B} pour que le problème soit bien posé ; aussi on sera amené 

à introduire certaines conditions sur cet opérateur. 

Le but essentiel de ce chapitre est de montrer que l'opérateur {L,B) 

est un opérateur à indice (entre espaces convenables), la technique utilisée 

étant celle des estimations â priori. 

(+) Ce chapitre fait suite à [4], c'est pourquoi on fait la restriction 

1_<k<2m. Dans le chapitre IV, on montrera que les résultats ici sont aussi 

valables pour 2m < k. 
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^°î Estimations a priori dans le demi espace, 

1.1. Les estimations a priori dans le demi espace pour le cas des coef

ficients constants. 

1.1.1. : Notations et hypothèses 

Soit l'opérateur L = lix^;D^,D^ ) défini sur [R n par : 
n 

Lu(x) 2 L(x ;D ,,D ) {u(x)> = y P 2 m ~ K ( D ,;D ) { x K " h u(x)} , 
n x' x L

L x 8 x n 
n h=o n 

1 9 1 3 1 9 
où (D ,,D ) 3

 (-7-r—, .. . ,-r T: s "*r T — ) , où m et K sont deux entiers tels 
x' x ' i 3x. i 3x „ i 3 x 

n 1 n-1 n 

que 1 <_ K _< 2m et où 

2m—h 
(i) P (D , ; D ), pour o <̂  h <̂  K, est un opérateur aux dérivées 

x x 
n 

partielles à coefficients constants complexes, homogène et d'ordre 2m-h : 

P 2 m " h ( D ,,D J - I P 2 m " h D a , D j ; 
x x | i H _ , j,a x' x 

n |a|+j=2m-h J n 

2m 
(ii) P (D ,;D ) est un opérateur proprement elliptique, c'est-à-dire : 

x x 
n 2 m 

pour tout vecteur Ç' appartenant à ?R ' -ío), le polynôme P ) en Z^, 

admet exactement m zéros situés dans Im Ç > o et m zéros situés dans 
n 

Im Z < o. 
n 

Cet opérateur L induit, pour tout entier p^o, une application 

linéaire continue de W 2 m + P ? R n ) dans H P(jR n). 

K + + 
Par transformation de Fourier en variables tangentielles, (cf : 

(1.17)) l'opérateur L est transformé en un opérateur différentiel ordinaire 

n—1 
en x , noté L(x jÇ',D ), dépendant du paramètre Ç ' de IR 

n n x 
n K 

L(x ,Ç',D ) iv(x )} 5 f P 2 m ~ h (Ç!,D ) { x ^ h v ( x ) } . 
n x n , u x n n 

n h=o n 
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Ces opérateurs appartiennent à la classe des opérateurs différentiels 

étudiés dans [4] . Ceci nous amène à définir pour chaque entier p>o la 

condition" tt^ Cp ;!R™) su Iv ant'e : 

H. ( p j F " j : l'équation <(> (P ) = i plm~t*t ^ P C P - 1 ) . . . (P-h+1 ) » o n 'admet 
h=o 

pas de racine sur la droite Rep » -p-2m+K-^. 

Désignons par r^ le nombre de racines de l réquation <f>(p) « o 

vérifiant : . 
Rep > ~ p - 2 m + k — • 

On introduit alors une condition h ^ C p ; ^ ) portant sur le nombre 

X * m-r . 
P P 

n (* ) 
H-(p;(R ) : le nombre x est > o. 

2 + p -

On définit maintenant les opérateurs frontière. Pour j » 1 j - . « j X p 

Csi X est > o ) , soit l'opérateur B P ( D .) défini par : 
P j x' 

2m+p-k-1 
B P ( D j = i B . (D J 
j x' q = i K j,q x' 

où, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 <̂  j <̂  xp# -k<q<2m+p-k-1, 

B . (D .) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients constants 
j,q x' 

complexes, homogène et d'ordre ^ " Q * nu. étant un entier vérifiant - k£ \r\j 

^ 2m+p-k-1 et si, e s t négatif, l'opérateur B ^ ^(D^,) correspondant 

est par définition i'opérateur nul. 

On notera B ~ B (D J E ( B P ( D . ) , . . . , B p CD J ) . Cet opérateur B 
P P x' 1 x' x p x p 

induit une application linéaire continue de 

W 2 m + p G R n ) dans H P H 2 m + p- K- mj- 1 / 2dK n" 1) : 
K + J-1 

u — • B yu = ( B P v u , .. . „ B P vu) 
P 1 X P 

ar^p-K-1 
Eï Y U =

 l Bi q V J q=-K J' q q 

pour j - 1,...,x . 

(*) On examinera par la suite quelques cas particuliers où cette condition 

n'est pas réalisée. 
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Par transformation de Fourier en variables tangentielles, l'opé

rateur est transformé en un opérateur linéaire de C 2 m + P dans C p , noté 

B dépendant du paramètre £' de iR n ̂  : 

Z = ( Z - K 2 2 m + p - K - 1 3 — ^ B p ( Ç ' ) z ' œ P ( Ç ' ) z . . . . , B x P (Ç.)zJ 
P 

ou K 

2ra+p-k-1 

B P(Ç'}z = I B. (Ç')2 
J q-k J'q P 

pour j « 1,... ,x . 
n (̂  ) 

On définit maintenant la condition H^(p;îR+) suivante : 

H^(p;!R^) : pour tout U J appartenant à S ?* sphère unité de !R n \ le problème 

aux limites : 
L(x jO>,D ) (v(x )} = o 

n x n 
n 

i B ) .Y v = o 
v P 

Si X > o, ou bien 
P 

(L(x su>,D ) (v(x )} = o 
n X n n 

si x = o , n'admet que la solution v=o dans W 2 m + P ( i R ), 
p K + 

1, 1 , 2 . Enoncé des résultats 

Pour tout entier P^o, on considère l'opérateur ^> défini sur 

. , 2 m+p f i nn. W. K C R ) par : 
k + 

(1.1) J : u ^ u = 1 P P 7 

P P I Lu si X = o, 
P 

C'est un opérateur linéaire continu de W 2 m + P O R n ) 

xD 
,,p,T,n. n . .2m+p-k-m.-1 /2,_n-1. . ^ . L,Prn nT • „ 

dans Hp(jR ) x n H j (p ) s i x > a ou dans H K(jR +) si x = o. 

j-1 P P 

Désignons par [H p(p")] ïresp. [w 2 m + POR")] ) l'espace dual de H P QR") 

(resp. W ^ m + P C R n » . L'opérât eur adioint :Y de J est un opérateur linéaire 
k + p p 

continu de 
A 

r.Pr^n.i' n , , -2m-p+k+m . + 1 / 2 , ^ n - 1 , , r. , 2 m+p f on *i7 . - . 
H H p ) x II H K j GR ) dans [W. (R ) si X > o 

ou de [HP(jRn)]' dans [ « ^ i " ) ] ' si X - o. 
+ K + p 
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Désignons enfin par'J 1'isomorphisms canonique de [Vlp(iR^)J ' sur 

H Q

P (!R^} espace des distributions de H PGR n) à support dans [R^. 

On a alors les théorèmes suivants : 

Théorème 1.1 ;; Soit p un entier > o. On suppose que les conditions H^Cp;^^) 

hLCpj{Rn) et hL(p;flRn) sont réalisées. Alors, il existe .une constante c > o 
2 • 3 + : ' ' 

telle que pour tout u appartenant à wj^^QR^J on ait : 

(i) si K < 2m+p : 

|u|| 9 + < c . il? ul X * ||(1*xk)u|| 0 

W K » № + ) ' HP(R n) x n P
 H2m +p-K-mj-V2 ( pn-1 ) L(!R + 

J-1 
si x > o ou bien 
— A p 

|u|| 9 + < o . {||<pu|| * ||(1+xk)u|| . } W 2 m + P0F n) " P H P0R n) n W > K •** *** 

(ii) si k = 2m et p s
 Q 

l u«2m n - e - C«-£Pu| X 0 ||xfu|| 2 n > 
WzX> L 20R n) x n° H - m j - V 2 L W " } 

J-1 
si x > o ou bien 
— o »"112. „ I e - « 1 1 ^ . - 1 1 2 n * 2 " n> " W, m ) L (R J L №") zm + + + 
si x 3 o. 
— o 
Théorème 1.2 i Soit p un entier > o. On suppose que les conditions 

H (p^Rn) , H (p,iRn) et H (p;îRn) sont réalisées. Alors, il existe une cons-

tante c > o telle que, pour tout (f,g) appartenant à 

[Hpdp;)]' x n p

 H - 2 m - p + K + m j + 1 / 2 (ir\) 

JËi > 0 e t pour tout f appartenant à [H P (R^)] si Xp 3 O. on ait res

pectivement :, 
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№mni}' x n V 2 m - p * K + V 1 / 2 c K n - 1 )
 P K m f X ) | ' 

J-1 
+ l | jp f i l -p-1 n + lgl1 X p } ' P H p ' № ) n

P ^ m - p + k + r y l / ^ n - l j 
J=1 

^ l | f | l [ H X > ] ' i C ' , | i r p f l i | w r ^ ' l ' * , V l l « - p - 1 « n > > -
1,1,3. Démonstration du théorème 1.1 : 

Pour simplifier la démonstration, on supposera Xp > o. Les hypothèse 

H,|(p;R"î > H^Cp;^) et H^(p;ÎR^) impliquent que, pour tout u> appartenant à 

S le couple d'opérateurs (L(x ;a>,D ), B (o))} réalise un isomorphisme 
n-2 n x p 

de W. P C R ) sur H P Û R } x Œ p. La sphère S 0 étant compacte, on en déduit 
K + + n~2 

qu'il existe une constante c > o telle que pour tout w appartenant à ̂ n m m^ 

et tout v appartenant à W 2 m + P ( ! R + ) on ait ; 

2m+p p 

(1.2) I ||D (S V(S))|| 0 < c.{||LCsja>,D- ){v(s)}|| + ||.B (wj.y || x > . 
A=o S L ^ O R + r 8 H P O R + )

 p V (E P 

Pour u appartenant à 5} OR ) et Ç' appartenant à [R n ^ - (o), on pose 

v(s) = u(x ) 
n 

avec s = x U ' I . 
n 

On vérifie que l'on a les relations suivantes : 

D £ ( s k v ( s ) ) » U'|K~£
 D £ (x K u(x )) pour £ = o,...,2m+p, 

s 1 ' x n n K 

n 

L(s;o>,D )(v(s)} = | ç » | K ~ 2 r n

 L ( x ){ u(x )} avec u * Ç'/|Ç f| , 
s n x n 

n 

B (o) ) = | Ç ' | q ~ m j B. (Ç ' ) pour 1 < j < X et ~k < q < 2m+p-k-1, si x > o, 
J * Q J'Q P P 

Y v « U'|~q Y u pour -K < q < 2m+p-k-1. 
q q 

Par suite, il existe une constante c > o telle que, pour tout u 

appartenant àÇQ (£R+) et tout Ç' appartenant à [R n ̂  - (o), on ait : 
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(1.3) i ç ' | k - * + 1 / 2 | D e ( A ( x ))|| y < 

< c . { ? , ç . , K - ^ / 2 B 4 ( L , X ) { u ( ) } ! | 

X p 2m+p-k~1 Ï 

• I I C ' P J I 2 B (C) YU| • 
j=1 q — K J ' Q q j 

Ainsi, pour tout u appartenant à Vj ÛR^) et tout Ç ' appartenant à 

iR n ^ - {o}, on a l'inégalité 

(1.4) " f " | ç ' . | k " A + 1 / 2 l l D ^ u V . x ).}| 2 

£=o X n n n L Z(iR +) 

< c . { l ,ç MK-i-2m +1/2 | | D e C L ( x n , C ' . O x ){Û(ç-.x n)}|| 2 

U*o n n L ÛR +) 
X p 2m+p-k-1 A >l 

+ I U ' P j I I B CÇ'X Y Q u ( Ç ' . . ) | . 

On multiplie les deux membres de l'inégalité (1.4) par | ç ' | 2 m + P k '' ° 

et on intègre par rapport à £' dans [R n 1 . On obtient l'inégalité : 

(1.5) l | | D ° , D J (x Ku)|| < c. H^PuH x 

ja|+j=2m+p X X n n rOR1?) P

 wp(ff^)x nP

 u 2 m + p - k - m . - 1 / 2 f I D n - 1 , 

d'où : J 

( 1 ' 6 ) i X n U l l 2 m + p n ^ c ' { ! ^ p U l l p n *p 2 m + p - k - m - 1 / 2 n-1
 + H x n u H 2 n K 

+ + + 

On en déduit le théorème 1.1 en utilisant les remarques 1.1 et 1.2 

du chapitre I. 

Pour établir les estimations a priori du théorème 1.2, dn a besoin 

de quelques lemmes techniques. 

1.1.4. Quelques lemmes 

Soient 1^) appartenant àÇ) ÛR n) et <j> , pour q - -k,... ,,2m*p-?k"-1>- ap-

partenant à < S)(R n ^) ; la distribution 
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Ф -1 2m+p-k~1 f . 

'+• T (j) < 8 x " c r l Y(x ) + ) <f> ® « l q J ( x ) 
q=~k q=o H 

où Y est la fonction d'Heaviside et 6 la mesure de Dirac en x^ = o, appartient 

Pour tout Ç 1 appartenant à | R N \ la distribution en x n définie sur 

IR par 

A -1 . 2m+p-k-1 r . 
(1.8) T U 1 , . ) « •(Ç ,,.î + I > (Ç ' ) x ~ q ~ n Y(x ) + > % U9) 6 l q J ( x ) 

b q n n q n q=-K H q=o H 

appartient à [ w ^ P O R ) ] 1 . 

Désignons par H^, l'homothétie 

(1.9) H r , : x ! — > s - x U ' I 
£ ' n n 1 1 

n-1 A 

pour £• appartenant à IR . Notons , T(Ç',.) la distribution en s définie 

sur fR par : 

( 1 . 1 0 ) < H v W . . U a l a ) > S b , m x ç b 9 R } "
 < T « , - î ^ n | Ç ' h V f i R J x a ) a R , ' 

pour toute fonction a de oÔ ( (R ) . 

Lemme 1.1 : Avec les notations précédentes, il existe une constante c > o, 

indépendante de $ et <f> , pour q = -k,..,,2m+p-k-1, telle que : 

i | Ç •| > 1 Ç [ w f + P CR ) ] » ~ [ w f + P (fR n ) ] • 

Démonstration : Puisque, pour q = - k , . . c , - 1 , la distribution x ^
q 1 Y ^ x

n ^ 

appartient à fy2m+P0R}]/, on peut écrire : 

K 
K 

(1.11) x" 0 1" 1 Y(x 3 = l x J Y. O O 
n n n J,q 

où Yj appartient à H~
2 m"" p* k~ J OR) pour o < j < k et -k < q < -1. 

Par ailleurs, <f> ô ^ ( x ) appartient à H 2 m P + K ( f R n ) pour 
q n 

q s o,...,2m+p-k-1. 
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Il en résulte que la distribution T définie par (1.7) peut encore 
s'écrire sous la forme : 

k , 
(1.12) T - [ x J V. , 

-1 2m+p-k-1 . . -1 
avecV=<j>+I 4><3>Y + L <t>a®«

 Q et V - £ * ®Y pour ,..., k. 
° q--K. q °'q q=o Q J q — k Q J' Q 

De plus, V. appartient à H 2 m P + K ^(<Rn) pour j = o,...,k. 
«3 

Soit maintenant (*f- } . , une famille de fonctions de SJ>tfRn) telle 

que l x̂ cpj = o. Posons LK » + *fj pour j » o,...,k. 

Pour toute fonction a appartenant à <£>GR) on a : 

<H ç,
<r(Ç'..).a(s)> a >, 0 R ) x^ a R ) - j Z o < Û J K ' . . ) . x J a ( x n | Ç ' | ï > 3 > i ( R ) x a ( R , . 

On examine chacun des termes du second membre. On a : 

< 5 j « , » ' - ^ " ' h l « , | ) » a . W x e „ ) • { K - . t 0 J | ï - r J - 1
 F- 1(sJo,(s))( Ç n/U'l)dt n 

(K 

[ y 9 -2m+k-p-J _ 2mH^+p+j _ 
= <ÏU (Ç'.x U*|)(1+x^) 2 J (1+x^) 2 F '(sJa(s))(xn)dxn s 

il en résulte que : 

|<Gju',.).x^(xnU'|)>g),(|R)x5)0R5l < 
f o o • , y 2 1/2 

< U T 3 i ^ ( s . i H 2 m > p . M J ( R ) ( ̂  n . K V ^ - ^ v r . x j ç . i i k g 

•« s J " ( S ' l H 2m.p-K.j | C - | 2 " - " - k - 1 / 2 ( } r ( | Ç ' | 2 ^ ) - 2 , n - p * k - J I ^ U J ( Ç - . - î n J r 2 * n ) 1 / ' 

Comme la norme sur W 2 m +' 30R) est équivalente à la norme : 

k 

v, • l | | S J V ( S ) || , 
j-o H K J(TR) 

on déduit des majorations précédentes que : 

K.««,.->i2

r2»n> n iU' i 4 m* 2 p" 2 K ' 1 I (f ( U ' i 2 H 2 ) - 2 m - p * k - J | ^ . « ' . 5 n ) i 2 d g . 
4 [WJ™

 P0R)] • j-o 'IR 
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d'où 

f U r 4 m " 2 p + 2 k + 1 l l H r , T ( r . . ) | | 2

 9 + o r < c. " | | u . | ! 2 , . 4 . 

J|Ç'|>1 y [ W 2 m + P ( f R ) ] ' ~ j=o ^ H m ~ p """̂  OR ) 

Le lemme 1.1 est alors une conséquence de la proposition 1.5 du 

chapitre I. 

Lemme 1.2 : Avec les notations précédentes, il existe une constante c > o, 

indépendante de <(> et <j>̂ , pour q ~ -k,... ,2m+p-k-1, telle que : 

| | X • , . 312 dç» < c. ||T||2 -

Démonstration : Avec les notations de la démonstration précédente, on doit 

démontrer que : 

t i î i
| 8 j I { , ' , , ^ « l

d { ' i C - " u ^ v l 

ce qui est facile à voir. 

1.1.5. Démonstration du théorème 1.2 

On fait la démonstration dans le cas où x , > °- L'espace 

étant canoniquement isomorphe au sous-espace des distributions de (jW 2 m + p ( ( R n î ] ' 

à support dans (R n, on peut considérer l'opérateur comme un opérateur linéaire 
P 

continu de 

CHpSRnq- x nP
 H - 2 m - p + k " m j + 1 / 2 0 R N - 1 ) dens [ w 2 m + p 0 R n ) ] • . 

j-1 

Lsmme 1.3 : Soit Cfjg g ) appartenant à fH p0R")] ' x n P

 H "
2 m " p + k + m j + 1 / 2 C i R n " 1 )'. 

1 X p - j = 1 

Alors, <?*(f >g ,... ,-g- ), considéré comme élément de [w2m*Pt?Hn)] ', s'écrit : 
P X P 

V ""1 

K p j = 1 q=-k 

y 2m+p-k-1 w f , 

j=1 q=o J ' Q J 

où L (respr ) désigne l'opérateur adjoint formel de L (resp. de B J. 

j 't j * q 
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Démonstration : Soit <f appartenant à <g) C R n ) . " Par définition 

+ L K + 1 K + 

= < ( f ; Ê 1 S ^ ^ ' f R ^ t P ^ O ' x ÎP H- 2 m-P + K + mj4(IR n- 1)) X(H
P(« n}x ^ H ^ P - ^ j - i c R 0 " 1 ) ; 

J-1. + J-1 
x p 2m+p-k -1 

a < f' L V f |(R n >[H P(iR n)l ' X H P ^ J VV S j ' q-^k ^' q Y q\ n >H- 2 m- p + k + mj4(lR n- 1 J x H ^ ' ^ j ^ ^ 

- x p -1 _ 

• <L*(J f),f> + J J . ( - 1 . ) " q _ 1 <B* g. g x " q ~ 1 Y(x ).<f> 
P 5 ) '0R n)x5)(R n) j-1 qS-k J ' q j n n €)'0Rn)x42>0RN) 

X p 2m+p-k -1 „ f i _ 

• I I i " q < s ! r t . s | ® . 6 l q , ( x n ) , f > . 
j-1 q-o J' q : J n ©•((R n)x^f« n) 

d'où le lemme. 

Démonstration du théorème 1,2 : 

Désignons, pour tout GO appartenant à S^^, P 3 1" ^ p ^ l'opérateur : 

vi • <T (0))v s {LCx iù),D )v, B (a>) yv) : W 2 m + P ( f R ) . — • H P BR ) x C X P . 
p n x p K + + 
K n 

Les hypothèses H A t p d R n ) , H_(p;R n) et H 0 ( p J R
n ) impliquent que (u> ) est un 

i + ¿1 + d + p 
x- X 

isomorphisme ; son adjoint ) est donc un isomorphis-fis de m 1 OR )J ' x £ sur 
p + -* 

[w 2 m + P((R +0 *. Pour ( f , g l g^ J appartenant à [HP0R+)]-' X C P , ̂ ( u > ) (f i g r ... , g ^ ) 

considéré comme élément de [Ŵ "1"1 p&R)] ' s'écrit : 

Se ) - ^ v ^ x ) { V } + L L M)~q~1 BL ( a ) ) gj xnq"1 Y (V 
p n j = 1 q=~K 

X p 2m+p-k-1 r , 

j = 1 q«o J ' q J 

où j désigne ici 1 'isomorphisme canonique de £ H P 0 R + J ] ' sur H o

P(!R}, 

La compacité de la sphère S g irc?liq u e l'existence d'une constante c > o 

telle que, pour tout w appartenant à S ^ e t pour tout Cfig^,.i.-#g ) appartenant à 

X n p 
[ H P 0 R + J ] ' x Œ P , on ait : 
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X X ^ 

(1.13) ||fl • f |g |<c ||l_*(s;o,,D H j f } . f j (-1)"q~1 B* (U)g 8 '
q " 1 Y ( s ) 

[HP(!R+)]' j-1 J P j=1 q—k J ' q 3 

X p 2m+p-k-1 „ . . 

j-1 q-o J' q J [w^mp(lR)]' 

Soit maintenant (f,g1,...,g )• appartenant à <2)(R") X (SD(iRn~1)) p et soit 
xp + 

la distribution T . ) . L'expression même de 3* (fjg^.-.^g ) (cf : 

lemme 1.3J prouve que l'on peut appliquer les lemmes 1*1 et 1.2 (remarquer que, 

dans ce cas, j f n'est autre que le prolongement par o de f pour x^ < o, ainsi 

j f - f appartient à 3>([Rn}). 

Par ailleurs, pour tout Ç' appartenant à lRn 1, on a : 

/"S ^ P — ̂ 
H _ ( T ( ^ . H ç ' |

2 m - k - V ( s ; U ) . D a Hj n f (Ç',8 / |Ç ' | j * I I (-D" q~ 1|Ç'fj B* ( M)g. (Ç » )
q"l 

* s p j = 1 q—k J' q J 
*P 2m+p-k-1 

dans <3>' OR). 

Appliquons l'inégalité (1.13) è (|ç ' | 2 m _ k ~ 1 j A f (Ç » ,s/|ç ' | ) j |ç ' | m1 gAS'). 
m - p 

X P g (Ç')J ; il vient : 
*P X 

( 1. 1 4 )|ç,|2m-k-1 | £ f [ Ç . f 8 / | ç . | , | | + £ je | m J |^(5')llc. i|H £,fÊ'..)||. 
P H P(IR) j-1 J * & C P O R O ' 

K 

On élève au carré, on multiplie par |Ç'| ̂ m ^P+2k+1 i e s q eux membres de 

l'inégalité obtenue et on intègre ensuite par rapport à £', pour |?'| >̂  1 ; compte 

tenu du lemme 1.2, cela donne : 

f, , l « , r 2 p " 1 l C f « , ' 8 / « ç , l J l 2 D d Ç , + ^ f , , U ' r 4 m ' 2 p + 2 k + 1 + 2 m j if -K-îp de 

J | C * |±1 HP(R) j-1 J |.Ç'|>1 J 

< C. |(P*(f.gv....E )| , ? , 

p ë1 *xp ' ^ p ^ - j , 
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0'autre part- : 

f . | e ' r 2 p " 1 I I V K ' . 8 / | ç ; | ) | 2 { №iv.inî\
2& 

J|Ç'|>1 P H P Ö R ) >!R 

> f | ( 1 . | Ç ' | 2 . C V P l*.f.(Ç^Ç n)|
2dÇ. 

et 

[ U.,-4m-2p-2k*1-2mJ ß ^ j j ^ . , [ + U • |
 2)"2m"P+k+mj4 |g.5tç • )|2d6 •. 

'|ç«|>l J U ' | > 1 3 

Il reste à majorer 

f f d * | ç , r 2 * c 2 ) ' p \4ïiv>ïf de 

f C1 . | € ' | 2 î " 2 m " P * K * m J*2 , ;'|îAV)\ 2 

Or i l est facile de vérifier que : 

! cH? lV 2 m- p + k + mj4 i t ^ .nHl. 
'|Ç'|<1 J H m j-20R ) 

pour j = 1 , . . . /Xp. 
Pour majorer la- première' intégrale, on introduit l'opérateur J p t ^ ) 1 pour 

un certain UJ appartenant à S On applique l'inégalité (1.13) à la famille 
o n-z 

/ \ A A 

(j f (£ 1 ,. );g1 (S 1 ),.. . (£ ' ) ) et pour CD * Ü>q ; on obtient : 
P p ° 

X 

K 

Par ail leurs,, 

d+|ç'|2+ç2)"p l^fu-.e )|2 dçn i II j f ce.) Il2 
J|R n n n p (_| P(jR] 

et. pour | Ç ' | l 1 ' 

x p 

< c. { | | j%(C', .) | | . - I IgltÇ'îl) ; 
P H (R ) j = 1 J 
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par suite, en intégrant la relation (1.15) (après avoir élevé au carré) par 

rapport à pour < 1, on obtient : 

.' , f t H c ' | 2 * ç 2 f p l^(ç.'.ç n)|
2 dç < 

- " | Ç ' | < 1 P P 1 % [ W 2 m + P 0 R ) ] ' 
X 

• f , lly^'.-)» 2----, * * + ï P { , i I V * ' ) I 2 d Ç ' l • 
'|ç*|<i p H p 'm) j=i JU'Iii J ; 

Le lemme 1.2 donne que : 

J|Ç'|<1
 P P 1 V Cw2m+pc«R3l' 

— K 

P 1 ° X p [ W 2 m + P 0 R ^ ] ' 

d'autre part, 

f, , llCf(C''-)||2-p-1 d Ç' - c- BjpfH2-p-1 n' e t 

• ' |Ç'|<1 P H P 8R) H OR ) 

pour j « 1,... , x p . 

Finalement, on a obtenu la majoration : 

j | t l | i 1«*lf|
2^»- pl**« {'. î n.|

2- î<o.{| !P» p,f. g l % » | 2

[ w r p < ) ] . 

Xp > 
+ llJfl2^.-, n + l II S ̂  il -2m-D+K+m — n-1 f 

p H P \lR ) j-1 J H ̂  P K mj 20R V 

on en déduit facilement les estimations à priori du théorème 1.2. 

1.2 Les estimations a p r i o r i dans le demi-espace pour le cas des coefficients 

variables. 

1.2.1 : Notations et hypothèses : 

Soit l'opérateur L = L(x,x ;D ,,D ) défini surfR n par : 

R

 n X X n 

Lu(x) = L(x,x jD ,,D )(u(x)} = [ P 2 m ~ h ( x , D . , D v ) ( x ^ h u(x)}, 
n X x . x x n 

n h=o n 

où m et k sont deux entiers tels que 1 < K < 2m et où : 
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2m*"" h 
Ci) P (x,D ,,D ), pour o <_ h < ky est un .opérateur aux dérivées. 

X X 
n 

partielles à coefficients indéfiniment dérivables et à dérivées bornées dans (R n, 

d'ordre inférieur ou égal à 2m-h : 

P 2 m - h C x , 0 „0 ) - • l P 2 m"" h(x) D a , D j ,' 
X X n fa|.j<2m-h J'a X X n 

2fn 
(ii) P (x,D , yD ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans 

x ^n 

ÎR^, c'est à dire : pour tout Ç' appartenant à IRN ^-{o} et pour tout x £ ffP, le 

polynôme 

|a-|+j=2m 

admet exactement m zéros situés dans Im £ < o et m zéros situés dans Im Ç > o. 
n n 

Cet opérateur L induit, pour tout entier p >_ o, une application 

linéaire continue de W ^ ^ G R 0 ) dans H P ( IR N ) . 
k + + 

A cet opérateur L, on assooie.l'opérateur L° = L Q(x,x ;D , ,D ) défini 
n 

par la relation : 

L ° C x ' V D x " D x H u ( x ) } 5 J P 2 m - r i Q x ' D x " D x 1 : ï * n " h - u f x ) > ' 

n h=o n 
où 

P 2 m-|:(x;D „0 ) - I P 2 m " h ( x ) D", D* . 
2m'h X X n |a|.J-2m-h J'a X X n 

L'opérateur L°Co,x ;.D ,,D ) est un : opérateur du type étudié au paré-
n 

graphe 1 . 1 ; les conditions H.(p;fR ) et H n(p;?R ) associées s'écrivent : 

H 4(p*R*) : l'équation C ( ) 0 ( P ) ! P T P^!*'*j (o) i h p (p-1 ).. . ( p - h + 1 ) « o n'admet 1 + , u 2m-k+h,o 
h^o ^ 

pas de racinerléur: la droite Rep = -p-*2m+k-^, 

et si r désigne le nombre de racines de l'équation <j>°(p) = o vérifiant 
P 

1 

ReP > -p-2m*k-^, on a : 

H 0 ( p ; R
n ) : le nombre x 88 m - r est > o. 

2 H + A p P -
On définit maintenant les opérateurs.frontièreé. Pour j = 1 , . « < , x p 

(si X est > o ) , soit l'opérateur B P(x';D ,) défini par : 
P 3 X 

B P(x';D ;j Y U E / B. (x';D ,) Y U 
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où, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 < j X p # -k ̂  q ;< 2m+p-k-1, 

^(x';D x >) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients indéfini-

n —1 
ment dérivables et à dérivées bornées dans (R , d'ordre inférieur ou égal à 

m. , m. étant un entier vérifiant -k < m. < 2m+p-k-1 et, si m. est négatif, 
j-q j ~ J — J-q 

l'opérateur Bj (x'jD^,) correspondant est par définition l'opérateur nul. 

On notera B = B (x'jD f) = (B P(x';D ,),...,B P (x';D..,)). 
p p x' 1 x' X x' 

P o 

Cet opérateur B p induit une application linéaire continue de ljiR +) dans 

n P H 2 m + p - k - m j " i ^ n - 1 ) : 

J " 1
 p p 

u • B YU = (B^, YU, .. .,B^ Yu) 
P 1 X p 
2m+D-k-1 

B P YU = I B. Y u 

J q.-k J'q q 

pour j * 1,. . . , x p . 

A cet opérateur B , on associe l'opérateur 

B° £ B ° ( x ' , - D X J = ( B ^ ° ( x ' ; D x l ) , . . . , B
P ' ° ( x ' ; D x i ) ) où, pour j = 1,...,X p : 

P P x p 

2m+p-k-1 m. 
B P'°(X';D .) YU= I B J ~ q t x ' ; D ), y u 3 x j,q x q 

m . 

Bj q

q ( x ' ; D x , ) étant la somme des termes d'ordre exactement -m -q dens 1*opérateur 

B j . q ( X ' j D x ^ -

On définit maintenant la condition H3(p;flR+) suivante : 

HgCpjiP™) : pour tout co appartenant à S n _ 2 , sphère unité de £R N 1

f le problème 

aux limites : 
f L°(o,x ; O J , D ) {v(x )} = o 

n x n 

I B°(o;D , ) Y V •« o 
^ p x' 

si x > o, ou bien 
P 

{L°(o,x J W / D ) (v(x )> = o 
n x n 

n 2m+D 
si x = o , n'admet que la solution v « o dans W GR ) . 

p K + 
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1.2.2. Enoncé des résultats : 

Pour tout entier p ̂_ o, on considère l'opérateur J défini sur 

W ^ X ) par : 

,0 /p ((Lu s B . V u } si X > o, 
( 1 . 1 6 ) : u —S u = i P Y P 

P P l Lu si X * o. 
P 

C'est un opérateur linéaire continu de W 2 r r , + p(lR n) dans 
X J. + 

H P ( ! R I ? ) x nP;H2mt.prk-m ^n-lj s i > X , > 0 Q U D A N S H

P C R " ) si X = o. On a alors : 
+
 J-1 p + P 

Théorème 1,3 : Soit p un entier > o. On suppose que les conditions lp;fP), 

H 2 ( p ; | R ^ ) çrt H^fp;!^) sont réalisées. Alors : 

^ il existe £

0

> 0 J=LË c

0 *
 0 telles que, pour tout u appartenant à 

W ^ m + P ( ( R ^ ) et à support contenu dans la boule de centre d'origine et de rayon e , 

on ait : 

1. _si K < 2m+p : 

I "Il 2 m.n ri " i c o feuf v 1 *l|t1*x")u|| ] s i x i . o . 

+ i = 1 
ou bien J 

H 2m +p n 1 C o fe>llp n

 +..l|(1+*n

kH| 2 n } 5i = °-
wf • P Û R ) '- ° v P H POR n) ' n L №V P 

K + + + 

2. jsi K = 2m et p = o 

H I 2 m n <V{ifPQu|| y 1 + I t 4 m u | l 2 J J Ë X 0 > ° . 
W 2 > ^ 1 L ^ J x ^ H ^ V ) L < ) X 

j=1 
ou bien 

H U I I 2m n i C o (ll^oHI 2 n, + U*T U H 2, n ) s i *o " °' 
2m + + + 

(ii) pour tout entier q >_ 1 tel que l'équation <p°(p) = o n'admette pas de 
1 1 racine dans la bande -(p+q)-2m+k-^ < Rep < ~p-2m+k-^, il existe e > o et c > o 2 - "~~ 2 q — q 

telles que, pour tout u appartenant à W ^ m + P ( p ^ } , à support contenu dans la boule 

de centre l'origine et de rayon e , et vérifiant : 



II - 33 

£P H p + 1 ( R N J * * p H 2 m + P + ^ K - m j 4 t t R n - 1 ) si x > o 
P +

 . A P 
ou bien 

f u £ H P + q ( Í R n ) si x = o, 
P + P 

alors u appartient à W 2 m + p + q t i R ^ ) et de plus : 

| u , ,

u Z m + p + q ^ n . -
 Cq-í«íp U|| X 9 „ 1 , + 11 u B

w 2 m + P + q - 1 (IDn\ 

j = 1 si x > o 
ou bien p 

j u¡|2m +p^q K j | | 4? u | | + | || ' \ ai X - o. 

Wfc|R") - q l P H P + C V ) W 2 m + P + q " V ) J ~ ~ P 

L'opérateur adjoint a ^ de.il p est un opérateur linéaire continu de 

[ H X J ' J ' X Ï P H- 2 m- p + M mj4(lR n- 1) dans [ w 2 M + P H B N ) ] > si x > o 

j-1 P 

ou de [H P(lR n)]' dans [ w 2 m + P Î K n ) ] ' si x - o. 

Au moyen de 1'isomorphisme j : [ H P G R ^ ] J ' — • H^flp^), o n peut considérer l'opé

rateur ̂ P * comme un opérateur linéaire continu de 

X 1 
- p f _ n . p . ,-2m-p+k+m .-h^^n-1, . . , , ,,-p^n. 

H QR ) x n H j 2 (¡R ) si X > o et, de H K([R ) si X = o, 
o + . * p o + p 

dans le sous-espace des distributions de [ w ^ m + P G R n ) ] ' à support dans p " . 

On a alors : 

Théorème 1.4 : Soit p un entier > o. On suppose que les conditions H^(p;[p^), 

H 2(p;(R^) _et Hgïp;[R") sont réalisées. Alors, il existe des constantes s > o et 

c > o telles que, pour tout Cf,g) appartenant à 

H- pCiR n3 x J P

 H "
2 ^ p * k + m l 4 c R n " 1 J 

° + j-1 

et à support contenu dans la boule de centre l'origine et de rayon e (il s'agit 

de la boule de IR n pour f et de la boule dans JRn ^ pour g., j = 1,...,X ) si X > o x «Pj p — p 

et pour tout f appartenant à H ^ÛR^) et à support contenu dans la boule de centre 

l'origine et de rayon e si Xp = °> on ait respectivement : 
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H » n p H - ^ ^ j i ^ 1 P H f i ^ n ) 

+ + l g , , Î P H ^ j l W " 

et J = 1 

I M I . p n < c. fI_ 2 m + p n i HkiLp., n •. 
H

0

 ( Î V [ w £ m p ( | R ) J ' H C(P ) 

1.2.3. Démonstration du théorème 1.3 : 

On fait la démonstration, pour x > o. On notera B(o,e) la boule 
P 

ouverte de centre o et de rayon e dans (R n. 

On applique le théorème 1 .1 au couple d'opérateurs 

{L°(o,x J D F',D 3, B°(ojD .)} ; il existe donc une constante c > o telle que 
n x' x p x' 

N 2 + 
pour tout u appartenant à W P(ÏR ), on ait : 

: K + 
(1.17)11x^1 _ <c.{||L°(o,x ,D ,D ){u(x)}| +|B°(o;D )Yu|l X D 2 m + D . k . m A n„ 

N H 2 m + P(|R n) l n X X n H PQp n) P X n H K m j ? № 
J = 1 

+ Hx̂ ull „ [ . 
.+ 

La continuité des coefficients des opérateurs L et B p montre qu'il 

existe une fonction a (e ), tendant vers o avec telle que pour tout'u'sp"-

partenant , :à ( W ^
m + p C S R n ) avec Supptu) C B(o,e 3 tSupplu} signifie support de u ) , 

on ait : 

Si(L°(x.x ,0 ,D )-L°(o,x ;D ,D )){u(x)}|| <^ « te D ||u|| . n x x n n x V Hpm) </ m pmnj ( i. i d j + + 

||(B°(x\D , ) - B ° ( r ; D , ) ) Y U | | X 9 m + n w m

 1 n <i - a U ) N I 2m+D - * » p x' p x' n p ^ m + p - K - m ^ ^ T i - 1 ^ - i/ r a P G R ) ' 

J-1 

Les hypothèses faites sur les coefficients des opérateurs L et B^ 

impliquent l'existence d'une constante a > o telle que pour tout u appartenant 

à W 2 m + P i i p n ) , on ait : 
. K • + 

||(L(x,x ;D ,D )-L°(x,x ;D ,D )){u(x)}|| < a \ u || , 

„n,
 n x V n x x n H P ( F " ) wfm p xmn) 

(1.19) + K + 

J-1 
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pour tout 0>o, il existe C >o telle que pour tout u appartenant à W 2 m + P ( R n ) 
P _ K + 

l | u i W l r ^ . 1 * l | u | l

w 2 m + P n R n 1

 + C 3 ll«*^ïû|| si K < 2 m + p , 

(1.20) W k W K ( l R 3 

| u | 2 m + _ , n i 6 II u II 2 m + D n

 + c |x"ju|| si k = 2m et p = o. 
< m + P 1 ( R n ) W ? m + P ( t R n ) 8 L ÛR ) 
K + K + 

On déduit facilement le théorème 1.3~(i), des inégalités (1.17), 

(1.18),(1.19) et (1.20) 

La démonstration du théorème 1.3-(ii) sera faite par récurrence sur 

l'entier q > 1. Soit donc u appartenant à W ^ m + P Q R n ) avec Supp(u) C B ( o , £ ) , 

o < e < £ q, et 5 ^ p
u appartenant à 

H P*V) x n P

 H 2 m + P + 1 - K - m J 4 ( { R n - 1 K 

J-1 
On suppose de plus que l'équation <J>°(p) = o n'a pas de racine dans la bande 

1 1 
-(p + 1 ) - 2 m + k — £ Rep £ - p - 2 m + k — -

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant 

à IP -{O} et i compris entre 1 et n-1, on pose : 

T . uv(x) = v(x„,...,x.+h,...,x ), i,h 1 i n 
1 

p. ,v(x) = T - ( T _ ,v(x) - v(x)). 
i,h h i,h 

1 
Si h satisfait à o < | h | < T r ( e - e ) , les supports de T . , v et p. . v sont contenus 1 1 2 o i,h i,h 

1 

dans la boule B(o,e'} où e ' = e + 2 ^ e o ~ 6 ^ ^ 3 ^ U Q * G s u p P o r t c , e v e s t c o r , t e n u 

dans la boule B(o,e). On a : 

L(x,x ;D f,D ) {p. uu(x)}= p. . (Lix,x ;D ,,D ) {u(x)}) 
n x' x i, h i, h ^ n x' x 

n n 

K 2m-h 2m-h-i 0 . _ , , 
+ 1 1 I P- H (PÎm"h(xJ) D B , D J (T. h(x

K" hu(x)}}. 
h=o j=o [ o c l - o X ' h X X n X ' h n 

Les hypothèses faites sur les coefficients de l'opérateur L impliquent 

l'existence d'une constante a > o, indépendante de u et de h, telle que : 

(1.21)||l_(p u)|| < a{Hp CLu)j| + H u | | 2 m n > ; 

+ + K + 
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et*- de même 

(1.22) j| B CYP . ,u)|| X n ~ ...̂  1 , o n . < a i i k Y U D H X . . 1 

p i,h V H 2 m + p - k - F r t — Û R }~ y1 i,h p n p tt2m+p-.k-m ^ ^ 
1=1 i »1 

K + 
où P. , (B Yu) » (P. . (B PYu),. . .,P . . ( B P Y u ) ) . 

i,h p i,h 1 i,h X p 

Par ailleurs les estimations (i) du théorème 1.3 appliquées à la fonction 

P i hU ^ P o u r v u c' u e £' < e

Q ^ s'écrivent : 

+ + J = 1 

+ ||(1 +x k)p. hu|| 1 si K < 2m-p, 

(1.23) + 

H pi h UH 2m n - C o / i3? l pi h u ) H 2 n x p -m -1 n-1 + 

J-1 

n i,n ^( j p ^ j . 

D'autre part, il existe une constante g, indépendante de u et de h 

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple o < jh[ < 1 ) , telle que : 

X' H p ( f f r ) H P " O R " ) 
(1.24) 

l'i.h V " X„P H 2 r a . p - K - m j - l № n - 1 iMBpVu|| x p ^ , . ^ 4 ^ - 1 , -

J-1 J " ! 

Enfin, il existe une constante <5, indépendante de u et de h, telle que : 

H(1+x k)p u|| < 6j|u|| 2 • si k < 2 m + p , n i,n ^ ^ n j w f " P($R") 
(1.25) + K 

I ^ P i h « I 2 n l6llx2
n
mull2rR n si k - Z m a t p - o . 
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Des inégalités (1.21),...,(1.25), on déduit que p . .u demeure dans un 
i, n 

borné de W 2 m + p ( | R n ) lorsque h varie de sorte que o < I h| < -~ te "£ î * il en K . + z o 

résulte que D x appartient à W 2 m + p Ç R n ) avec la majoration : 

X̂  K + 

+
 j - 1 K 

et ceci pour i = 1,...,n-1. 

Pour montrer que u appartient à W 2 m + P + ^ (JRn), il reste à établir que 

D u appartient à W 2 m + P ( [ R ^ ) . Pour cela, on remarque que : 

n + 

k _ , , K 2m-h-1 2m-h-j _ , , , 

(1.27) I P f ^ ( x ) D 2 m - h { x k ~ h u ( x ) } = L u ( x ) - I I £ P 2 m " h ( x ) D A , D J { X

K _ h u ( x ) } 

appartient à H P + 1ÛF^). 
2m 

Divisons les deux membres de (1.27) par P ^ m 0^
x^* c e q u i e s" t possible car 

P 2 m (o) / o et donc P 2 m ( x ) est non nul dans la boule B(o,e) si e est assez petit 
2m,o 2m 

et, pour h s 1,...,k, soit Q (x) une fonction indéfiniment dérivable et à 
dérivées bornées dans telle que : 

Q 2 m ' h ( x ) = P 2 M - H ( x ) / P 2 m (x) 2m-h,o 2m,o 

pour x appartenant à la boule B(o,e), ainsi (1.27) devient : 

fA oni r^2m r k i r _ 2 m - h r s „2m-h f k-h r~ i _ i P + 1 n n n ï 
(1.28) D tx u> + ) 0 (x) 0 ix u} t lr ( F M . 

x n x n + 
n h=1 n 

Or, on peut écrire, pour h = 1,...,k : 

0 (x) = 0 (x',o) + x r (x) 
n 

où r 2 m h(x) est une fonction indéfiniment dérivable et à dérivées bornées dans 

Introduisons maintenant l'opérateur c £ (x*,x ;D ) en x^ et dépendant du paramètre 
n 

x' : 

c£(x',x ,D H v ( x ) } = d + D
2 m ) { x K v } + l Q 2 m - h ( x ' , o ) 0 2 m ~ h { x ^ h v } . 

n x n X n n h=1 *n 

La relation (1.28) s'exprime alors : 

(1.29) (x',x ;D ) (u(x)} £ H ^ Û R ? ) . 
n x • + n 
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Puisque, pour h - 1 K, Q 2 m~ hto) - P 2 m~£ „(o)/P 2 m (o), l'équation 
2m-h,o 2m,o 

• CX. ' .PÎ = l 0 2 m" k + h(x',o)i h P (p-1)J..(p-h+l);•• D 
h=o 

2m 
(en convenir/S que Q (x',o) = 1) n'admet pas de racine dans la bande 

1 1 -(p+1) - 2m + k - ~ <_ Rep £ -p -2m + k - ̂  et le nombre de racines de cette 
1 

équation vérifiant Rep > -2m -p + k - ~ est égal à r p si (x',o) appartient à la 

boule B(o,e) où e est suffisamment petit. 

Utilisant les résultats de [V| , de (1.29) on déduit que, pour presque 

tout x', u(x',.) appartient à W 2 m + p + 1(iR ). On va montrer que u appartient à 

K + 
w 2 m +e + 1flR ,L2CRn-1)) où 

K + 
W 2 m +e + V ; L 2tfc n- 1]) - { v e H 2 m + P + 1 - R ( R J L V " 1 ) ) . x K v £ H 2 M + P + 1 (F ; L 2 ( p n " 1 ) ) } 

K + + n • 
avec, d'une manière générale, pour r entier^ o : 

H R ( R + ; L 2 ( R N ~ 1 ) ) * { v £ 2 V ( R " ) , D ^ v é L 2 G R j ) pour j * o,...,rh 
n 

De (T} > on déduit facilement qu'il existe une constante c > o telle que, 

pour tout v appartenant à W 2 m + P + 1 8 R ), on ait : 
K * 

« ^ m + p + l ± C ' J " * ° ' V D x p.1 *^2mo Y 
V T m p 1 Q R ) t ° *n H p 1 « ] w : m P ( p ) j 

D'après la continuité des coefficients de l'opérateur (x',x *D ), il existe 

2m+ +1 n 

e > o tel que, pour tout v appartenant à W. p (R ) et tout x' tel que (x',o) 
K y 

appartienne à la boule B(o,e), on ait : 

(1.30) ||v| < 2c. ftôx',x ;D )v|| • | | v | | 2 1. 
w; m P 1CR +iL

2QR n 1)) j n H P (IR̂ ). . w j ^ P » + ) J 

On applique l'inégalité (1.30) à la fonction u(x',.), pourvu que-le 

support de u soit contenu dans la boule B(o,e). On intègre ensuite par rapport 

•i-1 
à x' dans IR > et en obtient : 

(1.31)||u|| 2 ... ± 2c. /»<£(x\x ;D )u|| t | u | _ 1. 

W ? m p 1BR jL 2DR n 1)) \ n X n H p W ) W* m P 0 R " } J 

Ainsi, u appartient à W 2 m + P + 1 ( {R ; L 2( (Rn~1)) ce qui, compte tenu du 

fait que D u, peur i=»1,... ,n-1, appartient à W 2 m + P ( ), implique que D u 
i x

n 

appartient -̂ ussi à W 2 m * p ( [R1]) ; de plus, on a la majoration : 
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K -Il £ C . { i i£Pu|! * lluR 

n w 2 m - p f î R n } H P + 1 ( i R ; ) x iiP H 2 ^ 1 " ^ ^ ^ - 1 ) W 2 m + P( (Rj) }. 
j = 1 

Finalement, on a démontré le théorème 1.3 (ii) lorsque q=1. Pour q >_ 1, 

on rais.-nne par récurrence par une méthode analogue. 

1_„2_-4. Dé|T'>r.-3i-r«tirn du théorème 1.4. 

Pour simplifier, on supposera Xp > 0« Soit (f,g) appartenant à 

X V 
H~ p t (R1?) x n P

 H -
2 m - P + K + m j + 2 ( ( R n _ 1 ) . ̂ p " ( f , g ) , considéré comme élément de 

o + . . -J p 
j-1 

№ m * p { fR n)] s'écrit (cf. lemme 1.3) : 
K 

$1 Cf,gJ - L*Cf) . f I ("13- q" 1 B * g 0 x - ^ 1 Y(x n) • 

X 2m+p-k-1 e s 

j = 1 q«o 

Poîir établir 133 3s 4,imations a priori du théorème 1.4, Dn a besoin de 

plusieurs lemmes. 

Lemmo 1,4 : Il existe une constante c > o telle que, pour toute fonction b appar

tenant à 5) ( ! R n ) . il exiite une constante c(b) > o telle que pour tout f apparte-

•«n n 2m—h 
nant à H (R' ) peur tout opérateur de dérivation D d'ordre 2m-h avec 

0 < h < m k, on ait i 

i J b C x ï - D ^ " h ( x R " h f ) | | n < C {Max |b(x) | .|f || " + Ctb) |-P| } 
[ w ^ * p ( I R n j ] ' " x é ( R n H p ( I R n ) H p 1 ( ( R n ) 

Ltéremtrstio" ; Soit <j> appart3nant à £ ) ( J R n ) . On forme : 

< b D ? * - h î x K - h f î . * > n n - ( - 1 ) 2 m " h < f . x n

K" h D 2 m - h ( b * ) > p 

- ( - V . ^ - ' ^ h P . x ^ D ^ V + ( - 1 ) 2 m " h < f , x K - h [ D 2 m - h , b ] > n 
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où h,b] désigne le commutateur de l'opérateur o2m~h
 et de l'opérateur de 

multiplication par, b, 

Qn majore chacun des deux termes s 

|<bf, x ^ h D 2 m " V „ | < Bb-Pg | x K ' h D 2 m " % Il . o r 

or (cf. : QeU ) : 

M -p n 1 C. { Max |b[x)| ||f|| + C(b) ||ff } . 
H P(IR } x â R P H P ( f R n ) H p 1 ( / R n ) 

at |j K-h 2m-h | < c . (fou 
H P ( / R n ) ~ W 2 m + P ( ( R n ) 

K 

Par ailleurs, 

|<f,xK"h[n2;ri-'\t1 « > , |< ||fi| „ | | x K " h [ D 2 m - h . b ] * ! | „ 

l'opère leur {jJ J" h,bj étant un opérateur d'ordre 2m-h-1, on peut écrire : 

lix^'lp^b]*!! n.. < ctb) U\ n . 
H P (lR n) W f m P ( fR n) 

K 
Il en résulte l'inégalité : 

i<Du' ; : r'" ,"'rx K' hr5^> | < C{Max |b(x)|;îf!j n • C(b) M l < } 
1 1 ^ ) ' ( fHn ) x SX R n ) x e iR n H" p ( Iff J H " P " ' ( (Rn) 

• 1 * 1 o 

W 2 m + p ( F î n ) , 

J'où le. IsmiTiB 1 . 4 , 

Lemme 1.5 ; Il existe uno constante C > 0 telle que, pour toute fonction b appar

tenant à 2) i ! R n ~ 1 ) il existe C ( b | > 0 telle que pour tout g appartenant à 

1 

- * avso < q < - 1 , on ait : 

cm" 1) - -

. C t b ) | g | 2 m . p , h ( . q . i i • 

(/Rn"1) 
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Démonstration : Soit $ appartenant à 2)(|R n). On forme : 

< b g ® x ~ q ~ 1 Y(x n),*> n = (-1)""q~1 < bg. Y 

" n ^'((R n)xS)(fR n) q ^)'CtR n) x ̂ ( R n ) 

d'où 

| < b g g > x ~ 1 ~ q YCx ),<(» _ I < Il bg II _ . 1 |Y|| I , . 1 

( .fR ) +

 ( ( R
n - 1 ) 

Or ! 

l l ^ l l H - 2 m - p + K + q 4 i
C - {

x ^ > - 1 l̂ -'HIUli 2 m. p + k + q^ * C(bi l| g|L 2 m_ p + K + q_1 > 

(fR"" 1) (IR n- 1) CfR n" 1) 
et 

le lemme 1.5» est alors une conséquence immédiate des inégalités précédentes. 

Lemme 1.6 : Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute fonction b appar

tenant à ( !R n ), il existe une constante CCb) > 0 telle que pour tout g appar-

tenant à H ~ 2 m ~ p + K + q + , 2 " A V E C Q <_ Q <_ 2m+p~k-1, on ait : 

|| b C x ' ) g ® 6 ( q ) ( x )|| 0 < C.{ Max | bCx* J | ||g|| _ . i „ 
" n "[W2m+P(en)]' ~ x ' € » R n - 1 , , ë V 2 m - p + K + q + 2 ( | R n - 1 ) 

* c(b> l | g I L 2 m . p + K + q . i _ > • 

Démonstration ; Elle est analogue à celle du lemme 1.5. 

On peut maintenant démontrer le théorème 1.4. On applique le théorème 

1.2. au couple d'opérateurs {L°(o,x )D f , D ), B°(0 i • ,)} ; il existe une 

n X X . , P x 
•n 

constante C > û telle que pour tout (f,g] appartenant à 
v 1 

H - p ( I R n ) x i i P H - 2 m - p + K + m J + 7 ( ( R n " 1 ) . on ait : 

° +
 J - 1 
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(1.3.1.) ||(f.g)|| 1 < C.{||L°*(o,x n ; D x , , D x ) {f} + 

H-
p(fR n) x n p

 H - 2 m - p + k : m j + 2 

0 + j - 1 ( R n " 1 ) 

X "I « 
+ E P E (-1)' q"' B . J (o,D ,) g, ® x " q _ 1 Y(x ) 

J-1 q=-K J.Q x j n n 

X 2m+p-k~1 m - q (q) 
+ E p Z i " q B , J (o;D ,) g, ® 6 (x )|| _ 

J-1 q=o j' q X J n |w2m+P(lR^ 

HMI _D. n + £ p » g. il - 2 m. D + k + m 4 n - i } • 
H P 1(|R ) j = 1 J H 2 m P + K + m j 2 { 1 } 

La continuité des coefficients des opérateurs L et B p et les lemmes 

1.4, 1.5, et 1.6 prouvent l'existence d'une fonction a (e), tendant vers 0 avec e , 

et d'une fonction 3(e) > 0 telles que pour tout (f,g) appartenant à 

1 
X -2m-p+k+m+*9 A 

| - f p U R n ) x n p H J C ( R n ~ 1 ) 
J-1 

et à support contenu dans la boule B(o,e), on ait r 

r 
||(L°*(x,x ;D F , D )~L°*to,x ;D . , D V î H f > L 9 m + n ^ - . l 0 1 ^ M l n n 

n x' x n x x p ^ P f l p n , ] . H" P(|R n) 

k 
+ eto ||f|| . 

H p ( |R ) 

(1.32) J 

l a ( E ) «gjll 2 m . p + K + m . + l . BCe) l| g jIL 2 m. p + k + m rl . 
C f R n " 1 ) 

m . - q * m - q * , , 

k 

C f R n " 1 ) C / R n _ 1 ) 
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Par ailleurs, il est facile de voir que : 

||CL*ïx.x p JD D ) - L ' * ( x < V 0 ,D )) { f > I L 2 m + D n , < C.||f|| _ . 
n X X n n X X n [ w 2 m p ( f R n ) ] ' H p 1 ( | R n ) 

m.-q* 
||(B* Ix'sD J - B , J (x'.D , H g . « x " q " n Ytx )|| _ < 
1 j-q x' j,q x» &j n n 11 p w2m+p c j J i -

M.33) J - C - H g j l l H - 2 m - p + K + m j - | ( R n - 1 ) ' 

m. - q * , . 

Des inégalités (1.31), (1.32), et (1.33), on déduit le théorème 1.4. 

2°) Estimations a priori dans l'ouvert Q. 

2.1. Notations et hypothèses. 

Soit Q un ouvert borné de (R n, de bord r. On suppose que Q est une 

co _ pi 
variété à bord de classe C . On se donne une fonction CP de (R dans IR de classe 

00 
C et vérifiant i 

0 « {x £ I R n , Cp (x) > o}, 

(2.1) .,r « {x6 IR 0* <f tx) = o}, 

[Grad Cp (x) / o pour x 6T , 

On posera = pour j = 1,. «. ,n . Ainsi Grad Cp (x) * (cp1 (x), ..., c p n (x)J. 

3 

Soit l'opérateur L = LCx ; D ) défini sur fi par : 

Lu(x) S L(x s D ) {u(x)} ~ E P 2 m ~ h ( x ; D ) { ( P(x) K~ h u(x)}, 
x , x \ 

h=o 

où m et k sont deux entiers tels que 1 k £ 2m et où. : 
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( i ) P 2 m h ( x i D ^ ) , pour 0 £ h £ K, est un opérateur aux dérivées partielles à 

coefficients indéfiniment dérivables dans fi, d'ordre inférieur ou égal à 2m-h : 

P 2 m " h ( x ; D } = l P 2 m _ h U ) ; 
X |a|<2m-h a 

(ii) P 2 m ( x j D ) est un opérateur d'ordre 2m proprement elliptique dans fi;, c'est-x 

à-dire : pour tout x appartenant à fi et pour tout couple de vecteurs (Ç,Ç ') de 

fR n linéairement indépendants, le polynôme 

r>2m r ~ -. x _ r 2 m - h r x er. 

P 2 m (x i Ç + T Ç ' ) = l p a (x) ( Ç + T Ç 1 ) 

|a|=2m 

en T , admet exactement m zéros situés dans Im x < 0 et m zéros situés dans Im T >O. 

Cet opérateur L induit, pour tout entier p >. 0 * une application,; linéaire 

continue de W 2 m + P t f i ) dans H p(fi). 
K 

On introduit, pour tout entier p o, les conditions H^Cp s fi) et 

H^Cp ; fi) suivantes : 

Cp i fi) s Pour tout x appartenant à r , l'équation : 

• (x ; p ) s E PgjJI^ ( x i g r a d c p ( x J ) i h 0 t p - I ) (prhn)'A« 0 
h=o 

n'admet pas de racine sur la droite Re f = -p-2m + K - . 

2m—h 
(le polynôme p

2 m « h ^ x ; p o u r h = 0 > « " < " k désigne la partie principale,du po}y-

nome P (x ; ÇJ ie : P 0 . (x i Ç) = ) p (x) Ç ). 
2m-n i i o u a 

|a| ! S2m-h 

H^tp ; fi) : Pour tout x appartenant à r, le nombre r^ix) de racines de l'équation 

<j>(x j p) = o vérifiant Re p > ~p-2m + K - ^ est constant et égal à r^ 0 Le nombre 

X - m^r est > o« 
*P P -

On définit maintenant les opérateurs frontière. Pour j = 1,.. •, x p (si 

X p est > o ) , soit l'opérateur B P ( x 5 DjJ sur T défini par : 

2m+p-k-1 

B P (x ; D )YU = E B ( x * D ) Y u 
J r q=-K J , q 1 4 
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où, pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 < j < x , -k < q <, 2m+p~k-1, 
oo 

B. (x ; D r) est un opérateur différentiel sur r, à coefficients de classe C (T), 

et d'ordre inférieur ou égal à mj~Q> étant un entier vérifiant -k £ m^ ± 

2m+p-k-1 et, si m -q est négatif, l'opérateur B Cx,Dr) correspondant est par 

définition l'opérateur nul. 

On notera B s B [x ; D r) = (B
P(x ; D r),..., B

p (x ; D-}). Cet opérateur 
P P r 1 r X p x r ± 

B induit une application linéaire continue de W 2 m + P(fi) dans n p H 2 m + p~ K~ r nJ~2(r ) : 

k j-1 

u I > B y u = (B P yu , .. . , B P y u) 
P 1 x p 

où 
2m+p-k-1 

B p YU » l B Y u, 
3 q=-k J' q q 

pour J - 1,..., x p-

m.-q 
Désignons par B J (x D p) la partie principale de l'opérateur B (x ; D 

J'Q * J'Q 
pour 1 <̂  j je x et -k £ q £ 2m + p-k-1. On définit alors la condition f-L(p ; fi) 

P ^ 
suivante : 

HoCp ; fi) : Pour tout x appartenant à r et pour tout vecteur Ç appartenant à T , 

«j x 

espace cotangent en x à r, le problème aux limites : 

E p 2 m l h ( x ' 1 + g r a d f ( x ) D t } { t K " h v C t ) } = °' 
h=o 

2m+p-k~1 m.-q 
I B. (x ; ç) y v = 0 pour x D ' 

q—k J' H M ^ 

si x > o, ou bien 
P f K 

1 2 P 2 m - h C x ; 5 + S r a dCP(x) D t) {t
K~ h vit)} - 0, 

^ h=o \ 

si x " 0* n'admet que la solution v * 0 dans W 2 m + p ( f R ). p k + 

Remarque 2.1, 

Les conditions introduites dans H^Cp ; fi), H 2(p 1 fi) et Hgtp j fi) sont 

invariantes par difféomorphisme. 
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2 . 2 . Enoncé des résultats. 

Pour tout entier p >̂  0 , on considère l'opérateur £P^ défini sur 

W 2 m + P ( n ) par :. 

„ ^ /{Lu ; B yu} si x„ > o-
( 2 . 2 ) ^ : u | > & u = P 

P P i A 
r Lu si x ' o. 

<- *P 

C'est un opérateur linéaire continu de W 2 m + P t f l ) dans HP(ÎÎ) x IIP 

1 j -1 
H2nitp-k-mj-2 si X p > o ou dans H P № ) si .x « o. 

Désignons par | H p ( f l ï | • (resp. [ w 2 m + p ( G ) l ' ) l'espace dual de H P(G) 

(resp. W 2 m + P ( f i ) , L'opérateur adjoint est un opérateur linéaire continu 

de [H P(fi)]' X IIP

 H " " 2 m " p ^ + m J + 2 s i x > o e t de [HP(fi)] ' dans [w 2 m + P(Q)]' si X -0 

j = 1 P P 

L'espace [Hp(fi)] ' étant canoniquement isomorphe à l'espace H Q

p(fi) des distribution; 

de H p ( (R n3 à support dans fi, on peut considérer l'opérateur comme un opérateu: 

X -1 P 

linéaire continu de hf ptfi) x n p H ~ 2 m ~ P * ^ m j + 2 si x > o ou, de hfp(fi) si x 3 0 , 

o j = 1 (r) A p o p 

dans le sous-espace des distributions de [ w 2 m + p ( fRn}"} ' à support dans fi. 
K , 

On a alors les théorèmes suivants : 

Théorème 2 . 1 s Soit p un entier >_ OÏ On suppose que les conditions H^(p ; fi), 

H 2 ( p ; fi) et H 3 ( p i fi) sont réalisées. Alors : 

(i) il existe ure constante c > o telle que pour tout u appartenant à W 2 m p(fij 

o K 
on ait : 

1. Si k < 2m + p : 

l « V p ( 0 J <- °o < " » H P № , x V H - P W * ^ - *p > -
K S_A ( D 

ou bien 

I u l 2 n + D 1 c • |ul 2 } s i X - 0 . 
VT p (0) P H PUî) l/tfl) P 

k 

2 . Si k = 2m et p = o : 
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Ŵ J(fl) 0 ° L̂ Cft) x n ° H
 m J 2 T L2Cft) ° 

J-1 - C D 

ou bien 

W^Cfi) ° ° L 2 ( Q )
 T L2(fi) 0 

(ii) Pour tout entier q 1, tel que l'équation <p(x i p) = o n'ait pas de racine 
1 1 

dans la bande -tp+q)~2m+k- ̂  £ Re p £ - p - 2 m + k - ~ pour tout x appartenant à r, il 
existe une constante C > o telle que, pour tout u appartenant à W 2 m + P ( f i ) et 

q k 

vérifiant ( P u £ H P + q W ) x ÎSP

 H

2 m + P ^ - K - m J c - i si x > o ou bien §> u eH P + qtfl) 
* I / P P 

si xn

 e 0 * alors u appartient à W 2 m + p + q ( f i ) et de plus : 
P K 

j = 1 U J k 

ou bien 

i u V p * q « » 1 C q ( l l î ? p U | |

H

p * q t n > * " V ^ - 1 " » ' s i X p " °" 

k k 

Théorème 2 . 2 : Soit p un entier o. On suppose que les conditions H^(p ; fi), 

H 2 ( p ; fi) et H 3 ( p j fi) sont réalisées. Alors, il existe une constante C > 0 

telle que, pour tout (f,g.) appartenant à 
X 1 

, - p f A A wP , l ^ 2 m ~ p + k + m 4 - f . . . H H(fi) x Ir H r rr J 2 si x > o 
o j = s 1 irj p 

et pour tout f appartenant à H^p(fi) si'X - o, on ait respectivement : 

» t f ' g \ p - x Jp ^ { 1 V i e R " ) 

•Il dix , > 
n.P H-2^K+mr 2 

J-1 

et 

l | f | U f l )

l C - ( | ? * V * P r V - H - p - 1 n > • 
Ho [Çi) L k- ( ̂  3i H ( (R ) 
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2.3. Démonstration du théorème 2.1. 

On fera la démonstration pour x > o. Par "cartes locales" et "partition 
P 

de l'unité" on se réduit, par un raisonnement classique, au théorème 1.3 et aux 

estimations a priori pour les opérateurs elliptiques. 

En effet, soit ( < i < N un recouvrement fini de r par des ouverts 

(h dont le diamètre sera fixé ensuite de façon convenable et, soit 0^ , pour 

i « 1,...,i\l, un difféomorphisme de classe C°° de 0 i sur la boule de R n 1 de contre 

l'origine et de rayon e. Soit enfin t a i ^ < i < N une partition de l'unité subordonné 

au recouvrement ( O . K . de r. 
i 1 <_i <_N 

Conservant les notations du chapitre I et si 0 < e < 6 , on définit les 

ouverts U L ^ / pour i » o,1,...,N : 

LL i = tx € (R n

 ; x feû 1 , dCx,r) < e] pour i - 1,...,N , 

et 

U = {xéiî ) dCx, D > e}. 

Ainsi, pour i=1,...,N l'application : x|——> ( G ^ X p ) , d(x,T)) est u:> 

0 0 i i n 
difféomorphisme de classe C de Lt ̂  sur la boule de IR de centre l'origine et ce 

rayon e. On choisira e assez petit de sorte que la fonction a (qui a servi à 

définir l'opérateur "trace" y, cf. chapitre I ) , vérifie : a(t) = 1 pour |ti £ ^° 

Soit par ailleurs, C p c une fonction appartenant à. égale ; à 1 sur 

Considérons maintenant une fonction u appartenant à W (fi) et telle 

que u appartienne à H P + q(îî) x n P H 2 m * p * q ~ K ~ m ; i " 2 0 ù q est égal à 0 ou 1. 
P j = 1 irj 

La fonction < p Q u appartient à W 2 m + P ( f t ) et L(CJP Q U) appartient à H p + q(fl) i 

la régularité à l'intérieur pour les opérateurs elliptiques donne que CJ?QU 

appartient à W 2 m + P + q ( f i ) et que l'on a i 

K 
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(2.3J |Cp u|| 2 m + D + Q < C { | | LCcp u)|| D + Q • || U> u | } . 
K 

D'autre part, on vérifie que pour tout g > o, il existe une constante 

C 0 > o telle que : 
P 

(2.4) || B y((p U) X ~ . 1 < B||<pu|| - ^ A + C 0 ||CP u | 0 

j - 1 [ n K 

De (2.3) et ( 2 . 4 ) , on déduit : 

( 2 ' 5 ) H%Uli 2 m * p + q i C ' { » ^ p M I x 1 * llf0u|| 2 > 
T Wf P Q W ) P

 H ^ № ) x ïïP H 2 m + P + q ^ m j - 7 ^ L

2(fi) 

J-1 

On estime maintenant la fonction v = u "^PQu. 

Afin de pouvoir utiliser directement les résultats du théorème 1.3, on 

écrit l'opérateur L sous une forme un peu différente. Soit $ une fonction de IR n 

dansfR de classe C°°satisfaisant aux conditions (1.22) du chapitre I et qui, de 

plus, vérifie : 

• (x) = d ( x , D si x e U6° 

On vérifie que la fonction /<{> définie sur [Rn-r se prolonge en une 

fonction C°° de IR° dans fR et non nulle sur T. Ainsi, Lv(x) peut aussi s'écrire : 

(2.6) Lv(x) - E Q 2 m " h ( x ; D ) U ( x ) K " h u(x)}. 
h=o X 

où les opérateurs 0 (x ; D ) possèdent les mêmes propriétés que les opérateurs 
x 

P 2 m ~ h ( x ; D ). 
X N 

On peut écrire : v = Z CP. v où, pour i=1,...,N , c p i est une fonction 
i=1 

de classe à support dans lî  définie par : 

^ C x ) = a i ( x p ) a ( d ( x , D ) a 

La fonction Cp iv appartient à W 2 m + P + C , ( f i ) , est à support dans U.jrï fi 

et vérifie s 
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X : 1 

â'pCcfjV) appartient à H p + q(fi) x n P H 2 m * p * q ~ K ~ m J " 2 . Par le difféomorphisme s± , 

on s© ramène dans la boule de |R n de centre l'origine et de rayon e compte-tenu 

de (2.6), et du fait que 

Yg«pjv) ° 9 ^ - y q («plV) O E T 1 ) 

pour q « -k,..«,2m+p-k-1, on applique le théorème 1.3 à l'opérateur transformé 

H * (pourvu que e et le diamètre de soient assez petits). Il en résulte que 

Cpiv, pour i*1,...,N, appartient à W 2 m + p + q ( f i ) et que l'on a l'inégalité : 

'l<PiVH 2 m + P + q i
 C-iKi

 H V ' H v 1 + «fiVll 2 > ' 

j - 1 ( n 

si k < 2m+p, 

j-1 ( r î 

* si k » 2m et p * o. 

(on a utilisé le fait que, pour tout g > o, il existe une constante C > o telle 
g 

que pour tout v appartenant à W 2 m + P + / , ( Q ) , on a : 
k 

IVH 2m+p - * N 2 m + D + 1
 + C

6 H 2 ' $ 1 k * 2 m + p ' wf" P [0) wfm P \ û ) V l/(fl) 
K k 

| V , , u 2 m r o i 1 3 i v i w 2 m + 1 f o 1

 + C 0 » f 2 f o l *
 S i k * 2 m e t P " °' 

W 0 (fi) W n (fi) ' L (fi) 
2m 2m 

De (2.7), on déduit que : 

Hfi v | 1 2 m + p - q < C < l # v | x 1 * ncp±v| > . 
T l Wf P qCfi) P

 H P + q ( a ) x X p H 2 m + p + q - K - m j - 2 L2(fl.) 
j - 1 

(2.8) - si K < 2m+p, 

W 2 m 1 J Hq(fi) x n H r

J L 1 J 

i = 1 
° si k=2m et p~o, 

pour i=1,..«,N. 
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En écrivant que V = U - C P Q U et en sommant les inégalités (2„B) et (2.5) 

(et compte-tenu de (2.4)), on obtient l'inégalité : 

1 V p * q « > - c- c l ^ v ^ , « > H ^ - V * * H*», 1 • 

si K < 2m+p, 

W n u q f n ^ „o u , j 2 1 L (Q) 
2m rT(ft) x IT H f ^ 

j-1 

pour q=o ou 1. 

Pour q > 1, on raisonne par récurrence, sur q et on utilise la même 

méthode que ci-dessus. Ce qui achève la démonstration du théorème 2.1. 

2.4. Démonstration du théorème 2.2. 

On fera la démonstration pour X p > o- On conserve les notations du 

paragraphe précédent. 

X 1 
Soit (f,g) appartenant à hf p(Q) x n P H ~ 2 m ~ P * k + m 3 + 7 . Alors, C p (f,g) -

X 1 
« (CP f,o) appartient à H~ PCQ) x IÏP H ~ 2 M 7 P * K + m J + 2 et vérifie 

o C D 

£Pp C ( f o f ' ° 3 * L * ( c f 0

f ) £ H ~ 2 r T r p C IR P). 

L'opérateur L étant Glliptique à l'intérieur, on a ; 

12.10) ll(P 0f|l. D n < C {|L*î^ Qf)|| _ 2 n * -p-1 n } > 

>° H P ( [ R n ) ° H ( |R ) H 'fiR n) 

Il en résulte l'inégalité : 

l° H P ( t R n ) P U Ç m p ( T R n ) ' H P '(|T!n) 

On estime maintenant l'élément ( f , g ) où f = f- fQf. On peut écrire 
N 

( f .g) = I Cp.ff» ,g) o ù t p i ( f .g) = Cfi-F'' «ig) = ( ' f i f ' ' « i g ^ - - " «i S x ï 

pour i = '\,..,, N. 
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X 1 
L'élément C P ^ f ' . g ) appartient à H" P № ) X n p H ~ 2 m ~ p + K + m j + 2 B t , par le difféormor-
phisme E^, on se ramène dans la boule de (Rn de centre D et de rayon e. On applique 

alors le théorème 1.4 à l'opérateur transformé E*£p*(pourvu qus e et le diamètre de C. 

soient assez petits). Revenant à fi, on obtient l'inégalité : 
* 

(2.12) |<fitf.g)|| < C.jH $ > * l ( 0 (f.g))|L „ n 

•Ifi^H n +Haig|l y * 1 
H ( (R ) 1 *p u-an-p+k+Tiu--̂  L 

" H frl J A I 
j - 1 J 

Il en résulte l'inégalité : 

T H > ) x ̂ nP

 H-2m-p +K +m j +ll
C-JHy p " •«> «^2m+p ( ^ |, 

+ S f » -o-1 n + l8« ! % 

H p '(IRn) X p -2m-p+k+m,-^ h-

Sommant les inégalités (2.11) et (2.13), on obtient l'estimation du 

théorème 1.4. 

3°) Existence des solutions dans les espaces Ŵ (fi) avec l entier >_ 2m+p. 

Soit p un entier >_ o. On peut maintenant étudier le problème aux limites 

Lu s f dans fi, 
(3.1) | 

B yu ~ g sur T (si > o), l p A p 

du point de vue de l'existence des solutions dans les espaces W^(fi), avec 51 entier 

:> 2m*p. 

Notre but essentiel est de montrer que, sans les hypothèses du paragraphe? 

2.1, l'opérateur : 

^ ^ fÏLu, B yu) si x„ > o* 
(3.2, S > , u | > 4 > p u - f 

H H Lu si x 88 
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est un opérateur à indice de W 2 m + P ( f i ) dans Hp(fi) x ïïp H 2 m + P ^ m j 2 si v > o 
K ( D ° A p 

et de W. (fi) dans Hp(fi) si x = o» Moyennant une condition supplémentaire sur K p 

l'opérateur , on montrera que c'est aussi un opérateur à indice de W 2 m + P* q(fi) 
p K 

dans H P + q(fi) x H

2 m; p; q" mj4 si x > o et de W 2 m + P + q(fi) dans H p + q(fi) si 

X « q étant un entier 1» Enfin, on exprimera les conditions de comptabilité 

du problème (3.1] en utilisant un problèmes aux limites adjoint. 

Plus précisément, on a le théorème suivant s 

Théorème 3.1 : Avec les notations du paragraphe 2.1, on suppose que les conditions 

(p ; fl), H 2 ( p ; fi) et H^(p -, Q) sont réalisées, et que, pour tout x appartenant 

à T, l'équation tyix j p) = 0 n'a pas de racine dans la bande -

1 1 
-(p+q) - 2 m + K - 2 < Re p <_ - p - 2 m + ^ ~ ^ > Q étant un entier o. 

Alors, si r est un entier compris entre 0 et q, 1 ' o p é r a t e u r , défini 

par (3.2), opérant de W 2 m + p + r ( f i ) dans 

K 
( X 1 
H H (fi) x lî H 3 2 si xp > o, 

j = 1 
h H

P + r(fi) si X p - o, 

est un opérateur à indice, cet indice étant indépendant de r i le noyau de £P 

est égal à l'espace 

f u è w f + p + q C a ) , Q u - o}, 
k u p 

et si Xp > o (resp. X p = 0), l'image de ̂  ^ est composée des éléments 

tf.g}£ H p + r ( Q ) x n p H 2 r n + P ^ - k - m j " I (resp. f £ H P + r ( f l » 

J-1 

tels que 

<f."v > + <g,â>> = 0 (resp. 
H p(«) x H o"

P( 0) T Jp 1 JP 2 m. p + k 1 

j-1
 H cp; J 2 x j-1 ( D 3 2 

< f ,v > = Q) 
J HP(G) x H~P(fl) 

° + 1 
pour tout élément <j> = (v.cp) (resp. <j> = v) de H~P(fi) x H~ ™ r

P j 2 (resp. 

H" P(n)) vérifiant •* 

où * est l'adjoint de l ' o p é r a t e u r ^ considéré pour r = o. 
p p 
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Démonstration ; On fait la démonstration pour x > 0. Désignons par £P l'ope-
P P * r 

rateur o considéré comme opérateur de 
P 

y 1 

W 2 m + P + r № ) dans H P + r ( Q ) x n P H 2 ^ " ^ ' 2 , pour r = o,....q. 

Il résulte du théorème 2 . 1 , que le noyau de ^ p r coïncide avec l'espac 

(u€w 2 m + p* q(fi), 9 u - o}, 
K p 

et que l'image de _ soit Im < ? , est égale à : 
P j r P , r 

C3.3) I m £ P - im^P A { H p + r ( 0 ) x n P H 2 m + p ! r k - m J " 1 }. 
p.r p,o C D 

L'injection- de •W? n* p + r(fl) dans w

2 r n i f P + r ~ 1 (pj étant compacte., on déduit ,i 

théorème 2 . 1 (cf. leircra 5 . 1 du chapitre II [ 1 4 J ) que le noyau de £ P p ^ est de 

dimension finie et que Im est fermée. 
p,r 

Etudions maintenant Im j . Puisque Im ¿1 est fermée, 1'equation 
p,o ^ p,o ^ 

<P u *» F € H P № ) x ! l P H 2 T ; f K ~ m j " 1 
P ' ° j-1 U J 

admet une solution u, appartenante W 2 M + P ( Q ) si et seulement si F satisfait à la 

relation d'orthogonallté : 

< F , < J > > r il f i l 

tfiu x ï p h 2 m ; p : K - m j ^ 2 x H -
p ( î » x ^ K ^ z f ^ j ^ i 

l j - 1 J l 0
 J - 1 i 

X 1 

pour tout élément è , appartenant à H P(fi) x ïïp H m P^ j 2(F) et v-âyiff.ant 

if ô « 0, 
P J O 

où^P désigne l'adjoint de ^P 

p, o p, 0 
Démontrons maintenant que le noyau de O est de dimension finie. 

p,o 

L'injection de H ^ W ) x Ï P H ' 2 ^ ^ 4 dans H ~ P ~ 1 ( | R N ) x H P H " 2 ^ ^ 4 

étant compacte, en dôduit du théorème 2 . 2 que le noyau d e ^ f ̂  est de dimension 
p » o 

finie ; par suite, Im o est de codimension finie dans 
p,o 
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HP(fi) x ÎÎP H 2 m J P ^ m j " I . 

Il reste à établir que 

Ccdim Im » Codim Im 
P ' r P>° 

C? 
pour r •« o,,..,q. Or, ceci résulte facilement de (.3.3) et du fait que Im ̂  

P# r 
est fermé» Le théorème 3.1. est démontré. 

Corollaire 3.1 : Avec les notations du paragraphe 2.1, on suppose que les condi

tions H^(p ; fi), H 2 ( p s fi) et HgtP t SI) sont réalisées, et que, pour tout x 

appartenant à T, l'équation cj>(x % p) = o n'a pas de racine dans le demi-esp^cj 

A 

R9 p < -p-2m + k ~ - ~ . 

Alors, le noyau de 1'opérateur coïncide avec l'espace 

N « {u'eSXÏÏï, { P u » o> . 
P 

Démonstration : Ceci résulte trivialement du théorème 3.1 et du fait que 

SD № ) * H Hs(fi). 
s >_ o 
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III - RESULTATS COMPLEMENTAIRES ET EXEMPLES. 

1°) Remarques sur les conditions H^fp ; fi) et H^(p ; fi) : 

Au cours du chapitre II, on a remarqué que les conditions H^Cp ; fi) 

et Hg(p ; fi) impliquent essentiellement que l'opérateur différentiel, en 

une variable t (cf. la condition Hg(p -, fi), chapitre II, 2 °), 

C 1 ' 1 } £ P 2 m - h ( X ; K + g r a d ^ C x ) D t ) { t K " h v } -
h=o 

est un opérateur linéaire continu surjectif de W 2 m + P ( fR ) sur H P ( f R ), la 
K + 

dimension du noyau dans W 2 m + P ( fR ) étant égale à x • 

K + p 

Néanmoins, les techniques utilisées précédemment permettent d'obte

nir des résultats analogues à ceux du théorème 2.1, chapitre II, lorsque 

l'opérateur (1.1) est un opérateur à indice de W 2 m + P ( ( R + ) dans H p ( r R + ) d'in

dice Xp* la codimension de l'image dans H P ( fR +) étant indépendante de x et 

de Ç mais non nécessairement nulle, et en outre, dans certains cas, des ré

sultats analogues à ceux du théorème 3.1. C'est ce que nous allons développer 

sur des exemples précis. 

Considérons d'abord le cas où fi est le demi-espacefR^. Soit l'opé

rateur L = L(x ; 0 . , D ) défini sur rR n par : 

n x' x H 

n . n-1 y m 7 

(1.2) Lu(x) = L(x ; D , , D ) (u(x)} = x*((1 + Y D ) + D^ m) {u(x)}, 
n x' x n . L

A X . X 

n 1=1 i n 

où m est un entier >_ 1 et k un entier vérifiant : 1 <^ k <_ 2m. 

Pour étudier cet opérateur L dans le demi-espace JR^ , on emploie 

la méthode classique (cf. [iB] par exemple) qui consiste à ajouter une 

variable tangentielle, soit X q , et de considérer non plus l'opérateur L 

défini par (1.2) mais l'opérateur M = M(x ; D , D , , D ) défini s u r f R n + 1 

r n x o x' X 

o n 
par 

k n ~ 1 ? 

(1.3) Mu(x) = M(x ; D , D ,, D ) (u(x)} = x (( Y D ) {u(x)}. 
n x x' x n .L

 X 

o n 1=0 n 
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On effectue la transformation de Fourier en variables tangentielles, 

ce qui nous amène à considérer 1'opérateur differential en une variable x n 

W x n ; Ç , £ ', D x } sur (R + : 
n 

n-1 m 9 

(1.4) M U J E . Ç ' I D ) (u(x )} = x ( ( E ÇTÎ • D^ m) {u(x )} 
n o x n n . 1 x n 

n 1=0 n 

pour ( Ç Q , £') appartenant à ( R n . Lorsque (Ç , Ç') appartient à sphère unité 

de (R n, l'opérateur (1.4) se réduit à l'opérateur : 

(1.5) nixn ; Ç , Ç ', D ) {u(x. ï.}.5 x K (1 + D 2 m ) {u(x )}. 
n ^ o x n n x n J 

n n 

Soit p un e n t i e r s o et posons r^ • Min (p,k). Il suite alors de 

Proposition 1.1 : Pour tout ( Ç Q , Ç') appartenant à S 1 # sphère unité de fR n, 

l'opérateur : 

u | > (p,(x , ç ç.. D x Ju ; y u, y u y ^ u) 
n 

où j est un entier satisfaisant à -(m+p) + K £ j £ K, est un isomorphisme algébri

que et topologique de W 2 M + P ( |R +) sur ( H P ( (R +) X HQ P( IR +)) X ŒM. 

Utilisant alors les techniques du chapitre II, 1°, on effectue i'homo-

thétie s » J ( Ç Q , £')| x n et dans les inégalités obtenues (cf : l'inégalité (1.4) 

du chapitre I I ) , on fait ç « 1. Il en résulte le théorème suivant : 

Théorème 1.1 : Soient p un entier >̂  0 et r p = Min (K,p). L'opérateur 

ul > ( L u •> Y - j u ' Y - j + 1 u > ••• > * - j + m - i u) 

où L est défini par (1.2) et où j est un entier satisfaisant à ~(m+p)+k £ J < k, 

est un isomorphisme algébrique et topologique de 

r — 1"**m—1 *l 
W 2 m + P ( IR P) sur CH P( (R n) x H P ( fR")) x H H 2 ™ * ^ " * " ! CffT1) 

K * + 0 + £=-j 
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Dans le cas où Œ est un ouvert borné "régulier" d e { R n , on peut citer 

K co —— 

les opérateurs : (x) A, où cp est une fonction de classe C (Q) satisfaisant à 

(1.22) chapitre I, et où A est un opérateur proprement elliptique dans Q d'ordre 

2m et k un entier supérieur ou égal à 1. De tels opérateurs seront étudiés en 

détail au chapitre III, 3° et surtout au chapitre IV. 

2°) Etude algébrique de la condition Hg(p ; lR^) : 

Les résultats obtenus dans [ 4 ] permettent dans certains d'exprimer la 

condition Hg(p ; fi) introduite dans le chapitre II, à l'aide de conditions algé

briques sur l'opérateur. 

Lorsque fi est un ouvert borné "régulier", on ne peut donner, en général, 

de critères algébriques permettant d'établir si le problème aux limites est bien 

posé. Toutefois, de tels critères existent pour certains types d'opérateurs ; 

c'est ce que nous montrerons au paragraphe 3 ° ) . Dans cette direction, citons 

aussi les travaux de V.P. GLOUCHKO et de V.V. GRUSHIN [jd] . 

Lorsque fi est le demi-espace JR^, on peut, sous certaines conditions, 

exprimer la condition H^(p ; (R^î à l'aide de cçnditions algébriques équivalentes 

sur l'opérateur. La nature même de la condition HgCp ; IR^Î nous permet de limiter 

cette étude au cas des opérateurs homogènes à coefficients constants. Les notation 

utilisées seront celles du chapitre II. 1.1. On utilisera les résultats obtenus 

dans [4] (chapitre II, 5°ï, ce qui nous amène à faire deux restrictions : on 

suppose que le nombre est nul et que les opérateurs sont identiquement nuls 

pour tout couple d'entiers (j,q) vérifiant 1 i j £ m et 2m-k q £ 2m+p-k-1. 

Comme dans [j4 J , pour chaque œ appartenant à S 2* o n a s s o c * Q ^ l'opé-

2m 
rateur différentiel ordinaire L(x a>, D ) un projecteur R(co) de I . L a 

n x 
n 

condition Hg(p !R^) est alors équivalente à la condition suivante : 
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Pour tout to appartenant à S n_2» il existe un opérateur linéaire 

D(u>) de Œ m dans C 2 m tel que : 
(2.1) 

(B (co) DCÙI) = id.m , 

[R(C I ) ) D(O)} » D (w). 

Dans jTîô] , cette condition (201), pour p=o, était appelée (3.L.) par 

analogie avec la condition de Shapiro-Lopatinski pour les problèmes aux limites 

elliptiques. 

Dans le paragraphe suivant, où m=1 et k=1, on montrera que cette condi

tion (2,1) pour l'opérateur (p^ = (L, Y ^ J est équivalente à une seule condition 

algébrique portant sur l'opérateur L. 

Remarquons que cette condition (2.1) peut être utilisée sous des hypo

thèses moins restrictives, en particulier en ce qui concerne le nombre r^ et la 

condition H^tp ; IR^) \ l'exemple qui suit est dans cette situation pour p :> 1. 

On va détailler la condition (2.1) introduite ci-dessus pour l'opérateur 

suivant : 

2 N 2 

(2.2) Lu(x) = L(x D ,, D ) {u(x)> = x (1 + £ D ) { u(x}}. 

n x x n n . = 1 x. 

On utilisera les résultats obtenus dans [V] (chapitre II, 4°) et chapi

tre 11,5°]. L'opérateur frontière considéré est défini par : 

(2.3) B p Y U 5 B (D X,-) Y U = B - 2 ( D x J Y - 2 u .+ B ^ t D ^ ) Y ^ u , 

où B_q(D x,) est un opérateur aux dérivées partielles à coefficients constants 

d'ordre <^ m+q où m est un entier tel que -2 <^ m £ p-1 et si m+q < o, l'opérateur 

B_q(D x,) correspondant est par définition 1'opérateur nul. 

On pose : 

m+q 
(2.4) B (D x.) S l p D", . 

|o|-o 

La matrice R(a>):-associée à l'opérateur L défini par (2.2) est égale à : 
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' 1 - 1 " 
2 ~ 2 

(2.5) R(co) = 

1 1 
~2 2 

Ainsi, la condition ( 2 . 1 ) est équivalente à la condition suivante : 

Pour tout o) appartenant à S n_2
 : 

( 2 . 6 ) \ l p u)a - J p o)a
 * Q . 

J a | a m + 2 |a|=m+1 

Montrons maintenant comment cette condition ( 2 . 1 ) peut être utilisée 

pour obtenir des théorèmes d'existence dans le demi-espace IR^. On commence pat 

introduire une variable tangentielle supplémentaire X q (cf. 1 ° ) ). Ainsi, au 

couple {L,Bp}, on associe le couple d'opérateurs {M,C^} définis par : 

n -1 
' M ( x n j Ç Q , Ç ' , D X .) (u(x n)} = x 2 C E Ç 2 + D 2 ) { u C x n ) } , 

( 2 . 7 ) J n 1 = 0 * n 

Cp(ÇQ,r') yu = C ^ 2 ( 5 0 , Ç') Y . 2 u
 + C H ( Ç Q , Ç') Y H u , 

où (Ç , Ç ' ) appartient à IR n et où 
o 

(2.6) C « 5 . ) H T P c c , C q " l ° ' 1 P O " 0 " 1.2-
|a|=o 

On vérifie facilement que la condition ( 2 . 1 ) pour le couple d'opérateurs 

{M,C n} équivaut à : 
P 

Pour tout (Ç q, £') appartenant à S ^, sphère unité d e [ R n , 

(2.9) f r W ? ' a ' T p ; r N ^ v o . 
|a|-o 2'a ° |a|-o 1'a ° 

Comme dans le paragraphe 1 ° ) , on en déduit le théorème suivant : 

Théorème 2.1 : Si le couple d'opérateurs {L,8 p} définis par (2.2) et (2.3) vérifie 

la condition (2.9), alors {L,B j est un isomorphisme de : 
P - -1 -m 

( i ) W 2 ( I R n ) sur L 2 ( f R n ) x H 2 ( f R n _ 1 ) , 
2 + -m 

( i i ) Vlîi (RN) sur H 1 ( mn) x H 2 ( f R n _ 1 ) , 
z + o + . 

1 

(iii) W 2 + P ( ! R P ) sur aH ptrR l])riH 2(nR")î x H p ~ ? ~ m ( fT? n _ 1 ) ) pdur p > 2 
z * + o + — 
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Remarque 2.1 : La condition (2„93 est évidemment une condition plus forte que la 

condition (2.6). 

3°) Etude détaillée des opérateurs L dans le cas particulier m = K = 1. 

Dans ce paragraphe, nous allons préciser les résultats obtenus pour les 

opérateurs L introduits au chapitre II pour lesquels m = K = 1. On utilisera les 

résultats de £ 4 ] chapitre III. 

Dans le demi-espace IR^, nous limiterons notre étude à un exemple en 

relation avec le paragraphe 1°). Appliquant le théorème 2.1 du chapitre III de 

["4I , on obtient facilement le s 

Théorème 3.1 : Soient p un entier > 0 et L l'opérateur défini par : 

n 2 
Lu(x) = L(x j D D ) u(x) = (1 + £ D ) {x u(x)} + X D u(x), 

n x' x . A x. n X 
n 1=1 i n 

où X appartient à (£, On a alors : 

( i) Si Re(iX) < """§"" P : l'opérateur { L , Y q } est un isomorphisme de W ^ + P ( IR^) 

+ 1 

sur H P ( IR^J X H 2 ( ( R n ~ 1 ) , 

(ii) Si Re (iX) > - | - p et 

1) Si (iX) -2m, avec m entier 1 • l'opérateur L est un isomor

phisme de W ^ + P ( IR^) sur H P C [R^)« 

2) Si (iX) = -2m, avec m entier >. 1 : l'opérateur ( L , Y F } est un 
1 

isomorphisme de W 2 + p ( JR n) x H P + 7 { IR n~ 1 ) où K p ( (R*?) = 

r. n r n ? m - / l 1 4 n-1 
» {f e H ( fR ) 5 Y (1 + £ D Z ) f = 0 dans H 2 ( fR ')) . 

+ o . A x. J *- 1=1 1 J 

Soit maintenant fi un ouvert borné de (R n comme au chapitre II 2°). Les 

opérateurs L = L(x ; D x) pour lesquels m = K = 1 peuvent s'écrire sous la forme : 
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(3.1) Lu(x) = L(x s D ) u(x) 2.p 2(x ; D ) {CDU) u(x)} + P 1(x t D ) (u(x)} + a(x) u(x) 

X X v X 
OÙ 

( i ) P 2(x i D ) = l a ^ ( x ) D.D. est un opérateur différentiel 
x 1 < i , j < n 1 J 

0 0 

d'ordre 2 ; h o m o g è n e ; à coefficients de classe C (fi) et proprement 

elliptique dans fi, 

1 n i 
( ii) P (x ; D ) = £ a"(x) D. est un opérateur différentiel. d'ordre t p u 

i-1 
co — 

plus ; homogène et à coefficients de classe C (fi), 

0 0 

(iii) a(x) est une fonction de classe C (fi). 

Par analogie avec le chapitre III de [jO > on pose, pour x appartenant 

à r = 3fi, 

(3.2) p(x) = i P 1 ( x ; grad Cp(x)) / P 2 ( x ; grad Cp(x)) s 

on définit aussi, pour x appartenant à T et Ç vecteur cotangent non nul en x à r , 

la condition C(x s Ç ) suivante : 

C(x,Ç) : il existe un entier n n(x j £) ^ 1 tel que : 

P 1 ( x i Ç + T + ( X i Ç) grad CJMx)) » in(x +(x % i) - T_(XSÇ)Î P 2 ( x ; grad iplx);, 

où T+(X ; Ç ) et T_(X ; Ç ) sont les racines à partie imaginaire positive et négative 

2 
de l'équation P (x ; Ç + x grad c^?(x)) = 0. 

De même, pour x appartenant à r et Ç vecteur cotangent non nul en x à r, 

on définit la condition K(x ; Ç ) suivante : 

K(x ; Ç ) Ï il existe un entier n * n (x ; Ç ) > 0 tel que : 

P 1 tx i £ + i..ÇÎ grad <-p (x)) = in (x +(x ; S ) - T_(X,Ç)) P 2 ( x ; grad cp(x) J . 

Remarque 3.1 : 

1) p(x) est une fonction invariante par difféomorphisme. 
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2) Les conditions suivantes : pour tout E vecteur cotangent non nul en x à T, 

C(x ; Ç) est vraie tresp. non vraie) sont invariantes par difféomorphisme. 

La même propriété est valable pour la condition K(x ; Ç ) . 

Remarque 3.2 i 

1) Soit x appartenant à F. Si pour tout £ vecteur cotangent non nul en x à T, 

C(x; Ç) est vraie, cela implique, en dimension n >_ 3, qu'il existe un entier 

m » mCx) 1 tel que : 

p(x) = -2m et a i(x) = im E ( a l j ( x ) + a J i ( x ) ) | i (x). 

• A o X . 

J=1 J 
Par exemple, l'opérateur : 

n . 
(3.3) L(x D )(u(x)^(Jp(x) ( l a 1 J ( x ) D.D, + I a ^ x ) D.-Ha(xî) (u(x)} 

X 1 1 < i , j £ n 1 3 i-1 1 

vérifie pour tout x appartenant à T et pour tout K vecteur cotangent non nul-en 

x à T, la condition C(x ; Ç ) . 

Dans cette hypothèse, la condition K(x ; £) n'est jamais satisfaite 

pour tout Ç vecteur cotangent non nul en x à T . 

2) Soit x, appartenant à r. Si a i j*(x) = a ^ t x ) , si ia^(x) est réel et si p(x) 

n'est pas un entier de la forme -2m (resp. 2(m-1)) avec m e n t i e r ^ 1, alors C(x;£ 

(resp. K(x ; Ç)) est non vraie pour tout Ç vecteur cotangent non nul en x à Y . 

Les résultats, obtenus dans le chapitre III de |^4j permettent d'exprimer 

la condition H 3 ( p ; fi) à l'aide des conditions algébriques C(x ; K) et K(x ; Ç ) . 

Ainsi, à l'aide des méthodes du chapitre II, on obtient le théorème suivant 

(cf. théorème 3.1, chapitre II) : 

Théorème 3.2 : 

Soient l'opérateur L défini en (3.1) et p un entier 0. Alors : 
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3 
(1) Si Re p(x) < - - p pour tout x appartenant à T et si, pour tout x appar

tenant à T et tout Ç vecteur cotangent non nul en x à T, la condition K(xjÇ) 

n'est pas vérifiée, l'opérateur (L, y } opérant de W 2 + P~ q(fi) dans 
1 o 1 

H p H(fi) x H *(D est un opérateur à indice, dont l'indice est indépendant 

de l'entier q pour 0 £ q p. 

3 

(il) Si Re p(x) > - ̂  - p pour tout x appartenant à T et si, pour tout x appar

tenant à T et tout Ç vecteur cotangent non nul en x à r , la condition C(x;Ç) 

n'est pas vérifiée, l'opérateur L opérant de W 2 + p + q(fi) dans Hp+q(fi) est 

un opérateur à indice, dont l'indice est indépendant de l'entier q pour 

q ^ o. De plus, le noyau de l'opérateur L dans W2+P(fi) est l'espace 

{u£S)(fi), Lu = 0 dans fi}. 

Remarque 3.3 : 

1} Les résultats de régularité correspondant à ce théorème 3.2 (cf. théorème 

2.1, chapitre II), s'énoncent de la façon suivante : 

( i ) Si l'hypothèse (i) du théorème 3.1 est satisfaite et si de plus k est un 
3 

entier •> 0 tel que Re p(x) < - ~ tp+k) pour tout x appartenant à T, on a : 

?+ +k p+k+*2 
si u appartient à W^+P(fi) et { L , Y Q } (U) appartient à H p (fi) x H tD • 

alors u appartient à W 2 + p +^(fi). 

(il) Si l'hypothèse (ii) du théorème 3.1 est satisfaite et si k est un entier >_ 0, 

on a : si u appartient à W2+P(fi) et Lu appartient à Hp+^(fi), alors u 

appartient à W 2* p + K(fi). 

2) On peut aussi obtenir des estimations a priori et des résultats de régu

larité pour des opérateurs L du type (3.1) pour lesquels les hypothèses du chapi-
3 

tre I I ne sont pas vérifiées. Ainsi, si Re p(x) > - - p pour tout x appartenant 

à T et si, pour tout x appartenant à r et tout £ vecteur cotangent non nul en x à 

T, la condition C(x ; Ç) est vérifiée (cf. Remarque 3.2) et si k est un entier 

>̂  O, on a : 
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si u appartient à W 2 + P(fî) et {L,Y Q} (U) appartient à H P + K(fl) x H 2 ( D , 

alors u appartient à W 2 + p + k , ( f i ) et il existe > 0 telle que : 

M 2.B.K i C f||{L.y } (u)|l t k , • ||u|| ). 

(c^ étant indépendante de u ) . 

Par exemple, l'opérateur défini en (3.3) satisfait à ces conditions ; 

on montrera au chapitre IV suivant que c'est un opérateur à indice dans des 

espaces convenables. 

Remarque 3.4 : Les opérateurs L(x ; D ) considérés en (3.1) avec a"*"̂ , la3 et a 
x 

fonctions réelles appartiennent à la classe des opérateurs étudiés dans Ql3] 

(cf. aussi Dd^" S e l o n Fichera, la frontière T de fi est partagée en 

trois parties qui, dans notre cas et avec nos notations, s'expriment par les 

conditions suivantes ; 

= 0 (ensemble des points de T non caractéristiques pour L ) , 

l2 - (x e T , p(x) < -1}, 

a € T,, p(x) >_ -1}. 

Dans £13], Kohn et IMirenberg obtiennent essentiellement, moyennant une 

condition supplémentaire sur l'opérateur en tout point de Z^» u n théorème d'exis

tence pour l'équation L(x i D^) u = f : étant donné f dans un espace de Sobolev 

N 

H (fi) (avec N > 1), il existe une solution u de L(x ; D^)u = f nulle sur Z 2 et 

qui appartient à un certain espace de Sobolev sur fi. Les résultats obtenus dans 

la remarque 3,3 permettent de compléter la régularité d'une telle solution. 
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Il ressort de l'étude faite dans ce paragraphe 3°) que pour de tels 

opérateurs, il serait plus correct de considérer £ 2 = { x e T , p(x) < - et 

* T - £ 2

 G"t de poser sur £ 2 des conditions aux limites en accord avec le 

théorème 3.2 et la remarque 3.3. Ainsi, par exemple, si on veut obtenir une 

régularité, de tout ordre, de la solution, il ne faut pas imposer de conditions 

aux limites sur Z 2 (sauf cas particulier correspondant au point 2. de la 

remarque 3 ,3). 



II - 67 

IV, UNE GENERALISATION ET APPLICATIONS, 

1°) Généralisation des résultats du chapitre II lorsque k > 2m : 

Les résultats donnés dans [^4j pour des opérateurs L E L(t ; D^) 

définis sur IR par : 

Lutt) E L(t,D t) {u(t)} E E P m"" hCD t) { t K ~ h u(t)} 
h=o 

où k et m sont deux entiers vérifiant 1 <^ k <_ m sont valables, sous les mêmes 

hypothèses, pour des opérateurs L E L(t ; D^J définis surfR par : 

Min(k,m) 
Lu(t) E L(t;D t) {uCt)} = £ P m " h ( D t ) {t u(t)} 

h=o 

où k et m sont deux entiers quelconques supérieurs ou égaux à 1, l'équation 

déterminante <{>(p) = o étant i 

Min (k,m) K k h 
<J> (p ) E E p m ~ " i n p(p-1) . . . ( p - k + h+1) = 0. Y H . K m - h 

h=o 

Cette généralisation faite à une variable amène une généralisation 

des résultats obtenus au chapitre II. Les notations étant celles introduites 

dans le chapitre II, on considère les opérateurs L E L ( X , X ; D , , D ) 
n x x 

n 
définis sur JR n par : 

Min(k,2m) y , , . 
Lu(x) E L(x,x i D , , D ) {u(x)} E E P (x;D ,,D ) {x* u(x)j 

n X x , x x n 
n h=o n 

et les opérateurs L E L(x ; D ) définis sur Çl par : 

Min (k,2m) « , . . 
(1.1) Lu(x) ^ L(x;D ) {u(x)} E E P ^ m ~ R ( x ; D ) (M> f *"n u(x)} 

X , X l X J 
h=o 

2m~* h 
où k et m sont deux entiers > 1 et où les opérateurs P (x;D ,,D ) et 

~~~ X X 
2m-h 

P (x;D ) satisfont les hypothèses indiquées au II.1.2.1 et II.2.2.1. 
x 

respectivement j les équations déterminantes associées c|>0 C p ) ~ o et <f> (x ;p ) * 0 

pour x appartenant à T étant i 

Min (k;2m) 9 . . 
<})0(p) E E P 2 m - h , o C o ) 1 p C p ~ 1 ) ( p ~ k + h + 1 ) = 0 

h a o 

8 t M l n C k ' 2 m ) 9 h k h 

* txip) S P^JIJ (xjgrad <f Cx)) i P p - 1 ) ... Cp-k+h+1) - 0 . 
h=o 
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Les opérateurs frontière B p sont les mêmes que ceux introduits au 

chapitre II. 

Dans ces conditions, les théorèmes 1.1, 1.3 et 2«1 du chapitre II 

correspondant aux estimations a priori "'directes'- et les théorèmes 1.2, 1.4 

et 2.2 du chapitre II correspondant aux estimations a priori ?'duales''' sont 

applicables à de tels opérateurs et plus généralement les résultats obtenus 

dans les théorèmes 1.1, 1 .3-et 2.1 lorsque k*2m et p=o sont valables lorsque 

k 2m+p. Far ailleurs, le théorème 3.1 du chapitre II est aussi valable 

pour ces opérateurs. 

Les remarques concernant, les conditions H^Cp ; fi) et.H^Cp ; fi) 

faites dans le 1°) du chapitre III sont applicables à de tels opérateurs, 

La condition Cp ; fR^) peut aussi dans ce cas être exprimée à l'aide d'une 

condition algébrique analogue à la condition (2.1) du 2°) du chapitre III. 

Les opérateurs L = L(x > D ) définis en (1.1) avec k >̂  2m peuvent 

encore s'écrire sous la forme : 

Lu (x) s ^ ( x ) K ~ 2 m Mu(x) 

où M = M (x j D ) est un opérateur du type (1.1) : 
x 

Mu(x) = 2 l Q 2 m " h (x ; 0 ) {<f> 1

2 m " h utx)}. 
h=o X ( X ) 

Plus généralement, étant donnés un opérateur L E L ( X I D ) du type 

(1.1) et des entiers p et q v••••o, les méthodes du chapitre II permettent 

d'étudier les opérateurs (x)'q L(x ; D ), de W 2 m + P ( f i ) dans H P(fi), et 

x K+q 
l'opérateur L(x ; D ), de W 2™ + P(fi) dans W P(fi). En particulier, on peut 

x K+q q 

étudier l'indice de tels opérateurs et la dépendance de cet indice par 

rapport aux paramètres q et p. Dans les deux cas, cette étude se ramène 

à l'étude d'un opérateur M du type (1.1) : 

Min (2m,k+q) n , , 
IluCx) s E Q 2 m ~ h (x ; D } { ^ ( x ) K + q ~ h u(x)} 

h=o x 

sur l'espace W 2 r n + P ( f i ) . 
k+q 
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On va maintenant appliquer ces méthodes à deux exemples déjà 

étudiés dans et [23] • Celles-ci nous permettront d'une part, de retrou

ver des résultats déjà connus et d'autre part, de les compléter. 

2°J Application à l'étude des problèmes aux limites associés aux opéra

teurs elliptiques dans des espaces de Sobolev avec poids. 

Soit fi un ouvert borné d e f R n , de bord r , fi" étant une variété compact 

0 0 

à bord de classe C . Soit A = A(x ; D ) un opérateur différentiel d'ordre 2m 

sur fi, proprement elliptique sur fi*, à coefficients indéfiniment différentiable 

sur fi et soient m opérateurs frontière fl = ix i D^J pour 1 £ j m, Bj 

étant un opérateur différentiel sur V d'ordre m. avec o <_ m < 2m-1, à coeffi-

cients indéfiniment dif f érentiables sur T tels que le système (B ^ < . < m 

soit normal sur T et recouvre A sur r (cf. jj4j). 

Dans Q l f | , fiC. GQUDJO montre que pour 1 < q <+ » , et pour p et K 

m 1 

entiers positifs ou nuls tels que p > p(K) = Max (-2m+m.+ K+ — ), l'opérateur 
j = 1 ^ 9 

T = {A "i B„,...,B }, opérant de W 2 m + P ' q ( f i ) dans 
1 m K 

W P ' % ) x ^ W 2 m + p - m j ; ^ q - ' q 

est un opérateur à indice, dont l'indice ne dépend ni de q, ni* de p, ni de Ko 

(W^'q(fi) désigne l'espace Wqifi) - {ueg)'(fi), k D 6 u £ L q ( f i ) , |g| _< £} 

muni de la norme canonique)a Par des méthodes d'interpolation, il généralise 

ces résultats à des paramètres p et K réels positifs. Il complète ainsi [g]. 

Dans ce paragraphe, on va retrouver ces résultats dans le cas où 

q-2 par les méthodes indiquées au 1°) ; celles-ci nous donneront par ailleurs 

d'autres résultats. 

/•p K K 
On considère l'opérateur £> = { {$ A % 3.,.. . ,B } opérant de 

m 1 i m 
W 2 m + P £ f i ) dans HP(fi) x n H

2 m + P3" K'""2 p 0 U r p > p(K) - M2X C-2m+m.tk* -1) • 
K> , A l l J . A J Z 

j=1 J=1 J 

% 2 
Remarquons tout d'abord que les espaces W/' (fi) coïncident avec les espaces 

1 
W^(fi) définis au chapitre I et que les espaces w 2' ( r ) coïncident avec les 
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1 
espaces H 2 ( r ) . 

Par ailleurs, il est facile de vérifier que l'opé

rateur tf RA est linéaire continu dans H p № ) '/) H m i n t p ' k ) (ft), de sorte que les 

hypothèses H 2 ( p fi) et H^tp ; fi) ne sont pas en général satisfaites. Néan

moins, selon les remarques faites au chapitre III, on "peut appliquer les 

méthodes du chapitre II à l'opérateur «J , noté désormais £f , opérant de 

m 1 

W^m+P(fl) dans(H p (f l) A H ^ n ( K ' p ) ( G ) ) x n H 2 ^ p ^ m j ~ k " 2 . Ainsi, on obtient 

facilement (cf. théorème 2,1, chapitre II) ; 

(i) Il existe une constante c^ > o telle que pour tout u appartenant à 

W 2 m + P ( Q ) on ait : 
K 

2 m + p i C p { H p ft m 2 m + P - K - m . 4 + M 2 } ' 
W ^ m P(fi) P P Hp(fi) x n H Z m P K m J 2 l/(fi) 

(ii) pour tout entier q > o, si u appartient à W 2 m + P ( f i ) et si £P ̂ u appartient 

—• K p 

à ( H P + q ( o J A H M J n ( p ; q ' k ) ) x ï |_|2m+p+q-k-mj-~2 ^ a l o r s u a p p a r t l e n t a W

2 m + P ^ 

° * j = 1 

et il existe une constante c

p + q > -0. indépendante de u telle que : 

."w2m.p.q(Q) - p+q p »Hp+q x n H 2 m + P + q - k - m . - 2 

De l'assertion Ci), on déduit (cf. théorème 3.1, chapitre II) que 

le noyau de *3 k dans W 2 m + P ( f i ) est de dimension finie et que l'image 

m 1 
^ p W 2 m + p C P J est fermée dana^Cfl) (\ H m i n C p ' k ] [«)) x n H

2 % k - m j " 2 . 

° J-1 

De l'assertion (ii), on déduit que : 

(2.1) Ker ffK = {u € ( ï ï ) i Au =• B.u = 0, 1 < j < m} 
P J - — 

et que 
m 1 

g ? k w 2 m + p + q ( Q ) = k w 2 m + p ( Q ) ^ ( H

p + q ( Q ) n H m i n C p : ? ; k ) x n H

2 m + p : q : k - m j - 2 ) 

p K p K o (fi) j = 1 ( D J 

pour tout entier q o. 
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Par transposition, on va montrer que la codimension de 
m 1 

tfk W 2 m + Pul) dans HpCfi) H H m n C K ' p ) ( Q ) x n H 2 " 1 ! ? : ^ 7 est finie, 
p K o j = 1 C D 

D'après ce qui précède, il suffit de considérer le cas où p est le premier 

entier positif ou nul supérieur à pCK) et, dans ces conditions (puisque 

p(K) < K ) , on a : HP(fi) 0 H , V | i n ( K , p ) [Q) = H P(flK Ainsi, l'opérateur êPK*, 

adjoint de £P K , est linéaire continu de H~p(ft) x n H~ m ~ P * ^ + m j + 2 q a n s 

l'espace dual [w2™+p(ftf| ' de l'espace W 2 m + P ( f t ) et est défini par : 

< $ K * t f i g v . . - , g j , • > n n - < f, f K A * | >" 
p 1 m ^'(fR n)x9)(rR n) '0 H P(fi) x HP(fi) 

m 
+ S < e , BT * T > ^ , 1 o , -1 

j-i J j r H " 2 m " p ; K + m j + 2 x H 2 m + p - k " m j - 2 

m 
pour <J> appartenant à ?>( iR n) et (f 

5 g , " . M g ) appartenant à H P(fi) x II 
1 1 m 

-2m-p+k+m.+2 
H ( r , J . 

On introduit maintenant l'opérateur T = (A ; B , , . . r , B } de H 2 m + P ( f t J 
A p 1 m 

dans HP(fi) x n H (

P ~ m j ~ 2 . L'opérateur T*, adjoint de T , est linéaire 

continu de H"P(«) x n H 2 î ? ~ P + m j + 2 dans H " t 2 m + p î ( R ) et est défini par : 
o j = /J ( H o 

< T*(F;G,,...,G ), J > =* < F, Â*T > 
P 1 m $ ' ( 1 R n ) x $ ( fR P) fl H~P(fi) x HP(fi) 

o 
m — — 

+ E < G. , B .61 > ^ J. ^ 4-

j-i J J r H - 2 7 r ;
m j +2 x H 2 , ^ J 4 . 

pour <i> appartenant à 3) ( lR n) et (F , . . « ,G J appartenant à 

H- p(G) x ï H - 2 ? : p + v ^ . 

j-i 

D'après [17] (théorème 6 ) , le noyau de T*" coïncide avec l'espace 

^ - {(FjG..... ,G ) 6 S) (fl) x f ̂ ( D ] m ; T*(F;G„,...,G ) « D}, 
« m - p 1 m 

et cet espace est de dimension finie. 

Or étant donné f appartenant à H p(fi), on peut lui associer canoni-

quement F, appartenant à H p(fi), de la façon suivante : 
o 
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( 2 . 2 ) F : $ > < f , f N> > : ^ ( TR nJ > Œ. 
Q H~ P(Q) x Hp(fi) 

o ' 

et F et .̂ kf coïncident dans 2* '(fi).. Ainsi, étant donné (f .,» g,»...» g ) 

appartenant à Ker u J , en peut associer canoniquement (F ; G^,...,G^) 

appartenant à Ker T'v =¿4/°où G « g. pour j=1/ 8..,m et où F est défini par 

P j J 

(2,-2) de plus, la correspondance (f ;gA, ... ,.ĝ ) > (F ; ~ , . . . ,G ) . est 

évidemment injective. En fait, cette correspondance est surjective ; :n 

effet, si (F;G^ , . . . , G 3 appartient hdifs il résulte de la-proposition 5.1 

chap. II de [j4] que' F appartient à 

m 
2m-1-Max (m.) 

H f , j ï s 1 et donc, f » F/ *fK appartient à f-fP(ft) et 
o (Q) 

/7> kv< *< >' 
(f ; G.,...,G ) appartient à Ker <5 ' . Finalement, on a démontré qu^ Ker "' 

1 m p P 
est de dimension finie et isomorphe à l'espace &v * 

Par suite, on a établi que l'opérateur â ^, opérant dé W 2 m + P(fi) dans 
p K 

m 1 
u p r . A -.FlinCpA) • . . 2 m + p - k - m , - ^ — . J . a- . 
H (Q) M H Q x n M j ^ est un operateur a indice et que cet 

indice est é^al à l'indice de l'opérateur T = {A ; EL,.*. ,B } de !î 2 m^(fi) 

A
 K p 1 m J 

dans H P( VQ) x n H'*^1? m j 2 . Ce r^sltipliont./.>n p^r f * est un i3oror;:hï s 

me de'H p(fi) :AF 1

r ~ r ! . ; u:/ wf CH),-n 'i^uit r- ; l, ' -v-r-*rv ,:r T ,B } 

1 O I I : . K ' ï f-

m ... X 
opérant de W 2 m + P(fij dans W p(flj"x n H'?*^ f'j ' 2 cist un opérateur à indice 

J~ m 
dont l'indice est indépendant de p et cio k avec la condition p > p(k) « ftax 

1 _ _ 
(-2m+m.+ k + -r)« On a ainsi retrouvé les résultats de |11I dans le cadre 

J 2 t-
Hilbertien. 

Pour s'affranchir de la restriction p > r (k), il ost nécessaire 

d'introduire des opérateurs frontière 8^ plus généraux. Par exemple, on peut 

considérer des opérateurs frontière analogues à ceux introduits dans le 

chapitre II 2 ° ) . Ainsi, si l'opérateur g ? K E (£f KA j B,,...,Bl satisfait 

' m 
la condition H 3(o,Г¿) (et il est facile de voir qu'il existe de tels o p ô r e ^ P U T " 
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cf. : chapitre III par exemple), on démontrerait facilement que l'opérateur 

„ , , ..2m+p r^. , ,.p, A, r\ t lMin(K,p) ™ u 2 m + p - k - m . 
U > opérant de W. H(fi) dans H (Q) ' i H x Iî H j , est un 

k o (fi) ( D 

opérateur à indice dont l'indice est indépendant de 1'entier p >/0• (signa

lons que le problème de l'invariance de l'indice par rapport à k ne se pose 

pas puisque de tels opérateurs généraux n popèrent pas en général dans les 

espaces W- 2 m + p(fi) dès que h est différent de k ) . 
h 

3°) Application à l'étude des opérateurs introduits dans [ l ] et [23] : 

Soit fi un ouvert borné d e f R n , de bord IV fi étant une variété com-

00 

pacte à bord de classe C'. Soit L = L(x ; D ) l'opérateur différentiel défini 

sur fi par s 

(3.1) Lu(x) 5 L ( x ; D J {u(x)} = 2 1 D 3 (a Ax) c f ( x ) K D a u(x)) 
X
 |a|*1 a 6 

|8 |<1 

où les coefficients a n sont indéfiniment différentiables sur fi et k est un 

entier supérieur ou égal à 1, et où ^ est une fonction C de fR n dans fR 

satisfaisant à (1,22), chapitre I. On suppose que cet opérateur L est coercif 

sur l'espace : 

Vk(fi) - {u e S)'(fi) j ? D a u e L (fi), |a| £ 1} 

muni de la norme canonique, i.e. : il existe une constante c > o telle que 

pour tout u appartenant à V (fi), on ait s 

K 

(3.2) Re (, 1 f (-1)' 3' a Axl f ixr D au(x) D 3u(x) dx) > 

lalu Jfi a 6 -
№ C ( Z |i H 2 D a u | | ? ). 

|a|<1 L (fi) 

Pour p entier positif ou nul et m entier supérieur ou égal 

à 1, soient les espaces E (fi) et F (fi) définis par cartes locales à. 

p,m 1p,m 
partir des espaces E ( fR n) et F (TR^) suivants : 
r K p,m •+ • p,m + 
E (fR n) - (u e H 1 ( f R n ) s x' 6'"" 1 D e u e H p ( f R n ) , 2 < 13 f < m+1, o - £ 2 ) , 
p,m + ^ + n + — 1 ' — — n — 
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P * m

 x |ot I 
n 

munis des normes canoniques» 

Remarquons que pour m=1, les espaces E (fi) et F (fi) 

P a l P » I 
peuvent être définis globalement sur fi par ; 

E (fi) = {u € H 1 (fi) j 9 D a u £ H P(fi), | ex j = 2} E W 2 + P ( f i ) , 
p # « « 

F , ( n ) = { f i f/ . „ £ H P ( f i ) . 

P , I W I 

•ans [ j U * MM. BAQUENDI-GOULAGUIC ont étudié l'opérateur L 

dans le c a s o ù k=1 d'un point de vue variationnel et ont obtenu des résul

tats de régularité par une méthode de régularisation elliptique. Dans [23]* 

M.C. ZUILY a généralisé ces résultats de régularité pour k ̂  1 par des 

K V 
méthodes analogues ; notant {—} le plus petit entier supérieur ou égal à ~ , 

il a démontré que si u appartient à V, (fi) et Lu appartient à s F r k - i ( f i ) , 

K p, v^s 

alors u appartient à ce qui permet de déduire "que l'opérateur L 

est,un isomorphisme de E v K U û ) sur F fk-, (fi) pour tout entier p > o et 

de $(fi) sur 3)(fi) O H H ( Q ) t 

o 

Dans ce paragraphe, on va retrouver des résultats de régularité 

analogues par les méthodes indiquées au 1°), sans toutefois les recouvrir 

totalement, puis les compléter dans le cas où k > 1. 

Tout d'abord, on remarque que l'opérateur L peut s'écrire sous 

la forme s 

L(x;D ) {u(x)} E <f>(x)K~1 <$g(xiD v) {u(x)} 

ou CxjD ) est un opérateur de la forme : 

$ u ( x ) = iB(xjD v) {u(x)} = P 2 ( x ; D v ) { f ( x ) u(x)} + P
1(x>0 ) {u(x)} +'a(x)u(x) 

X X X 

où P^(x;D x) est un opérateur différentiel homogène d'ordre h pour 1 £ h 2 

avec en particulier : 
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P 2 ( X J D ) = l a (x) D A + 8 , 

CO —— 
et où a(x) est une fonction de classe C (fi). 

Cet opérateur c£> appartient à la classe des opérateurs étudiés 

dans le 3°) du chapitre III. Conservant les notations de ce paragraphe, on 

vérifie que pour x appartenant à r , p(x) est constant et égal à k-2. D'après 

£ 3 ] , la condition de coercivité (3.2) impliquent deux conditions algébriques 

2 
sur l'opérateur P (xjD ) qui permettent de démontrer facilement que, pour 

x 

tout x appartenant à r et tout Ç vecteur cotangent non nul en x à r , l'opé

rateur, défini surfR + par : 

P 2(x;£ + grad ^(xî-D ) (tu(t)} + P 1 ix^Ç + grad <f{x).D ) {u(t)}, 

est un isomorphisme de W 2 + p ( fR +) sur H p ( I R + ) pour tout entier p o. En par

ticulier, la condition c(x;Ç) n'est pas vérifiée. On peut alors établir le : 

Théorème 3.1 : soient p un entier positif ou nul et L = L ( X J D ^ ) l'opérateur 

défini en (3.1). On suppose que l'opérateur L satisfait à la condition (3.2). 

Alors, pour tout entier m > 1 , l'opérateur L réalise un isomorphisme de 

E (fi) sur F (fi). 
p,m p,m 

Démonstration : les résultats du chapitre III - 3°), compte-tenu de ce qui 

précède, permettent d'affirmer que si u appartient à W2(fi) et u appartient 

à H p(fi), alors u appartient à W 2 + P(fi) et il existe une constante c > o, 

» P 
indépendante de u telle que : 

P(fi) P HP(fi) Ŵ j P(fi) 

Par cartes locales, on se ramène au demi-espace r R ^ , puis utilisant 

la méthode des quotients différentiels, on démontre, grâce à cette estimation 

2 

a priori, que si u appartient à W^(fi) et Lu appartient à F^ ^liï) que u appar

tient à E (fi). Le corollaire du théorème 3.2 du chapitre III permet alors 

p,m 
de conclure que l'opérateur L est un opérateur à indice de E (fi) dans F (fi)0 • H K p,m p,m 
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La condition (3,2) prouve que L, est injectif sur E (fi). Enfin, la condi-
p,m 

tien (3,2) et le résultat de régularité pour p=o et m - {-j} de ¡23] per

mettent de prouver que L est surjectif de E (fi) sur F (fi), d'où le 
M . p,m p,m 

théorème 3.1. 

•n va maintenant compléter l'étude de cet opérateur L en le consi

dérant comme opérateur de W 2 + P(fi) dans H P(fi). Plus précisément, on va dé-

K 
montrer le ; 

Théorème 3.2 : soient p un entier positif ou nul et L = LixjO ) l'opérateur 

défini en (3,1)„ On suppose que l'opérateur L satisfait à la condition (3.2). 

Alors, l'opérateur L réalise un isomorphisme de W 2 + P(fi) sur HP(fi) D \-p^n^ IA?^-
K o (fi) 

Démonstration : On écrit l'opérateur L sous la forme s 

L(x,-D ) {u(x)} = P 2(x*D ) { <f ( x ) k u(x)} + P 1 (xiD ) { <pix) K~ 1u(x)} + 
X X x 

+.-a(x) ^ ( x ) * ' 1 u(x), 

où P^CxjD^) est un opérateur différentiel homogène d'ordre h pour 1 <_ h <_ 2 

avec en particulier 

P 2(x;D ) H l a „ f t(x) D
a + e , 

00 

et où a(x) est une fonction de classe C (fi)» 

Comme précédemment, on vérifie que la condition (3.2) implique 

que, pour tout x appartenant à T et tout £ vecteur cotangent non nul en x 

à T, l'opérateur, défini sur fR + par i 

P 2 ( x 5 Ç + grad <Plx).D t).{t
Ku(t)} + P1(x';ç + grad <P U) .Bf) { t k ~ 1 u ( t ) } 

est un isomorphisme de W 2 + P ( f a + ) sur H P ( f R + ) / l hTin (k~1
 ? p ] ( fR + ) pour tout 

entier p >v o. On en déduit que l'opérateur L, opérant de W 2 + P(fi) dans 
—*• K 

HP(fi) f\ H , V ' I N ^ K
 1' p^(fi), est un opérateur à indice dont l'indice est indé-

o 

pendant de l'entier p >_ o. 

2 + D 
La condition.(3.2) prouve que L est injectif sur W. p(fi) et le 

K 

théorème 3.1 prouve que L est surjectif de W 2 + P(fi) sur Hp(fi) (\ H M l n ( k ~ 1 ' p ) (fi), 
K o 

ce qui achève la démonstration du théorème 3.2. 
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