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EQUATION D'EVOLUTION SUR |0,fj. 

AVEC CONDITION EN PLUSIEURS POINTS. 

par 

R. PAVEC 

On réüoutj le problème : 

'u t L 2 Í D , T , V ) , u'£ L 2(0,T,V) 

(I) iu'Ct) + ait) AuCt) - f(t), p.p. t£[0.T]. 

n 

[o k -

INTRODUCTION. 

Soient V et H dsux espaces de Hubert sur î tels que MC* H,V 

dense dans H. En identifiant H à son anti-dual, on a VC». HC». V . Soit A 

l'opérateur associé à une forme hermitienne continus, coercive sur V et 

c inf « Au.,u > , 
Huí «1 v x v 

• » » v 2 

DÍA) « (ué V |Aü € H) JHJ - |u|* • |Au|* 
DÍA) 

II exlatc-j une rr^Gure dü. Radon n 0 s u r G3» + 0 0L e t u n c h a m P 

y-mesurable d'espaces as Hubert (H ), un opérateur unitaire AJlde H sur 
A 

qui transforme 

DÍA 0) e , - | é 0 - t v | X 9 v CU); ||v||2 = H X° v| 

et tel que pour tout u €. V : 

rtl (Au) i\) = X (¡X.UÍX) 

en posant pour p.p. t <L Cp'Ü st u 6 L 2(0,T,V) 

cflUuïHt)» Qi(uCt)i 
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on en déduit un isomorphisme entre 

L 2C0,T,D(A G)) et L 2(0,T, i £ Q ) 

S o i t , e+v 7 „ e-v 7 

w Q = {u £ l/(O.T,DtA *))| u't l/(0,T,D(A * ) ) } 

!|u||2 = Iu| 2

2 e + v 2 +||u1|
2

2 e-v 2 

W 9 |/(0,T,D(A ^)) L/(0,T.D(A ' ) ) 

Ustransforme Wg en : 

{ v e L 2 ( o , T , ^ j \v e L2to.T.% J , 

muni de sa norme canonique. 

Soit a une fonction continue par morceaux sur LP>T| et à valeurs 

dans fR. En posant : 

C 4i.u)(t) = u(X,t) 

le problème (I) devient équivalent à : 

'u(X,t)£ L 2 ( 0 , T , ^ V ) , u'e. L 2 ( 0 , T , 3 ^ ) 
v2 V 2 

(II) Ju'(X,t) + XaCt) u(X,t) = f(X,t), y p.p. X>_c» p.p. t [O.TI 

n 

l a. u(X,t.) = Ç(X). 
o k K 

Dans la première partie, on traite l'équation homogène Cf=o) 
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I. CAS DE L 'EQUATION HOMOGENE. 

,t 

Soit a(t) = ata) do , m = inf a(t), a (t) 3 a(t) - m 

On suppose que : 

a (t) s'annule en un nombre fini de points : 
(1) \ ° 

0 < T < x < ... < x < T ; q > 0. L - o 1 q - H ~ 

En chaque point x^ , on suppose : 

a(t) ^ y | t - T . | P i quand t x"" , avec y"" < o , p" >̂  o • 
(2) J V p + l 1 1 

a(t') ^ y + 'ft-T. I \ quand t x* , avec y* > o , p*" > o • 
v } 1 l t i i — 

(avec modification évidente si T * o, x s T) 
o q 

(3) Soit p = max (p , p +) + 1. 
i=o,..«,q 1 4 

(4) Soit t. * x. , i=o,...,q et t .,...,t , fo,i] ; (n > q), 
i l q+1 n t u J — 

n -X a Q(t^) n -Xa^t^) 
Pour X >̂  c, on pose A(X) * £ a. c = 8 + E a.c 

o K ° q+1 

avec a. é C, (k=û,...,n). On suppose : 
K 

(5) I ° 
|Pour tout X > c : A U ) * 0 

Soit X Q = (u € W 0 |u' + a A u = o} ; muni de la norme induite par 

L 2(0,T,D(A e + 1 /2)), X. est un espace de Hilbert. 
0 
1 1 

soit e = •=• -
o 2 2p 

0 
Théorème 1 : Avec les hypothèses (1) à (5), pour tout Ç £ DCA ), il existe 

u € W q unique satisfaisant à i 

u'+sAu = 0 

Jn 
l <xk u(t K) - Ç 
o 

v 



III - 4 

9 
et l'application £ > u est un isomorphisme de DCA °) sur X Q . Pour tout 

0 
0 > 0 cette application est aussi un isomorphisme entre D(A ) et X . 
_ ~ 0 

De (5), il résulte que 8 * inf |A(X)| > o et (2) l'existence 
X>c 

d'une fonction & telle que, 

\/t£ [Û,T] 0 £ 6Ct) £ a(t) 

(6) ] r T + T T + T l 

„ f l, . .p . . . T i i-1 i i+1 1 

.ect)-y|t-T ir si t e l — 2 - — , — 2 — • I 

avec T A

 A - T , T . = 2T - T ; i = o,..., Ô. -1 o q+1 q 

La formulation (II) du problème montre que si u' + a Au = o : 

- Xa Ct) 
u(X,t) = c(X) e 0 

n £ ( X) 
En écrivant E a. u(t. ) = £ on en déduit C(X) = TTTTT et (6) montre 

_1 o AlAJ 

que ((i u(X,t) e W Q . 

Réciproquement, si u € X on déduit de (2) que C(X) 0C, et donc 
n 9 ° Bo 
Z a R u(t R) 4 DCA °) 
o 

II. EQUATION NON HOMOGENE, AVEC UNE FONCTION a S'ANNULANT EN UN POINT 

On suppose : 

rVt f1
 T : a(t) > o. 

(7) ] ° 

a(t) »v y |t-t l P quand T . 
I 1 o 1 M o 

Soit a (t) = a (a) da et 0 = t < t. < t- < ... < t < T. 
o J o 1 2 n — 

o 
1 1 

ACX) est défini comme au S 2 avec g = a . Soit 0. = « 
o o 1 2 p 

Théorème 2 : Si les hypothèses (7) et (5) sont vérifiées, pour tout 

2 Q1 
(f,Ç) € L (0,T,D(A )) x H, il existe u unique satisfaisant à (I) et 

2 0 1 
l'application (f,Ç) > u est continue de L (0,T,D(A )) x H dans W . 

? Q
 Q- 01 ° 

De plus, si (f,Ç) C L (0,T,D(A )) x D(A ) on a u £ W 0 _ Q . pour tout 8 >_ 3 i J. 
_ 1 
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De (7), il résulte qu'il existe y > o tel que pour u et t tel 

que 0 <, ù <. t. < T 

(8) 0 < y(t-u) p < a ft) - a (u). 

— — o o 

On utilise alors la formulation de Cil) du problème C D . L'unicité 

est immédiate (théorème 1). L'existence se démontre en deux étapes» On 

résoud d'abord : 
v f W v o 

Hv'(t) + a(t) A v(t) = f(t) 

v(o) = o-

On a : , 
. . f -X(a (t) - a tu)) 
U v (t) - v(*,t) = j e 0 0 f(X,u) du. 

o 
De (8), on déduit s 

|v(A,t) j£ dt ^ C À " P ||f(X,.)||2 

J R 1X L Z(0,T,HJ 
O A 
Il on résulte 

x i|vU,t)i 2 du(X) dt i c ||f||2 0, 
j j H, L (0,T,D(A ')) 
c o A 

un en dâduit v £ W . On résoud alors : 
o 

! 
jv'(t) + a(t) A v Ct) = o 
< • C ' o 

|* a k vo C V = Ç " * a k v ( V ' 
1.0 0 

et ce système admet une solution V Q £ W q d'après le théorème 1 « E n posant 

u = v + v , on en déduit une solution de I. 
o 

Remarque : Le théorème 2 est encore vrai en supposant a(t) > o sauf en des 

points o < 7 Q < T\j < ... < T , et telle que : 

i i pi 
a(t) ^ y i It-T̂ î quand t + T\ (y i > o, p i > o) 

avec p = max Cpj) + 1. 
i=o,...,q 
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Théorème 2*.Soit m £ (N et a une fonction de classe C m . 

Si (f,Ç) £ [L 2(O,T,D(A 01 + m}) f) l-Ao.T.V')] x DCA™), la solution 

u de (I) appartient à L 2(0,T,D(A ' ) ) fi H™* 1 (0,T j V ) , et l'application 

Cf.Ç) — > u sst continue dans ces espaces. 

H m(Û,T,V) = {v e L 2(0,T,V*) |' v C j ) €. L 2 ( 0 , T , V ) , j=1 m}. 

1 2 m-^2 0. + m > m - . Donc, f £.L"C0,T,DCA )) et d'après le théorème des 
1 ~ 2 1/i 

r-ji 2

 m" 2» J 

dérivées intermédiaires f J t L (Q,T,D(A )) pour j=0,1,...,m. 

D'après le théorème 2), la solution u de CI) vérifie 

lu 6 L CQ,T,D(A ) 

I 2 m - 1/> 
tu'é L (0,T,DCA l) 

m 2 m + ^ - J 
Supposons qu3 u' u'£ L (0,T,D(A ). De (I), on déduit 

u ( J + 1 3 C t ) » f t j )it) - (aCt) A u ) ( j ) 

si K < j-1 u f k î é L 2(0.T,DCA m" 1 / 2" J" 1)) et donc A u ( K ) 6 L 2(0,T»D(i\ m'^' 3) 

D' o ù : V - J 

C-Ct) A u T J J . « a(t) A u J J + élément de L^(0,T,D(A ) 

or a(t)'A u k" J(t3 £ l/CQ,T,D(A ) 

f ° ; C t î £ L*I0.7,D[A " î) si : < m . 

ce qui entraîne u J * " t L (0,7,DCA )). 

Cn en déduit u

( m v 1 ) £. L 2(0,7,V ). La continuité résulte aussi rie 

cette d^^orr^tratx « 

Remarque : Si p » 0, 0 1 « - j [ait) > o, pour tout t £ [p,Tj). Les applica

tions considérées dans le théorème 2 et le théorème 2* sont des isomorphisrras, 
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Exemple : 

V = H 1(o,1) H = L 2C0,1) 
o 

f i f 9 u 9v , r w 

a(u,v) « J • ̂ x d x ; u' v ^ v 

o 
2 

A - - , DCA) = H 2(0,1) n H ] (O , 1 ) . 
3x 2 

T - 2 i a(t) « |l-t| , t £ fo,2]. 

1 1 
On a p = 2. 9 1 = ^ - i s °* 

D'après le théorème 2, pour tout f £ L 2(]0,2Q x J0,1 [), ç £ L 2 ( 0 , 1 ) , 

il existe u unique satisfaisant à : 

ru £L 2(0,2,H 1 ( o , D ) , u' £ L 2C0,2, r-f1(0,1)) 
o 

-I? " 1 1 —•= I ^ = fCt.x). pp (t,x)£. [0,2\ x {p,f[. 
Z 9x Z 

n 
E a u (t. ,x) = Ç(x), pp x £ [p>l]-n K 

v 0 

où les coefficients , satisfont à (5), 


