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COMPORTEMENT ASYP1PTQTIQUE DES VALEURS PROPRES D'UN 

OPERATEUR ELLIPTIQUE DEGENERE 

D'après NORDIN 

par 

Monique TOUGERON 

Introduction : 

Dons le cas particulier où A - - E D. D.'î et où est cons-
j 3 3 9v 

tant sur T, Nordin améliore le résultat de Baouendi et Goulaouic [VJ con

cernant le comportement du nombre N(X) de valeurs propres inférieures à X ; 

(au lieu d'un encadrement, il obtient un équivalent de N(A) lorsque A ->«).. 

I - FORMULE DE COURANT-FISHER 

1. Opérateurs bornés (Riesz-Nagy [4] ou Courant Hilbert [VJ ) 

Données : H espace de Hilbert de dimension infinie 3 T £ £ê(H) auto-adjn-î 

compact dans H, strictement positif. 

Résultat : Si {y. }. ^ y„ >. y~ >_ . >. M. • 0 désigne la suite des 
— — — — — K ' K c- 1IM 1 Z K 

valeurs propres de on a : 
(Tu,u) H 

y^ = Min Max 2 — 

& s e v de H u fcife1 "U ,IH 

dim t&<^ k-1 u / o 

2 , : O p é r a t e u r s non bornés 

Données : (A,D(AÎÎ non borné, auto-adjoint, strictement positif dans H ; 

injection de D(A3 dans H compacte. 

Résultat : Si {X }̂  , 0 < >^ £ ^ < ... < A R - , désigne la s u i ^ 
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des valeurs propres de (A,DCA)), on a : * ,~ n 

| A 1 / 2 U | Ê 
A K = Max Piin^ — -

J&sev de D ( A 1 / 2 ) u e ^ D ( A 1 / 2 j 1 u l !H 

dim <_ k-1 u / o 

3. Formes quadratiques 

Données ; a(u), b(u) fonctionnelles quadratiques définies positives sur un 

1/2 
espace vectoriel W ; V désigne le complété de W pour la norme CaCu)) , 

1/2 

H le complété de W pour CbCu)) *-.a(u,v) et bCu,v) formes sesquilinéaires 

associées à a(u) et b(u) sont des produits scalaires sur V et H ^ on suppose 

que l'on a les. inclusions W c M C H et \ que : V u £ V,, aiu) >^b(u). 

Résultat : D'après un théorème de Friedrichs (Riesz-Nagy [4J), il existe un 

unique opérateur non borné (A,DCA)) dans H, auto-adjoint, de domaine 

D(A) C V, vérifiant ? aCu,v) = bCAu,v) pour tous u £ DCA), v e V ; de plus 
1/2 

A est positif, DCA) est dense dans V et DCA ) = V ; si de plus l'injec

tion de V dans H est compacte, le K ^ e m G valeur propre de CA,DCA)) donnée en 

2) s'exprime aussi par : 
A, = Max (lin 
K « •• bCu) 

& S G V de V u € £ \ 7 

dim *£> <^ K-1 u o 

On dit que (A,DCA)) est l'extension de Friedrichs associée à a, b et W, et 

ième 

que A^ est la K valeur propre associée à Ca,b,W). (Par abus de langage, 

on parlera de l'extension de Friedrichs associée à a,b,W quand il faudra 

prendre celle associée à a+b,b,W et lui retrancher l'identité, lorsqu'on 

aura a(u) >. o au lieu de a(u) ̂ b C u ) ). 
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II - PREMIERE APPLICATION DE LA FORMULE DE COURANT-FISHER 

Données : 

. & ouvert borné de fR n, n > 1, de bord r , tel que Q soit une variété à bor-1 

de classe C . 

. ¥ 6 C°(iR n,R) vérifiant fi = {x e !R n I f (x) > o> . r « { x | f (x) = o> , 

dVix) / o s u r T , 

On'note V = (u é L 2(fi), /^f D± a et2(.Q), i = 1,...,nh 

. aCu), b(u) formes quadratiques intégro-différentielles définies dans V 

f aCu) - f <? T. (D.u? 2 dx =• E Ijv^f D,u||2„ 

'fi J J J J L2(fi) 

b(u) = [ u 2 dx = ij u||2 

h. L (fi) 

Résultat : Les 'données" de 1.3) sont satisfaites par a+b,b,V ? d'après 

Baouendi-Goulaouic [2j , l'extension de Friodrichs associée à a„b,V ost oonv 

2 
l'opérateur (A,DCA)) non borné dans L (fi) défini par : 

DCA) = {u 6 H 1 Un, S" u e H 2 ( Q ) } , Au = - E D.C^D.u) , 
j J J 

2 ièniG 
et, l'injection de DCA) dans L (R) étant compacte, la k ' -valeur propre 

de (A,DCA)) est donnée pcr : 

\^ = Max (lin 
JL 

à^sev de V u é i ê ^ 

dim & < k - 1 u / o 

III - ETUDE DE LA F A C T I O N N U , ~, « } . 
D 

Soit Q un ouvert contenu dans R ; on note N U , -g, R ^ , Cresp, NU.. ~, R,Jj 

le nombre de valeurs propres associées à (a,b, C M R ^ ) ) , (resp, (a,b, C (ft̂  î ' 

inférieures ou égales à A. De la formule de Courant-Fisher on déduit s 
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1) A et Sl^ étant fixés si croît, M (A, ~, SI ) décroît, (resp, N(A, SI ) ) . 

2) A et ~ étant fixés, si QA décroît N(A, £2.) et N(A, SI.) décroissent. 
b 1 b 1 b 1 

3) A et ~ étant fixés, si Sl^ H Sl^ = $ e t ^ U ^ n = alors posant 

N(Q) = N (A, |, Q), 

on a 

Ntt^) + NK3 ) < N(fl) <_N(Q) <^N(n ) + N(fl ). 

IV - COMPORTEMENT DE M (A, SI) LORSQUE A + « 

D 

Dans le cas particulier où la dérivée normale (intérieure) de sur r ; 

% = "fvf* G S ^ c o n s t a n t G s u r ^ o n S G propose de démontrer que : 

(1) N(A, ~, Q) est équivalent à a CX 3 quand A —• 0 0 

avec a 2 ( A ) = d 2 ALog A , a^(À) À pour n >. 3, et = — 
1-n 

d - (n-1) c A (|^J 2 | [-^1] t ~ n dt pour n > 3, 
n n-1 3v j L 2 J K — 

c A = (2ïï) 1~ n o> 4 (—) 2 v o K D pour n > 2, 
n-1 n-1 3v h —* 

a)^ désignant le volume de la boule unité de rR n. 

1. Localisation au voisinage de F 

T étant une sous-variété compacte de fR n de dimension (n-1), on peut trouver 

un nombre fini d'ouverts d e f R n , recouvrant F, dans chacun desquels (y,t), 

(où y est l'intersection avec r de l'unique géodésique minimal passant par 

x et normale à T, et t la distance de x à y ) , soit un système de coordon

nées. Pour e assez petit, on note alors : 

SI = (x é SI | o < t < e] 

et Sic le complémentaire de Sl^ dans SI. De III 3 ) , on déduit alors ; 

NUI ) < N(fl) < N(Q ) + N(«*î, e ~~ — e e 

et donc 
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- r - „ n i < lim ^ n , < lim „ f V , < lim ^ n . + lim ^ f, > 
A a [a j — a (A) a (A ] — a [A] cr (A j 

n n. n n n 

L'extension de Friedrichs associée à (a,b,fl } est (A,D(A3) où A est un opé~ 

rateur uniformément elliptique dans ïï^ et DCA) le domaine du problème de 

Neumann dans fi£ ; le comportement à l'infini de N(A,£1 £) est donc connu 

(Garding[3J ) : il est de type Q £ ( A
n / 2 ) . ceci réduit le suite d'inégalités 

ci-dessus à s 

N » e ) N ( B , N ( f l , N(B e) 

iî!D- FUT - ̂  ÔTÔ - l i m ô-[XT - lirn ^""m 
n n n n 

Pour avoir Cl),.il suffit donc de démontrer ; 

(2) e étant fixé assez petit, lim — ^ ~ = lim „ ,\ , = 1. 
a (AJ a LA j 
n n 

2. Séparation des variables 

Dans le système de coordonnées Cy,t), la métrique réiemannienne de fR n est 

d t Z + 1 g 1 k Iy*t) d y
J d y K , 

-i — 
donc sur Q et pour u é C (0 ! eu C, ), on a 

f a(u) - f <f (y.tî ( T g J K Cy.tJ 3 u 3 u + C ^ ) 2 ) g V 2 dy dt 

L b(u) = f u(y,tî 2 g 1 / 2 ay dt 

e 

avec g ^ | d e t C g J K ) J k i . C « : J k ) J k - ( S j k ^ ; 

n-1 v 

On pose y.,(vi = g., (y,o) peur j,k = 1,...,n~1 s I ï.^ dy" est alors 

la métrique induite par (Sj^î s u r F. 

On remarque que pour t petit, on a : 

f(y,t) = t f^(y,oî ( C ( t ) ) 

g 1 / 2 ( t , y ) » g 1 / 2 ( o , y ) ( 1 + 0 [ t n s - 1 / 2 ( y ) . ( 1 + 0 ( t ) } 



VI - 6 

n-1 n-1 
et l g3K ty,t) 9 .u 3. u = .(1 + 0 (t)) £ r 3 (y) 3 .u 8. u ; 

J.k-1 3 K j,k=1 J K 

si donc on pose : 

f 9 1/7 
^ b (u) s u y ~ dy dt 

e 

on a : 

i) b(u)-b (u) = f O i t ) u 2 Y 1 / 2 dy dt, d'où | b(u)»b> < 0 ( c ) . b (u) 

ii) a ( u ) - a 1 ( u ) » t ^ ( y . o ) Y 1 / 2 (1+0(t) î ( C — ) 2+ ( 1 < K t ) ) ï V^jù 3 ku) -

- W " ^ Y 9 j u ak̂ J dv ^ 

La partie entre crochets est du type 

V»'!!'2 * °2 m "f ^ V V ' 
on a donc : 

|a(uî - a^ull < 0(e) ^ ( u ) , 

et, pour e assez petit : 

1 1 < a(u) < 1 1 

1+OCe) * b, (u) - b(u) - H Cu) ' 1-0(e}" ; 

d'où l'on déduit, d'après III 1) 

' NCA, f. ô e ) < N U , ^- . ̂ ^ y , ÏÏ) 

et ceci est équivalent à : 

N(A(1+0ïc ) ) , T ^ , n î < N(Ai,8 ) < N(A,J,ft ) < N ( A(1 -0( e) ) ~ t » ) 
uA e - b e ~ b e ~~~ b, £ 

Une condition suffisante pour avoir (2) est donc, e étant fixé;assez petit : 

(3) N ( A , — ) et N(A,-l,a ) équivalents à a (A) quand A —• + », 
b̂ j e b e n 
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et, posant 

w(y,t) = u(y,t3 • (y,o). -, a«iw} = a. (™—:) , b o(u0 = b , 

(3.) équivaut à 

a a _ 
(4) N(A,—,fl ) et N(A 5—,fl j équivalents à a (A) quand A —* + « . 

b^ e b,-, e n 

3. Spectre d'un operateur elliptique auto-adjoint sur r 

On pose 

( v«> • ir ^ T s * 3 j fa. ^ ^ * 

alors a^(o)3 et b^fo) s'expriment par ; 

f e 

b.Jo)) = b (0)3 dt 
3 0 

On étudie l'extension D9 Frîeeirichs associée à a ,b ,C (F) ; 
o o 

. Le complété de c'trï pour ^ b Q J
, / 2 est L 2(T) car est strictement posi

tive sur T et T compacte. 

1/2 
• (a +b ) est une norme équivalence à 

o ) 

IU|| . - | I f Y J K
 3 o, 3 u ', 1 / 2 dy • c 2 y 1 / 2 dy 

1 1 /2 1 
donc le complété de C C D pour (a +b J ' est H ( H . 

r Soit A l'opérateur défini par 
o 

A ttt) - I ' . *.lS/2.*JK , 

2 
on sait que (A +' 1, H (T)] ect auto-adjoint, semi-borné inférieurement par 

o 
2 

1 dans L (T) ; d'autre part 
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H 2 T N c : H 1 ( D et b ((A +1) o > . , < 0 = (a +b Ho>,,w 0î pour tous o>, € H 2 ( r ) , 
o o 1 2 o o 1 2 1 

1 2 
w 2 é H ( r ) j c'est donc que (A ,H ( F ) ) est l'extension de Friedrichs as-

1 ° a o 
sociée à a , b et C (F ). Le comportement à l'infini de N(U, t — * H est 

o o b 
o 

donc du type (Garding [3J ) : 

(5) N (y) = N(y, t—, T ) ^ C , y n ~ 1 / z quand y « 
o b n-1 

o 
avec 

r F N nJ-n / t f cp1-n/2 1/2 . 
C „ = C2ÎT ) . o) Y Y dy 
n-1 n-1 jp 1 v J 

4. Décomposition suivant les fonctions propres de AQ 

.00 2 " f ' v 0 0 

Soient ly.}. les valeurs propres de (A ,H (r)) et th./. une base de 
K K = 0 O K K~0 

2 
fonctions propres correspondantes, orthonormale pour b Q dans L ( H . Pour 

1 1 — 
a) e C (fl ) ou w ^ C (fl ) f on a ! o e e 

00 OO 
oi(y,t) = J b (a>(y,t},h.(y)).h (y) = J o).(t).h.(y) pour o < t < e 

o ° ^ ^ o J J 

On pose alors ; 

(e 7 7 
[ f(y) = f(y,u) = t(u f(t) + y u ( t ) ) dt 

I f e ? 
I gCu) =l u(t) dt 

^ o 

ce qui donne : 

J o 7 V 

o J 

f H f ( T ' V ) 

et N U , -r—, Q ) = N X, — , Q j 

Mais un raisonnement de n

l e m G diamètre permet d'écrire : 

a 9 «> y. , 
N U , t~~, Q 3 = [ N(À, f - f C T T 1 ) / I ) 

2 o 'v/& 
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Une condition suffisante pour avoir (4) est alors ; 

quand A —• » , avec J = 1 ou I . 
I g £ TvJ n e e e 

f £ 1 2 
On pose encore f'(u) = ! t (1 - — t) u | dt ; on a f'Cu] < ffp.u) pour 

JQ 

tout y é. fR , donc d'après III. 1), 

( 7 ) N ( ^ ^ , T , >) < N ( — . ï . A) 
g e g e 

1 — 

Or l'extension de Friedrichs associée à f , g et C (I £) est un opérateur 

dégénéré du type Baouendi-Goulaouic, avec Au = - ~ (t(1 " " ^ 5 . - ^ ) , la dégé

nérescence ayant lieu en 0 et e ; donc 

(8) N(—, ï , A) = 0( vA) quand A —• + <» , 
g e 

j o rf(u./fv) x ï ^ 

et aussi \ NÎ - , —- = OC V A), avec j = max j. d'où 
o 1 g ^ ° V. < 

1 y i 
J o fftJ-) . ï 

l N — L - = o (a (A) ). 
o ^ ê V n 

Une condition suffisante pour avoir (8) est alors 

y N I J, 4- ^ a (X) quand A -*• », avec J = 1 ou J 
1 i. § V n e e 
J o 

ou encore 

(93 J N ( — J , ^ J , dN oCp) < v a n ( A ) . 

1 v 
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^' *-e lemme principal 

i) Une autre écriture de (9) 

Pour p > o, on considère les formes quadratiques 

f F(p,v) = t (v f +v ) dt 

J J ° 
| f p 2 

' o 

alors pour y > o et pour v = u(—;-), on a : 
/ y 

!' f(y,u) = FCc/iT ,v) 

i g(uî » — GCey'y , v) 

On pose M U . p î = N(-^^4, I , A) et M(À,p) = N ( £ £ ~ , ï > A ) , alors 

GlpJ 0 bip). 0 
f ( ) A 

N ( — — , J, \) - M ( — e x/y), et la condition (9) devient 

f00 f x e , Q 
M , - — - dN (u) ^ a ( A ) quand À -»• «>, (de même avec M ) , 

V 2 
ou encore, faisant u = T , e f S T-""s 

' v 
f00 , 2 _ 

(10) I - m ( - , e ' T Î . d N (~~) * a U î , m "» M ou M.. 
J T

2 = 1

 T n 

ii) Etude de la fonction m (A,p) 

On va démontrer le lemme suivant ? 

Lemme s Soit A > o, m = M ou M, on a : 

} 3/4 
a) o < P Q < A < p ==> m (A,o) = ~ + 0 ( A ) 

b ) A > p > p > o = > m (A,p) = 0 ( VAO) 
o o 

' o 

c) A entier pair positif et o < S < 1 étant donnés, il existe p > A 

+ 1-I 
tel que pour À < A et o >_ p , on ait m (A,p) = \ ~ - J , sauf si A appartient 
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à des intervalles symétriques de longueur 2$ autour des entiers impairs 

1,3,5,..,, où la différence aux deux extrémités est au plus 1 en valeur 

absolue. 

Démonstration : 

ot) Remarque préliminaire 

. Pour o 0 > p, > o et I = ~jp, ,p~[\ on considère encore ; 

( f 2 2 2 
F(o / {,p 2,v) = tCv* +v ) dt 

PO 
f 2 

^ G(p ,p ,v) = v" dt , 

'I 

F ( p r c 2 } 

et on note m(X,p.,p n) avec m = M ou les fonctions Nhrr-——f, A) -JSSC-

ciées à F(p ,P 2), G C c ^ . p ^ et C^(I) ou C 1 (ï). 
N 
( 2 2 2 

. On remplace F C p ^ o ^ v ) par C.F ; ( p ^ p ^ v î = C.j ( V + v ) dt, où C > o, 
iè " p1 1 

et on note A, -, resp. A. , la K valeur propre associée à CCF', G, C C I ) ) * 

resp. CCF', G, C L'extension de friedrichs associée à CCF', G, C C D ) 
o 

est (A,DCA)) avec DCA) = (\ H 2 ( p y ] , p ? ) , Au = -Cu ? v + Cu, et (A,D(A}3 aver; 

DCA) = {u e H1-, ~ C-L^, ~- Cp.) = Cp, ) =• 0} si C 1(I) est remplacé par 

dt 1 dt o 

C 1 ( I ) O Tout couple propre (A„u) pour (A „D CA) ) où CA,D(Â")) vérifie : 

-Cu" + Cu' = Au, c'est-à-dire est solution d'une équation différentielle 

linéaire du second ordre à coefficients constants dont l'équation caracté-

2 
ristique est ~Cr + (C-A) = o on en déduit que : 

1) Il n'y a pas de valeur propre inférieure à C dans les deux cas. 

2) ^ > C , Ij « C et I > C 

3 ) A K = C ^ V ^ ) % il ' ^>2-" G t V l " \ Pour K^1,2,.. n 
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F'(P ,P ) F (P ,P 1 F'(p ,P J 

» De l'inégalité : p <_ ! — — <_ p ! — — , on déduit, 
G ( P r P 2 ) G CP 1,P 2Î. G ( P 1 . P 2 ) 

d'après III.1), |\!(p < H{F-) < N(P„ ~-î ; mais comme 
Z b b 1 b 

N(C j^-.A.l) - -~1 et NCC ~ ,A,Ï) = N(C ~ ,A,I) - 1 , on a : 

P 2 ~ P 1 rr P - p /-r 

6) Démonstration de a) : 

Soit p < P „ < . . o < P ^ = A < p = p une partition de Tp ,pl , 

telle que celle de [p ,X]soit équidistante. D'après III.3, on a ; 

v-1 v-1 
£ MCA,p p 1 < m(A,p ,p) < E M (A,p. , p. J , d'où, posant 
=o k=o 

1 / Â 
f (XJ = ^ x " ̂  P o u r 0 * x — o n déduit, d 'après a ) , 

- v Z 3 ( P k t 1 - P k ) f ( P k + 1 î < m ( X . p o , P ) < V ( P k + 1 - P k ) f(P k) + v ; 
K~0 K— C 

cette dernière inégalité implique la suivante : 
3/ A A 3/ 

x ? f ( X ^ 
- v + f( X) dX <_ m(A,p , p}<_ f(x) dx + — + v . 

(v-1) /p~" -p 0 'p (v-1) /ë~ 
o o /-r Ko o 

A / — 1 

Comme [ f(X) dX = - - -j + A c r c t g f±- _ 1 e t a r c t g 1— = 2 + 

A [/ Po J / p o 

+ o — q u a n d A+°°, on a fCX) dX = + 0 (A ) quand A-**> 81 

l / P o J 

A ^ 14 i A 1 /2 A 3 / 2 

v + 0 (A ) + ^ - < m ( A , p , p ) < - + 0 (A ) + : + v , 
(v-1) /T P o 2 ~ 0 ~ 2 p o (v-1) / r 

° C 3 / 
A 4 

et donc, prenant v assez grand par rapport à A, m(A,p ,p) = ^ + 0(A ) 

quand A •> « • 
Enfin, MCA,p ) + M U , p ,p) < m(A,p) < MCA^P ) + M(A,p ,p) d'après III.3. , 

o o — — o o 
et d'après (7), et (8) : 
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MCX,p ) = (M — , I , — = ( / - } , d'où M{X,p ) * 0 (/A) ainsi que 
o l g e e j p Q / e o e 

M ( X , p o ) , donc, d'après 1G calcul ci-dessus, on a bien a) du larrons. 

Y^ Démonstration de b) 

Soit q^<q < .. . < = p une partition équidistente de [p , p] . 

Comme en "g) on écrit encore m(X,p ,p) < E ftp.}, (P, . - P, ) + v, et cette 
e ~ , A k k+1 k 

k=1 p 

fois, on majore grossièrement la différence f(X) dX - Z f(P.J CP. -p. î 
j k""1 

par f(p ) = z=— (p-p ). — — - , puis par pp X v comme 
v o îlv o j— o 

f ° 2 1 /2 
f(X) dX < vpX , [faire xX = t ), pour v assez grand (de l'ordre de p ), 

on obtient m(X,p ,p) = 0 (/Xp"), ce qui ajouté à m(X,p) < f1(X,p ) + n(X,p ,p), 

f° o 2 "o ï 

2 p X 
et PUA,p î = N — - — , I , - — = 0 (/Xp7) = 0(/*P) implique b) du lemme. 

o l e e £ J s o . 

6) Démonstration de c) 

1 1 
. L'extension de Friedrichs associée à (F(p)) G(p), C (I )), resp. C (I ), 

o p P 
— 2 

est l'opérateur (A,D(A)), resp. D(A), non borné dans L (I p)> avec ; 

'D(A) = (u e H 1 ( I p ) , tu 6 H 2 , u(p) = 0} 

-I DCA) = {u € H 1 ( I p ) , tu £ H 2 , (P) a Q} 

Au = -(tu' ) ' + tu 

. L'équation ~ ( t u ' ) f + tu - Xu = 0, À G Œ , t > a, est du type équation de 

Laplace ou équation du 2ème type de Fuchs, l'équation indicielle en 0 étant 

2 

a = 0 ; elle admet donc pour base de solutions les fonctions : 

fu (t) = 1 + t f (t) 

Q O 
lu. (t) = (1+t f (t)3 Log t + tf. (tî, f et f, étant analytiques en 0. 
[ i o 1 o 1 

ftp://ftp.%7d
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Il est de plus démontré dans Valiron [5] (méthode de Laplace), que 

r - V C A + 1 ) 

u(t,A) - " zïff I 3 (Z"*1) ( Z + 1 ) d Z # 

où C est le contour ci-après, vérifie cette 

\. équation différentielle pour t > o i cette solu-

-1 1 / tion admet une limite finie quand t -> o , (faire 

z'=t(z-1) dans 1'intégrale), donc elle est 

multiple de u (t) pour tout A G £c ' o 

2 
•n vérifie facilement ensuite que toute solution vérifiant tt^-î € L (0,T), 

T < + «>, est multiple de u (t), donc aussi de u(t,A). Ainsi, les valeurs 
o 

propres de (A,D(A)) sont les zéros réels positifs de u(p,A) et celles de 

(A,D(A)) ceux de ( P , * K 
dt 

-V 2(X+1) t 

Maintenant u(t,A) = (2t) e vtt.A) avec v(t,A) 
. t V 2(A-1) -1/, (X+1 ) . 

- 2lf j e z ( 2 T + 1 ) " dz et ̂ |(t,A) = ̂ 1 v ( t , A + 2 ) , d'où 

-1/ ( A+1 ) 
~ Ct,A) = (2tî 2 w(t,X) avec w(t ,A) = (1 - v(t,A) + Ail v(t , A +2), dt 2t 4 t 2 

donc les zéros en A de u(t,A) sent les mêmes que ceux de v(t,A) et ceux de 

u£(t,A) les mêmes que ceux de w ( t , A ) e 

D'autre part, v(°°,A) = ~ et v(t,A) — > v(«>,A) quand t-*«, unifor-

re-(A-D) 

mément en A sur tout compact. De même, w(°°,A) = v(°°,A) et w(t,A)—>w(<»,A) 

uniformément sur tout compact ; les zéros de v(°°,A) sont exactement 1,3,5... 

et chacun est simple. Pour tout t > o , A — > v(t,A) est une fonction entière 

(théorème de Morera), ainsi que v(°°,A), donc v|(t,A) — > vM«,A) uniformément 

sur tout compact et — I v ( X J dA — v ( X J dA pour tout contour 

fermé Y ne contenant pas de zéro de v(°°,A). Les dernières intégrales ne sont 

autres que - P^ où = nombre de zéros de v(t,A) contenus dans l'intérieur 

de y, comptés avec leur multiplicité, P « nombre de pôles. En particulier, 
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pour tout ô , - o < 6 < 1,si y désigne le cercle de centre 2K+1 et de rayon 6, 

pour tout A = 2 p , p é f N , il existe p > A'tq ^t>_p^ , v(t,X) a exactement p 

zéros dans o < R e X < A, un dans chaque disque de centre 2k+1, k=o,. a.,p~1, 

et de rayon 6 ; par ailleurs, v(t,A) - -v(t,X), donc les zéros sont réels 

et on a c ) , 

a) Fin de la démonstration. 

A l'aide du lemme précédent, on veut montrer, remplaçant e 1 par 

e dans (10) : 0 0 

( X X 2 

J ~ m ( — , ex) dN ( r - r - ) * o (X) quand X », m = M ou il. 
J T o-tf n 

( 7 ( 

Pour X assez grand, on décompose J en = et I 3 

Déjà, d'après b) du lemme et (5), 

n 
J = 7 ^ m C — , cVyT) < N (—nr-). 0 (/IT) = 0 [X 2) = o(c (Xî). 
1 . a y — j — o e <f e e n 

Il reste donc à montrer que I * a

n ^ X ) quand X » 

1 -n 

i) D'après c) du lemme, pour A-2, o <6 < ~ ' 3 PQ

 > 2 tq VX^ £ 2 , P _̂ PQ» 

on ait m(X.,p) - 'L sauf si X. é~)l~6, 1 + ô F j donc, si on fait X. = , 
1 L 2 J 1 a 1 T 

X P 0(1-ô) x 

p = ex, pour X > X ' , -x>~—-r avec X' > ?•— , on a m ( - , a ) = 0, 
— 1 I — O 1 £ T 

T 2 2 T n~1 
D'autre part, IM C—) ^ c - ( ) quand T-*», implique s 3 x tq T > T 

o \ n-1 K H • p "* - o 
n-1 v 

entraîne N (x 2) = (-̂L=) (c f + 0(1)6) et donc : 
0 ^ n-1 

_ 2 n-1 /r-
d X £ tq X > X ; = > N (J-î = te ̂  + 0 ( 1 ) 6 ) . ( — ) pour x > / ~ 

v 

Ainsi, pour X>^X' = sup (X^,X^) on a simultanément : 

m(-~, ex) = 0 pour x >_ ™ ~ 

2 2 n-1 /p-
N o(^-) ( c ^ 1 + 0(1)6) pour x > 

1 v ^ 
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OO 

f X T 2 

on en déduit que pour A > X', m ( — , CT) dN Irrr). 2 o et donc 
— T O Y 

. A J V 
A T= —-r-

I -••[• , _ m ( A , e x ) d N o ( £ ) . 
' /A v 

T =/i 

ii) on intègre I par parties 1 

X — X -
j ~ 1-6 

I = fmC-, ex) r- - f N r ( ^ ) dm ex) = F, + F 9 

I T c <f /x J - 0 f x 1 2 
V T / ~ T-= / A V 

or F. * - m (/Âê", /xiT) (M ( ™ - ï d'après i ) , mais comme mC /xi", /AT) '* 0(/xF) 
v n-1 _n 

A ) 2 2 
d'après b) du lemme et ^(^ t j-) = O t£*^r3 ^ G s t d u type O e tX î- 1 1 

v v 
reste donc à montrer que F^ est équivalent à a (A) quand X 

X 

( T n _ 1 • X 
iii) d'après i ) , F„ = -(c + 0(1)6) ( ) dm(—, et) et devient par 

j /X 
intégration par parties : T= / — X 

n-1 r X e Ï - Ô 

F - - ? 2 - I m C - . e T Î . T 0 " 1 ! 1 " 0 ^ (c ,+ 0(1 )6) + (n-1 ) (c +0(1)6)1 m f - " ) ? " " 2 ^ ! 
2 v L e - J T = / - -

 n n ~ J /X 
„ / E x= — J 

_ n-1 e ' 

~= ("f 2 (G, • G 2) 
v n 

2 

Comme en ii), on utilise i) et b) du lemme pour montrer que G. = 0(X ) ,• il 

M L 

reste alors à montrer i Gn ^ a (X) 2 quand X •> «> • 
^ n A 

f X X ^4 
Déjà, pour n=2, d'après a) du lemme, G » (c + 0(1)6) (•=- + O U - ) )) dx 

/ 1 j T 

T =/r 
et donc G„ = (c + 0(1)6) Log X + 0(X)) = (d, f + 0(1)6) X Log X + 0(X) 

2 1 4 2 v 
<nV7 

et donc G^ ^ ^ quand X » ° 
v 

00 

iv) Maintenant, pour n > 2 , t 11 dt est convergente donc s 

1 1 f Pt+ll -n 
3 A q , A > sup (AQ,-g-)_ et A entier pair implique — < <5 et — — t dt < 6 • 

A 
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On décompose l'intégrale apparaissant dans G- en : 
X 

VA 
> n ~ 9 [ A n-2 

I. + I 0 = m(—,ex) T dT + I m K e T ) x dx 
1 2 J x J x 

d'après a) du lsmme, I = (~ + 0( (|) 4 ) ) x n ~ 2 dT = 0(1) 6 X n ~ 1 

f ^ - M 
H. « i H i r f n-2 |. f F 1 ] n-2 . f 

d'après c) du lemme, = j x L~2"~J d T ~ j L ~ J T dx + j ... + 
A/^ A X 

[ 1+a 2+a 

f J L J L ' 
1-a 2-a 

. I . « ^ . ^ * . | ... 
X X 

k 1+a 2+a 

et J T n ~ m ( — , e x ) - [—"J d T
 1 T n dx , donc : 

X x 
2K-1 + 6 2k~1+6 

Jl. f x ] 
X rX 1~a rX - i p(X,A)<+» 2K-1-6 

j2 . | x n " 2 dx + { j l j x " " 2 dx + 0(1) I J x n ~ 2 dx ; 

X/. X k=1 x 
/ l (_ 2K-1+a 

00 

•r, la seconde intégrale est nulle, la première égale X n 1 f j ^ j ^ t n dt + 

0(1) 6 X n ~ 1 , et le dernier terme du type 0 ( 1 ) . 6. X n i on a donc : 

00 

1,, + I 2 = 0(1) 6. X n ~ 1 + X n " 1 | | M | t ' P dt 

1 
n-1 

d'où K ^ f 2 a (X). 
n 

v 
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