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SERIES RESTREINTES SUR UN ANNEAU PRINCIPAL 

J. GUERINDON 

On va donner des résultats sur les séries restreintes sur un 

anneau A, lorsque la topologie linéaire donnée x nTest pas nécessairement 

métrisable. On considérera notamment les topologie artiniennes sur A (cf. 

Ballet [3] et Salmon [i]) et la topologie finie qui sera mise en relation 

avec les G-idéaux (au sens de Kaplansky) et avec les topologies artiniennes 

(cf. § I). 

On obtient notamment un théorème d'adhérence pour les séries 

restreintes (2,5), un théorème de plongement pour les diviseurs (2,6). 

On précise le cas des anneaux réguliers (2,1) et des anneaux principaux(§ 3). 

On donne enfin des conjectures sur les diviseurs. 
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§ I - On va dT abord caractériser la topologie linéaire sur' un anneau 

noethérien donné A qui est la restriction à A de la topologie a r t indenne 

tur A[x]. Posons la 

Définition. On appelle topologie "finie" sur un anneau quelconque B, la 

topologie linéaire dont un système fondamental de voisinages de 0 sur B 

est constitué par tous les idéaux tels que B/U ait un spectre premier 

fini (on vérifie facilement les axiomes des voisinages). On a le 

Théorème I. Si A est noethérien, la topologie artinienne sur Ape] induit la 

topologie finie sur A. 

On utilisera divers lemmes : 

Lemme I. (Art in Tate). Soit R un anneau intègre noethérien, il y a équiva

lence entre les propriétés 

a) R est semi-local de dim 0 ou 1 

b) R possède un nombre fini dTidéaux premiers. 

(cf. par exemple, les E.G.A., chapitre M- ou Kaplansky, Commutative rings). 

Les idéaux P dTun anneau noethérien A tels que R = A/P satisfasse aux con

ditions a) et b) du lemme I sont les "G-idéaux" étudiés par ailleurs (loc. 

citato et [2]). On établira facilement que les G-idéaux de A sont les res

trictions des idéaux maximaux de A(x]. 

Lemme 2. Si C est un anneau noethérien. Il existe une suite décroissante 

{D } d! idéaux telle que C/D soit artinien pour tout n et f\ D = (0). 
n À — n ~- L—— — n n 

Si C nfest pas artinien, il existe une telle suite strictement décroissante. 

Soit (0) ~ q t H .. - H q une décomposition primaire de (ïP et: 

Mj,. .. ,M ' maximaux tels que c MU pour tout i ~ 1,2,. , * ,r\. 
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Soit R = ML...M . On a C\ R n = (0) car O M3? est intersection des q. con-
I r n n i H ] 

tenus en 1V/U . Si = 0 pour un n, on a C artinien. c.q.f.d. 

Lemme 3. Soit f : A £—* B un homomorphisme f(injectif) dTanneaux tel que B 

soit noethérien et A fidèlement plat. Soit Tg la topologie artinienne sur B 

et 9g = f"" 1^^). Alors on a <£r < (inégalité en général).. 

On sait que A est noethérien et f est injectif. Soit M un idéal 

maximal arbitraire de A. Par fidèle platitude, il existe y idéal maximal de 

B tel que y n A = M et pour tout a on a y a O A D M a. 

Soit J un idéal de A tel que A/J soit artinien et soit (J* la famille des V 

de B tels que D A = J. 0 n a J B / 1 A = J e t ^ est non vide. Si on voit 

que B/Vo est artinien, on aura bien 95 < T . Si B/Vo n
Tétait pas artinien, 

on aurait, d!après le lemme précédent une suite strictement décroissante L^ 

telle que 

B 3 L T 3 . . . 3 L 3 L , T ' 3 . . . 3 V 
I n n+I o 

avec O L = V et les B/L artiniens Or on a L O A 5 J. 
n o n n F 

Or A/J est artinien et donc pour n > N, L D A = D A = . 

Alors J.,. = A O V = J, Lvr D A - J d
foù une contradiction, 

I o N 

Remarque. A est linéairement compact pour la topologie finie, si et seule

ment si A est semi-local complet. 

Lemme 4. Si A et B sont locaux noethériens et si B est fidèlement plat sur A, 

alors et f ~ ^ T B ^ coïncident « 

En effet B domine A et y = rad.B D M = rad.A. Donc (y aO A) 3 M a 

J " D 
pour' tout a. Or CÇ < (lemaie 3), donc ~ T^. 
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Lemme 5. Soit f : ka—> B avec B noethérien et A fidèlement plat. Alors pour 

tout idéal maximal M de A, il existe un. idéal maximal M de B tel que B 
2 2— y 

domine A^, et que la topologie naturelle sur A^ soit induite par la topolo

gie naturelle sur B^ dans 1 Thomomorphisme induit *f par f de A^ en B^, 

En effet, A est noethérien et B^ est A^-fidèlement plat. 

Alors *f est injective. B^ et A^ sont noethérien et le lemme 4 conduit au 

résultat. 

Démonstration du théorème I : Soit en effet {y..} (j e J) le spectre maximal 

de B, {Pj} 1Tensemble des G-idéaux. P.. = y_. H A de A (cf. Kaplansky, 

Commutative rings), et soit H? la topologie définie sur A par les inter

sections finies dTidéaux qui sont puissances de G-idéaux. Pour tout n, on a 

y ? f) A O P*? et donc c6" > . Or B est noethérien et A fidèlement plat, l?ho-

momorphisme : Ap c >• B est fidèlement plat. 

Df après le lemme 5, la topologie naturelle (artinienne) sur Ap est induite 

par celle de B^ et F. est restriction df un idéal y ̂-primaire de A et donc 

% r > "to et donc = • Enfin le lemme I montre que ctâf est la topologie 

finie, d!où le théorème. 

§ 2 - Séries restreintes, 

Soit T une topologie linéaire sur1 A et A [[X|] r- A{X} le sous-

anneau de A[[Xj] formé des = I X n telles que a^ — • o selon T. 

Ce sont les séries restreintes (cf. [l] ). P. Salmon a établi que si V. est-

un voisinage arbitraire de 0 pour T, si est 1!idéal de A[xj forme des 

polynômes en X, à coefficients en Vj, , et sì oT est la topologie qui est dé

finie sur A[x] par les W ̂ , alors A{X) est le complété de A[X] pour a1 • 
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On étudiera deux cas. Le cas a) sera celui où T est une topologie 

artinienne (cf [3]) ; le cas g) sera celui où x est la "topologie finie" 

sur A. 

Cas a : x est la topologie artinienne sur A supposé noethérien. Le cas où A 

est semi-local a été étudié par Salmon (cf [ïj ).. 

Considérons maintenant le cas où A est noethérien régulier, c'est-

à-dire que pour tout idéal maximal H. (i e I) est local régulier. 
i 

On posera A^ = A^ {X} (séries restreintes sur A^ ) et on prendra sur A la 
i i 

topologie artinienne T. 

Théorème 2.1. Si A est noethérien et intègre, on a A{X} = Ot A ^ , et si A 

est régulier alors A{X} est complètement intégralement clos. 

En effet, on a A{X} Ç A ^ . Réciproquement, si f £ A A^ les 

coefficients de f en K[{x]l (K = fract A) sont en f?J A^ = A^. 
a-j. a i a-j-

De plus, si W = M-j. ... .Mp^ est un voisinage pour T en A, on a W = ADM^ A^C) • • • 

et donc presque tous les a^ sont en W et f est restreinte, et donc f £ A{X} 

pour T. Comme chaque A^ {X} est noethérien régulier dTaprès le théorème sui-
i 

vant, il sera c. i. clos et donc aussi A. c.q.f.d. Reste à voir le 

Théorème 2.2. Si A est noethérien semi-local régulier alors, pour la topolo

gie artinienne, A(X} est noethérien régulier. 

En effet, A(X) est noethérien comme complété de A[x] pour la to

pologie R A[x]-adique, R étant le radical de Jacob son de A (Salmon, , 

corollaire de la proposition I). Comme A est régulier, Afx] est régulier et 

donc la completion est un anneau régulier (cf. Gréco-Salmon, théorème 8,3, 

chapitre 8, p. 36). Pour le cas où A est local, on peut aussir voir Salmon 

(cf [ï] , théorème I, p. 392 ). 
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Théorème 2.3. Si A est semi-local noethérien et si on désigne A{X} par B 

et A[JX|] par C alors, B est A-plat et C est B plat (non fidèlement). 

En effet, soit V = XB, W = XC et soit f et Y les injections ca

noniques. La topologie sur A est toujours artinienne. 

A[X] A{X} ^ ~ A [ [ X | ] . 

Si on munit B et C de leurs topologies (X)-adiques alors, W P 0 B = V P, et 

comme C est complet et AfX] partout dense en C (qui est sa completion RX-

adique si R = r a (^j A), A{X} est partout dense en C et V est le complété XB-

adique de B qui est noethérien. Donc C est B-plat. De même, B est A[x]-plat 

car A|"X] est noethérien. Enfin, comme I-X est inversible en A[[Xj] est non 

2 

en A{X} (lTinverse I+X+X + ... n'est pas restreinte), alors il n Ty a pas fi

dèle platitude et B et C ne sont pas des anneaux de Zariski. 

P. Salmon (cf fi | ) a établi que si A est local noethérien régulier, 

alors A{X} (pour la topologie naturelle) est factoriel. Plus généralement, 

Arezzo et Gréco ont établi que si A est régulier factoriel et si le groupe de 

Picard de A/m jXp. . . , x j est nul alors A{X} est factoriel, les séries res

treintes étant prises pour la topologie m-adique. 

cas 3 : Si A est noethérien quelconque et si x est la topologie finie, cette 

dernière nfest pas métrisable dès que Spec A nTest pas dénombrable. 

On appellera 'f A{X} un quasi-polynôme sur A. Pour étudier 1Tadhérence d!un 

idéal I de Afx] en A{X}, on utilisera un 

Lemme "dT injectivitétf : Si sur le groupe abélien additif G on définit les to

pologies T, par des G^ (À e L) et T' par les G^ (y <~ M) en sorte que chaque 

G, soit un GT et chaque GT soit une intersection de G w N (y e. P-> A (y) e L), A y ^ y A ( y ) 

alors on a une injection canonique 
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l k (G/G' ) • lim (G/G ) 
< M < A 

(cf. par exemple Bourbaki, Topologie générale, 3 ed., III, chapitre 3 § 7 

n° 3, corollaire 2). 

Théorème 2.M-. Si A est noethérien et B = A[X] , on a a' >< et une injection 

canonique continue <f : A { X } — > B, si B est le sépare-compie té de B pour la 

topologie artinienne et A { X } 1Tensemble des séries restreintes pour la to

pologie finie. 

En effet, pour tout voisinageV. de (0) de la topologie finie sur 

A, il existe des G-idéaux P-p...,P et y ̂,.. ., y maximaux en B tels que 

li. A A = P. (tout i) et V. D P T D .. . H P 0. Les P.
J engendrent la topologie 

î i j — I ^ j 

'Tj. On a donc pour tout entier k et l'idéal Vf! des polynômes à coefficients 

en 
^ a£ k I a£ 

V! = P ^ n - . - O P£ : X K W ! Ç ^ . . . A y / 
a 

I rs ai 

Donc y-j- H...0 est un voisinage 0 pour ar et on a alors 

a'.< T . L'existence de *f résulte alors du "lemme d
T inject ivi té " car tout 

idéal de B est fermé par (A est noethérien), en particulier ceux qui dé

finissent a' . 

Lemme. 3 est fidèlement plat sur' B = A[X j si A est noethérien. 

En effet, B étant noethérien et B étant le produit des B^ 

A /n ^ 1 

(M^ € spec B), chaque B^ est B-plat donc 3 aussi car B est noethérien, 
i 

comme A. On en déduit le "Théorème d'adhérence" : 

Théorème 2.5. Si I est un idéal de A [ X ] , on a I A{X}f\ A[x] = I . L'application 

canonique du spectre premier de A ( X } sur celui de A[x] est surjective. 
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En effet, on a par fidèle platitude I B f\ B = I donc 

I A{X} f) A[X] •= I par application du théorème (2.M-). DTautre part, on voit 

que si P est un idéal de A[x] , il existe H premier de B qui est au-dessus 

de P. Alors PT = n D A{X} est au-dessus de P. 

Corollaire » , Tout idéal de A[x] est fermé pour la topologie a T . 

En effet, on a o 1 ̂  r^ et tout idéal de A[xJ est fermé pour la 

topologie artinienne, A étant noethérien. 

Dans la suite de ce paragraphe, on notera A[X} les séries restreintes en X 

pour la topologie finie sur A. 

Application aux diviseurs. Soient A noethérien et I un idéal entier de A [ X ] 

et I A [ X } son extension aux quasi-polynômes. On se propose de comparer les 

classes de diviseurs de A[X] et A[_X} . 

Si I et J sont entiers pour A[*X] alors on a le : 

Lemme. Si I A[x} et J A [ X } sont équivalents pour 1 f équivalence dfArtin en 

alors I et J sont équivalents pour 1Téquivalence dTArtin en A[x] . 

En effet, pour tous u,v € A[x] , u I c v A[X] entraîne 

ty' 6'T'ÂXï , donc u J Âtî?}'ë,/V A(X};"' Or'bn â, d f ^ e & le théorème 

d'adhérence (2.4) u J A(X> D A[X] = u J A[X] et v A[X> D A[X] = v A[x] . 

On a donc u J c v A[x] et donc I et J sont équivalents pour AJX] ; dToù 

dToù le lemme. 

Soit alors r le monoïde multiplicatif des diviseurs de A[xJ , rT celui des 

diviseurs de A [ X } . Si A est un anneau de Krull, A[ X ] est un anneau de Krull 

et r est un groupe, r est engendré multiplicativement par les classes P̂  des 

idéaux premiers P̂  de hauteur I de A[X] et tout d çj est un produit fini 
a . 

unique ^ P.1 (a. c ZL). 
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Posons f : r — y r' par 4* (P.) = classe de P. A(x} pour A[X}. 
a . 

On a f(P.) 6. r'. On pose (d) = H *f(P.) 1. Alors ? est un horoorarphisme 

de groupe. 

Si on a H P. A[X} équivalent à n P.J A|X} pour des 3. et s! positifs et 
j ] j : : 6 - D 

presque tous nuls, alors le lemme montre que l'on a II P.~* équivalent à 
g! j 3 

II P.J en A[x] et donc g. = g! pour tout j. 
j D " D ' J 

Comme conséquence, si d £ F est tel que 4* (d) = e f élément neutre de rT 

alors d est 1'élément neutre de T. D'où le 

Théorème 2.6. Si A est un anneau noethérien intègre et intégralement clos, 

alors *p : F —> Y' est un homomorphisme injectif de monoîdes multiplicatifs. 

En effet, A étant noethérien, le lemme sfapplique et comme A est 

anneau de Krull, le théorème est établi. 

Supposons maintenant A régulier. On pose alors la : 

Conjecture. Si A est noethérien régulier et de dimension finie, alors lp est 

surjective, c'est-à-dire on a un isomorphisme r 96 T1 * 

Problème. Si A est noethérien intègre et intégralement clos, étudier le mo-

noïde quotient A(A) = rfAP(r). 

§ 3 - Cas des anneaux principaux. 

Soit A un anneau (intègre) principal et munissons le de la topo-

logie artinienne T^. Soit À{X} l'anneau correspondant des séries restreintes. 

Soit X = spec A. 
• y m 

Si X est fini, A est semi local , la structure de A(X) est donnée au moyen 

du théorème (2.1) : A{X} est noethérien et régulier. 
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Si X est infini, A est un anneau de Jaoobson et la topologie finie coïncide 

avec la topologie artinienne. On applique les théorèmes (2.3) et (2.4). 

On remarque en outre que si X est non dénombrable, toute série restreinte 

est un polynôme. Par contre en Z par exemple, la série 

l (Pj)11 (P2)
n-J (P ) x n, 

n 

où P^ est le nième nombre premier, est une série restreinte. 

Munissons maintenant A de la topologie finie. On a le 

Théorème 3.1. Si A est principal, l'anneau A [x} des quasi-polynômes est 

complètement intégralement clos, et on a une injection du groupe des di

viseurs r de A[X] dans celui du groupe des diviseurs de A [ x } . 

En effet, si X est fini, la topologie finie sur' A est discrète 

et on a AJ X ] = AfX}. Si X est infini, on a ct? = et on applique le théo

rème (2.6). 

Problème : Quand *f est-elle surjective ? 
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