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SUR CERTAINES TOPOLOGIES LINEAIRES 

A. JEBLI 

Si A est un anneau de Dedekind de corps des fractions K et 

1 ! ensemble de ses idéaux premiers non nuls, on démontre que les seules to-

pologies linéaires sur K, considéré comme A-module, et compatibles avec sa 

structure de corps sont les bornes supérieures de familles de topologies 

p-adiques, p e f 5 [V] . 

I - I . Sous A-modules de K : La démonstration de ce théorème nécessite une 

étude préalable des sous A-modules de K : 

Soit M un sous A-module non nul de K et ^ = MOA ; c!est un idéal non nul 

de A. 

ivi peut être considéré comme la réunion des idéaux fractionnaires qui y sont 

contenus et qui contiennent a^, un tel idéal est de la forme b ^ où b 

est un idéal entier. De sorte que si on désigne par la famille des idé

aux entiers vérifiant fa "^c M, on peut écrire : 

(*) " = a M b _ I ' 

Lemme I.I : La famille J1^ possède les propriétés suivantes : 

(i) a & *3v^ = = > a étranger à 

(ii) si fa c CF*M et fa C fa
T alors far

 e 

(iii) 9'̂  est stable par intersection finie, 

et réciproquement, si (a,^ ) est un couple vérifiant les propriétés rï ) 

(ii), (iii) alors il existe un et un seul sous A-module M de K tel que 

a ~- a M et ̂ = ^ . 

De plus : pour que M soit un sous anneau de K, il faut et il suffi; qu, 

(o^, ffĉ ) vérifie (i), (ii) et que ^ soit stable par multiplication. 
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2 ~~ Sur-anneaux de A : On appelle ainsi les anneaux interaédiaires entre A 

et K. L'égalité O ) de I) permet de voir que si A est une famille dr idéaux 

premiers de A, alors : 

(**) H A r ^ ) a~L • 
pe:A P a 4- V 

V p e A 

Lemme 1.2 : Soit p e • L' anneau \_J p n (qui est la transformé de Nagata 
n ^ o 

de p) est un anneau de fractions de A, si et seulement si p est c'ordre fini 

dans le groupe des classes de A. 

D'où : 

proposition [3] : Tout sur-anneau de A est un anneau de fractions de A, si 

et seulement si le groupe des classes de A est de Torsion» 

II - Topologies linéaires : Soient une topologie sur k linéaire et com

patible avec sa structure de corps,^ un système fondamental de voisinages 

de o formé de sous-A-modules de K. 

Lemme II. 1 : Si M e 'V'h alors on a, sauf pour un nombre fini d'idéaux premiers 

de A, p n £. Cf*̂  pour tout n >, o. 

. Preuve : Comme 1Tapplication x — • x est continue, il existe vi 

tel que (I+Mf)""IC I+M, dToù : 

(£. M quel que soit a c a^f. Il existe aonc fa, e tel que 

YT~ £ ^ b 1 ou (a) b c (I+a). 
1+a ri a a 
Mais comme (a) et (I+a) sont étrangers, on en déduit 5^ cz il4a) c'ol. 

f r 

(I+a)<= 'h d'après la propriété (ii) de 'J;vA. 

D'autre part, pour tout idéal premier ne divisant pas <t,.. et te vt :•. - e. 



7-3 

on a : a^, + p n = A dToù lfexistence de a e o^T tq I + a £ 3 n, ce qui 

implique pU g Cî^. Les seuls premiers n'ayant pas cette propriété sont parmi 

les diviseurs de a^T et sont donc en nombre fini. 

Lemme II. 2 : Si M e ̂  , il existe un idéal entier a et une famille finie 

d'idéaux premiers p^ ,. . .,p^ tels que 

M = ' a 1 a M (A n ... H A ). 
M P l p h 

Preuve : Considérons les idéaux premiers (en nombre fini d'après le lemme 

précédent) pip...5p^5 pour'lesquels il existe une plus grande puissance finie 
n. 

p^ appartenant à ' 1 ^ . Parmi les idéaux entiers qui se décomposent unique

ment à l'aide de pp...,p h il y en a un plus petit, c'est a - p.r",. ..p^\ 

Nous avons alors 

M = (a"1 a ) U b" 1 = a 1 a (A f| 0 A n ) d'après (**) 
N (b,Pi) = 1

 1 1 PI Ph 

i=I,...,h 

Théorème : Toute topologie linéaire de corps sur K est la borne supérieure 

d'une famille de topologies p-adiques, de plus la famille est finie, si et 

seulement si la topologie est localement bornée. 

Démonstration : Soient une telle topologie et ̂  un système fondamental de 

voisinages de o formé de sous-A-module s. de K. 

Si M e 07% on a, d'après le lemme précédent, (ao.,/)M = A^ f\ • - ̂  A ̂  . toec 

chaque A est un voisinage de o pour , on en déduit eue u est id Idiio 
P 1 

supérieure des topologies p-adiques pour p £ A où A est le famille des idéaux 

premiers p tels que A soit voisinage de o pour . 

Le l'esté résulte de [i] S 6, ex 20. 
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Corollaire : Un anneau de Dedekind est ouvert pour une topologie linéaire de 

corps de son corps des fractions, si et seulement si il est semi local. 

Cela résulte aussi du résultat plus général, et facile, suivant : 

Proposition fsj : Un anneau commutât if intègre est ouvert pour une topologie 

de corps linéaire de son corps des fractions, si et seulement si son radical 

de Jacobson est non nul, et dans ce cas, la seule _ topo},ogie QUI convient est 

celle définie par tous ses idéaux f (o). 

En effet, la topologie de tous les idéaux i (o) est une topologie 

de corps, si et seulement Rad A i (o) car : 

(I+ a T 1 c I + a si a c Rad A. 

Remarque : On peut voir f rur: - ~ . ~ ' 7 ' é̂auhr. ce errps 

sur le corps des fractions d'un ;t re—u . - iO:.x.. e . A ~ \: ru ''presque de 

Dedekind!î(3) ) 5 A est la borne supérieure d'une famille de topologies définies 

par des valuations essentielles (p-adiques), si et seulement si A est de 

Dedekind, c'est-à-dire que la propriété introduite par le théorème caracté

rise les Dedekind parmi les Kruli et les "presque de Decekind'*. En parti

culier, tous les anneaux de Prüfer ne possèdent pas cette propriété, mais 

nous ne savons pas caractériser ceux qui la possèdent. 

On peut aussi se poser la question plus générale - ' . ^ 

anneau intégralement clos A, K son corps des frac^iore e v . ) û e fetx _e 

de valuations de K telle que A = H A. est 1*anneau de e x . 

Soient (T.. ) les topologies définies sur K par les v .. Contient caractériser 

A pour que toute tooologie de corns, lenéeirs sur K, e: le boitte. e e s t X j e . x e 

dvune sous famille de (T.) ? 
1. 
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