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(^-STABILITE DES G E R M E S D ' A P P L I C A T I O N S D I F F E R E N T I A B L E S 

par 

J.C1 . T O U G E R O N 

1. Notations et définitions. 

1.1. Soient Y un sous-espace d'un espace topologique X ; (| un groupe 

opérant sur X (i.e. on a une application : x X 5 (g,x] > g.x è X 

telle que, V g,g',x : g'.(g.x] = (g'.g)x , et telle que pour tout g £ 

x i > g.x soit continu et donc un homéomorphisme de X sur lui-même). Un 

point y ê Y est dit ^-stable dans Y si .yH Y est un ouvert de Y. Les 

points (^-stables forment un ouvert de Y. Si cet ouvert est dense dans Y, 

nous dirons que la ^-stabilité (dans Y) est générique. Dans cet article, 

nous étudions un exemple de ^-stabilité. 

1.2. Soit Y u n sous-groupe de Lie de dimension q du groupe linéaire 

r n 
G&(p, fR]. Soient = G

r

 l e groupe des germes en 0 des applications 
r n r n D 

g de classe C de IR dans V telles que g(o) = e ; Q M ("R , rR K ] = X^ , l'espace 

des germes en • des applications ^ de classe C r de f R n dans 1RP ; Dif r le groupe 

des germes en • des difféomorphismes T de classe C r d'un voisinage de • dans [Rn 

sur un voisinage de 0 dansîR R, tels que x(o) = o. Si £ X^ , on désigne par 

j r( Lf] le jet d'ordre r de à l'origine et l'on note X^ l'espace de tous ces 

jets, "f décrivant X^. Enfin, on munit X^ de l'unique topologie compatible avec 

sa structure de groupe additif et telle qu'un système fondamental de voisinages 

s -1 

de • soit formé des (j ) (o], s fini ^r. 

Les groupes G^ et Dif^ opèrent de manière évidente sur X r ; si g £ G p » 

x € Dif et ^ 6 X r , par définition : g. H" = (x | > g(x) . <| (x) ) et x. f = f o T 1 . 

On a visiblement : x. (g . H 1 = ) • ( T . ̂  ) . Munissons l'ensemble £ = G^x Dif r 

de la structure de groupe définie par la multiplication : 

(g', x'). (g,x) = (g', g o x' ^ , x'.x] : il est immédiat que le groupe ^ r 

opère sur X^ par la formule : (g,x ). ^ = g . ( x. '̂f ) . 
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Enfin, on désigne par G (resp. Dif ) le groupe des jets d'ordre r 
A A / \ 

des éléments de G (resp. Dif ) ; par IL* l'ensemble G x Dif muni de la 
r M r K fv A r r 

structure de groupe quotient de G"r- Visiblement, Cbr est un groupe de Lie 

A n 
opérant analytiquement sur X r (on quotiente l'action ds sur X r ) . 

Définition 1.3 : Un jet eu 6 X est & -suffisant dans X (m > s, m > r) si pour 
s g r \ m_ — — 

tous ^f, <f ' £ X m tels que j S( <f ) = j S( <f » ) = w, il existe (g, T ) e ĵ ç, tel que 

VP' = [ g , T ) . ip . 

En particulier, s'il en est ainsi, l'orbite de sous l'action du 

groupe contient w (considéré comme le germe d'une application polynomiale 

de d° <_ s) . 

Avec cette définition, on voit qu'un germe *f £ X^ (m < ») est -

stable dans X (r < m) si et seulement si j m( *P) est -suffisant dans X . 

m — 1 (7 r m 

De même, un germe *f € X^ est ^,^-stable dans X^ si et seulement s'il existe 

s < 0 0 tel que j S (*P) soit ^.^-suff isant dans X^. 

Dans les paragraphes suivants, nous donnons des conditions nécessaires 

et suffisantes pour qu'un germe f 6 X œ soit -stable dans X^ ($ 2) j ^ r " 

stable dans X w , r < 0 0 (f 4 ) , Dans le paragraphe 3, nous caractérisons les 

groupes r pour lesquels la ^ ^-stabilité dans X^ est générique. Enfin, nous 

terminons par quelques exemples (5 5). 

Ce travail s'inspire de [E[] . La plupart des résultats du chapitre II 

de l'article précité sont des cas particuliers des théorèmes qui suivent ; en 

outre, ces résultats sont démontrés de manière plus naturelle et plus agréable. 

Les entiers n et p sont fixés une fois pour toutes ; aussi n'apparais

sent-ils pas dans les notations. En outre, l'indice 0 0 sera omis et nous noterons 

^ au lieu de (^^ ; X au lieu de X^ , e t c . . 
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2. Critères de Ç -stabilité dans X, 

Soient l'anneau des germes en • des applications de classe C r de 

(Rn dans/F ; m r l'idéal maximal de
 ( % T ' Rappelons tout d'abord [cf. [6] , chap. II, 

corollaire prop. 1, lorsque r = le résultat fondamental suivant 

(x = ( X . J . . . J X ) et y = Cy.i.-.jy ) sont des systèmes de coordonnées de flRn 

i n i s 
s 

et IR respectivement) : 

Lemme 2,1 : Soit f = (f^,...,^) le germe à l'origine d'une application de 

classe C rCr >_ 3 ) de îRn x fRs dans rR p telle que f(o,o) = o. Soit M l'application 

%^^-linêaire de %TS\ dans %r_^ définie par la matrice jacobienne 

C-|— (x,o), .. . / -jp— (x,o) ) ; posons 'tî = Ann (coker M) . 
yl y s 

Si f(x,o) = M. B(x), où $Cx) a toutes ses composantes dans *)$ . JHr_2 ' 

2 

(en particulierj si ftx,o) a toutes ses composantes dans "inr_2^' ^ existe 

y(x) ayant ses composantes dans ^.^ r - 2 0 ^\[H r-2' ^ r - 3 f(x,y(x)) = 0. 

i *v 1 m 
Preuve : Par hypothèse, f(x,o) = M. £ 6 i - 3 , où 6>jf-.-#6 € 0 et g , . . . , 3 

1 = 1 1 m 

ont leurs composantes dans JHr-2 ' lisiblement, il existe des matrices [\L : 

^ P - ^ I > ^ r - - ] 5 1 : 6 1 1 6 3 q u e M o Nj = àyl, pour j=1,...,m CI : matrice unité 

p x p) . 

Posons Z = (Z 1,...,Z s) ; Z
1 = (Z^,...,Zg) pour i=1,...,m. Développons 

par la formule de Taylor le germe d'application f(x,Z) sous la forme : 

s 
f(x,Z) = f(x,o) + N.Z + Z g.. Z. Z. 

r*~2 • 
où les g _ sont de classe C , à valeurs dans IR . 

Par substitution : 
m i m m 1 m 

fCx, l 6..Z1) = f(x,o) + M. E 6..Z 1 + z Y (x,Z',...,Zm) fi. fi 

i=1 1 i=1 i,j=1 J J 

où les sont de classe C r ^, 1-plates sur le germe d'ensemble l} = ... Z m = •, 

•n a donc : 
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m m . m 

fCx, E ô Z 1) = f(x,o) + H - E 6AZ1 + E N. y . (x,Z Z™)) 

i = 1 i=1 1 j=1 J 1 J 

Par le théorème des fonctions implicites ordinaire, on peut résoudre 

par rapport à z\...jZ m

J le système : 

m 

Z 1 + E N, y. . (x,Z n Z m) = y 1 i = 1 m 
j=1 J 1 J 

et donc, trouver des germes d'applications de classe C r 2 : Y ' 1 ix,y^, . . . , y m ) , 

..m, 1 m -y , _ 

• • • j Y (x,y ,...,y J tels que : 

m m 
f(x, E 6 . Y 1 ) = f(x,o) + N. E ô. y 1 

1=1 1 i=1 1 

1 r 
et Y (x,o,.,,,o) = . . . = Y (x,o,...,o) = o. 

m i 1 m 
Ainsi : f(x, E 6 i Y (x, - g - g ) = o 

i=1 

m i 1 
Visiblement, la solution y(x) £ <$. Y (x,-g ,...,-g m) a ses 

1=1 1 

composantes dans ^f. % R _ 2 9 ^ a ^ s e n outre : 

m . 

y(x) = E 6. ( Y X ( x , -g 1,..., - g m) - Y 1(x,o, . . . ,o)} 
1=1 

a ses composantes contenues dans l'idéal engendré dans P a r l e s &^ et les 

composantes 3^ des 3^. Ainsi, y(x) a ses composantes dans ^ .m r_ 2• ^ R - 3 ' 

Remarque 2.2 : Soit A un anneau commutatif et unitaire, et soit M une application 

A-linéaire de A S dans A p. Soient 2f l'annulateur de coker N ; ^ l'idéal en

gendré par les mineurs d'ordre p de la matrice N (si s < p, ^ o = o ) . 

•n a visiblement *3 C ^ (règle de Cramer pour la résolution d'un 

système linéaire). Réciproquement, si 6 6 X on a 6.1 = N.N, où N est une matrice : 

A P | > A S et I est la matrice unité p x p. On a donc : ô P = det (6.1) € . 

Ainsi : c3c^""CÏ 0 • En particulier, on peut, dans le lemme, remplacer 
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2.3. Soit A^,...,A une base surfR de l'algèbre de Lie du groupe T. 

Posons A = ( A ^ . . . ^ ) ; y = ( y ^ . . . ^ ) ; < y,A > = y/]A/] + ... + y^ A q . Les 

éléments g £ G r sont les matrices e

< V ^ x ^ ' ^ >

 0[j y ( x ) e C ^ q( fR
n, (R^), espace 

des germes en • d'applications de classe C F de IRn dans fR^, nulles à l'origine ; 

les éléments T £ Di"fr (r 1) sont les germes d'applications : 

R n 3 x I > x+z(x)eiR n, où z(x)eC r [ (Rn, (Rn ) et det I I + ̂ ( o ) | / 0. 

' o,o 1 3x 1 

Avec ce choix de coordonnées, on voit que l'application 0 ^ : ^ - ^ ( g ' T ) I > 

[ g, T ] . ^ 6 X r s'identifie à l'application : 

(y(x), z(x))| > V C x ) ' A > , f ( x + z ( x ) ) . 

Soit f U et posons : 

f(x,y,z) = e < y ' A > . <P Cx+z) - <P'(x). 

Appliquons le lemme précédent à f [le point (y,z) de [R^ + n remplaçant 

le point y de ÎR ). Avec les notations de 2.1 : 

MCyCx), z(x)) = < y(x), A > . Cf Cx) + < zCx), |~ Cx) > 

où l'on pose : 

3 f 3 4? 3 <-? 

< Z , - r — > = Z. r + . . . + Z r . 

3x 1 dx, n 3x 
1 n 

En outre : f(x,o,o) = *f(x) - tf' (x) . Ainsi : 

Proposition 2.4 : Soit *f eX^ , r >_ 3. Soit N l'application %>r_^~ linéaire : 

^ , Q + n 3 CyCx), zCx)) | > < y(x), A > f (x) + < z(x), p- (x) > e % . p et 

r —i o x r— i 

posons = Ann (coker ). 

Supposons ̂  ^ t et soit ( f ' é X r teZ Cf (x) - <f'(x) = 

n^(y(x], z(x)) 07Î y(x) et z(x) ont leurs composantes dans 'I!lr-2 Par^" 

oulierj ceci est vrai si f (x) - ^f'Cx) a ses composantes dans 2 ^ " 

Alors <f ' appartient à l1 orbite de sous l'action du groupe ̂ r _ 2 • 
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Preuve : En effet, d'après 2.1, l'équation f(x,y,z) = o admet une solution 

CyCx), z[x)) ayant ses composantes dans " ^r-2 r-2 ' ̂ r 3 ; puisque 

^Cf c JHr—i ' t Y C x 5 * z(x)) est 1-plat à l'origine. 

Remarques : 

2.5.1. N o u s avons éliminé dans la proposition précédente le cas trivial où M ^ 

est surjective, i.e. = ^ r - i ' Dans
 c e cas, l'orbite de *P sous l'action du 

groupe £ r C r 1) contient tous les ¥ ' e X r tels que <P - <f 1 soit 1-plat à 

l'origine (on applique le théorème des fonctions implicites ordinaire]. 

2.5.2. On peut, suivant une idée de J. Mather, obtenir la proposition 2.4 

en intégrant un champ de vecteurs convenable : on construit une famille continue 

de transformations (g^ , T ^ ] telles que (g Q , T q ) = e et *f+ t C ' - *P) = 

Cg t * T

t

) , c f p o u r t o u t t e ( c f ' E h -

2.5.3. Supposons r = 0 0. La matrice M <̂  s'interprète comme suit. L'application 

de © m dans © m induite par fief est en quelque sorte "l'application linéaire 
q+n p 

tangente" à 0 ^ : j^3(g ,T ) | > (g,x). Y €• X en l'élément neutre. De même, si 

s < », l'application de & j]n/mS^^ d a n s $ m / m S + / | déduite de M ̂  , s'identifie à 
q+n p T 

l'application linéaire tangente à 0 _ : & 3 Y I r > Y-J SC ( f ) 6 X 
j s C <f 3 0 s s 

Appliquons la proposition 2.4 au cas C**. Soit ^ l'anneau des séries 

formelles (R , . . ., x

n l ] • On
 a u n e projection évidente : % S £ | > ^ s 3^ S 

associant à tout germe ^ sa série de Taylor à l'origine. Si M : C £ S | > ^ p 

A 

est une application ^-linéaire, on note M : > CP**3, l'application CF*-

linéaire induite par M. 

Corollaire 2.6 : Soit ¥ e X et soit k dimension de Krull de 3*/ 3 ^ fon 

suppose y\^ ̂  % ) . Alors* il existe un système de coordonnées locales de classe 

C à l'origine de (R : x' = (xjj,...,x^), et un point <f ' appartenant à l'orbite 



- 7 -

de H sous l'action du groupe tels que ^ r soit polynomial en x! ,...,x' 
k+1 n 

à coefficients germes indéfiniment dérivables des variables x',...,x/ . 
i K 

Preuve : On a dim «îjVm. = K. D'après les théorèmes de normalisation et de 

préparation formels (cf. Qf[ ), il existe des formes linéaires indépendantes 

xj|, . . ., x^ telles que soit un module de type fini sur 

\P ' = 1R [[x^j, . . . *x£]] , engendré sur 0*' par un nombre fini de monômes en 

x£ + >1, . . ., x^ . D'après le théorème de préparation dif f érentiable (cf. [2 ] ), 

^/m. 2 est engendré sur l'anneau des germes de fonctions C°° à valeurs 

réelles en les variables xjj,...,x£, par les mêmes monômes. Il en résulte qu'il 

existe f ' e X tel que <P ' soit polynomial en x". x" à coefficients dans 

K+1 n 

%' et tel que ^ - cf' ait toutes ses composantes dans m. ' ï ^p 2 . D'après 2.4, 

il existe x e Dif et g 6 G tels que *P = (g.<f'] o T . Il suffit alors de choisir 

le système de coordonnées locales x' = x(x"). 

Corollaire 2.7 : Soit 9e X tel que m D ̂  3 m S (s < « 0 . 4Z<?rs le jet j 2 s( cf >) 

est ^ -suffisant dans X. 

Preuve : Soit • 6 X tel que j 2 s ( c P ) = j 2 S ( c f ' ). Le germe <f - ^ ' a ses compo

santes dans m 2 s + / ' c m- *^ (p 2 et donc, d'après 2.4, cf / appartient à l'orbite de ^ 

sous l'action du groupe . 

Le théorème suivant caractérise les éléments de X, ̂ -stables dans X : 

Théorème 2.8 : Soit ^ 6 X, Les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) °f e s t (^-stable dans X. 

di m ^ coker N <p < » . 

dim ̂  coker N ̂  < ~ . 

dim ̂  ? /C f^> < 0 0

 4 t.£.^c/> contient une puissance de m . 

(5j d i m ^ $ < 60 3 t.g. contient une puissance de m . 

a A h +1 A 

(éU J Z existe un entier h t eZ gué : dim^tcoker N^/m .coker N ̂ ) < h 

XZ existe un entier h t^Z : dim (^/ J(0 + m h + / |) < h. 
[K ^ — — 
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Preuve : L'équivalence des conditions (2), (3), (4), [5) est évidente et 

laissée au lecteur. Visiblement, ces conditions impliquent (6) et (7). La 

réciproque est une conséquence du lemme suivant : 

Lemme 2.9 : Soit N un module de type fini sur un anneau local A d1idéal maximal 

m. Supposons m de type fini. Si la longueur de N/m h + 1 .N est <_ h, on a m h.n = • 

et donc long (N) h. 

Preuve : On a m^.n = 0, car sinon, on aurait des inclusions strictes : 

M D m.M o . .. O m h .PI o m h + /| .N (lemme de Nakayama) et donc long (N/m h + 1 .N) > h + 1, 

ce qui contredirait l'hypothèse. 

Achevons la preuve de 2.8. L'implication (4) = > (1) résulte de 2.7. 

Démontrons (1) > (6). Par hypothèse, il existe un entier r tel que j r( cf^ 

soit ^--suffisant dans X. Si s >_ r, l'orbite de j S( cf ) dans X g sous l'action 

du groupe de Lie ̂ s contient donc tous les jets ^ tels que jr(a)) = j r(9 > i.e. 

/\ y\ 
contient une sous-variété affine de X de codimension < h' = d i m ^ X . D'après 

s — ÎR r K 

un résultat bien connu (cf. lemme 2.10), le conoyau de l'application linéaire 

r i s 

tangente au point e à • : <4> £Y > Y-J <f e X est de dimension < h'. 
j S j | ) j O s s — 

D'après 2.5.3, ceci entraîne l'inégalité : 
A -̂ s+1 ^ 

dim^Ccoker M y / m . coker ) <_ p + h' = h. 

Faisant s=h dans l'inégalité précédente, on obtient (6). 

Nous avons utilisé le lemme suivant : 

Lemme 2.10 : Soient un groupe de Lie ; X une variété de classe C . Soit : 

^ x X 3 (g,x) I > g.x X une application de classe C telle que3 \/g,g',x : 

g'.(g.x) = (g'.g).x. Soit h le rang de Implication linéaire tangente en s à 

0^ : t g I > g.x e x . Alors> l'orbite £ .x du point x est une sous-variété de 

classe C 3 de dimension h, de X (par sous-variété> nous entendons l'image d'une 

immersion injective). 
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Preuve : Par homogénéité, le rang de l'application linéaire tangente à 0^ en 

tout point g & est égal à h. Il suffit alors d'appliquer le théorème du rang 

constant. 

Interprétons la matrice N ^ à l'aide de la notion de transversalité. 

Rappelons tout d'abord la définition suivante (les applications et variétés 

1 

sont au moins de classe C ; on note T CX] l'espace tangent au point x à une 

variété X] : 

Définition 2,1.1 : Une application 4* d'une variété X dans une variété Y est 

transverse en un point x t X sur une sous-variété Z de Y si : <-P (x) É Z ou 

*P (x) fc Z et <f CT CX)) + T-, f . CZ) = , , (Y) ( Y est l'application linéaire 

tangente à H* ). Si ^ est transverse sur Z en tout point x 6 X, nous dirons 

simplement que ^ est transverse sur Z. 

Soit (fRn,fR^) un représentant du germe ^ \ L'espace tangent 

en *f(x) à l'orbite de *P (x] sous l'action du groupe T est engendré par 

A. . ^ (x), .. . ,A . V (x) ; de même, (T C fR ) ) est engendré 'par -r-** (x], .. . ,7rafi±-(x). 1 vw q /^ * x o r - ^ 3 x 
1 n 

Donc, si N u> est la matrice dont les vecteurs colonnes sont A„ . *P ,. .., A . <f, X- 1 -v̂  q -v., 

T*2^ '•••> (ainsi ^ <P induit à l'origine) : 
9X/| ° x

n ^ T 

2.12. La matrice (x) est de rang p si et seulement si *f est transverse 

en x à 1'orbite r. ¥(x) de ^ (x). 

Supposons *f analytique et soit *f £ C ((En, (CP) le complexifié de ^ . De même, 
o, o 

soit r le sous-groupe de Lie de C6(p,C) complexifié de T (si y est l'algèbre de 

Lie de r, celle de r est g ® ^ (C). On déduit facilement de 2.8, le : 

Corollaire 2.13 : Si <f est analytique3 les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Il existe W voisinage ouvert de 0 dans (En tel que Jf |w\{o} s o i t trans-

verse s u r Zes orbites de tous les points de I sous lfaction du groupe r. 

(2) V est -stable dans X. 
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Preuve : Soit l'idéal engendré dans (R {x^,...,x^} par les mineurs d'ordre 

p de la matrice M(* . La condition (1) signifie (d'après 2.12, en remplaçant f 

par f et r par r) que l'idéal ^ = ® ^ (E de (C {x / |,...,x n} admet {o} ou 

0 comme germe de zéros. D'après le Nullstellensatz, cela signifie que ^ c o n 

tient une puissance de l'idéal maximal de (R {x„j,...,x }, donc que son complété 

*̂ *{ = i contient une puissance de m. 

3. ^r-Stabilité dans X : situation générique. 

3.1. Soit y = (y^-.^Yp) ; y 1 = ly\, . . . , yh \ ... ; y n = (y",..., y^) 

un système de coordonnées de l'espace vectoriel complexe E K . Soient P la 

projection : ( E P + n p 9 (y,y 1, . . ., y11 ) | > y 6 E P ; P la projection de r R P + n p sur 

fR induite par P . Si V e X , <f analytique, on note *f le germe d'application 

holomorphe de (Cn dans ( C p + n p : x| > (T (x), |-^-(x),..., -|^-(x)) ; de même, si 

o X . à X 

f G X, on note Y le germe d'application C°° de ïRn dans iRP + nP : 

x l > (̂f (x), |^(x),..., I-Ï-Cx)) (donc i P o ^ ^ . p o 1 ^ ^ ) . 

o X o X 

n . 
Soit E^ (resp. E J la sous-variété algébrique fermée de £ P (resp.fRP) 

formée des points y tels que le rang de la matrice (A^ .y, . . ., A -y ) soit £ p - i . 

Evidemment, E 0 ZA J . . . D E y E = $zf ; E .3 E 2 E 3 E ,, = 0. Chaque 
o 1 p p+1 o 1 p p+1 ^ H 

ensemble E ^ E i + ^ (resp. E i v E i + / J ) est la réunion des orbites T.y (resp. T.y] 

de codimension i dans (EP (resp.(RP), d'après 2.10. 

Soit (resp.^) l'idéal engendré dans (E [y ; y j . . . j y n] (resp. 

[y i y"1;...; y R] par les mineurs d'ordre p de la matrice M = (A^ .y, . . ., A^ .y j 

y^,...,y n). Soit E (resp. E) la sous-variété algébrique fermée de C P + n p (resp. 

+ n 1 
ÎRP n p ) formée des zéros de (resp. )• Visiblement, est l'idéal ( f )*(tf) 

engendré dans \ par tous les P o *f , où P 6 *2f , 

(1) Plus généralement, à tout germe d'application *f , on associera un représen

tant noté *J et choisi une fois pour toutes. 
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A 

3.2. Pour tout r < °°, soit Y r une sous-variété algébrique réelle (resp. un 

sous-ensemble semi-algébrique) de X , telle que pour tout s r : 

A A sy. /s. A. yA. 
TT (Y ) C Y (on note TT : X > X ; TT : X > X les projections cano-
r, s s r r, s s 1 r r 1 r ^ ^ 

- > | a ^ 

niques). Soit Y = 1 « TT (Y ) la limite projective des Y : nous dirons que 
r e fl\l r r r 

Y est une sous-variété algébrique (resp. un sous-ensemble semi-algébrique) de X 
et nous poserons : codim (Y) = lim codim (Y ). Visiblement, la codimension de 

r -> oo r 

la variété algébrique Y est infinie si et seulement si la condition suivante est 

satisfaite : 

(3.2.1) V r e f l M e t V c o e X ,il existe a> t T T " 1 (O> ) 0 (X \ Y ) . 
r r r r 

r* 1 n* 

Lemme 3.3 : Soit un idéal de ÏR [y ; y ; ... ;y ] . L'ensemble Y = 

1 ^ 

{ *f € X | ( <f î {%) ne contient pas une puissance de m} gst l'image réciproque 
A -A. 

par projection j : X ( > X d'une sous-variété algébrique Y de X. 
En outre^ codim (Y) = «> si et seulement si ht (̂ -) n. 

A A 

Preuve : Soit Y, . l'ensemble des u) e X, „ tels que 
h+1 h+1 

d i m ^ / ( (1a))* (3-) + m h + 1 ) > h 

Visiblement, V ? è (j^ + 1 ) 1(oa), on a : 

A ^ h + 1 ArQ r^y. ^h+1 

(o)) C^r) + m = ( T ) ( 3-) + m 

Il résulte de là et de 2.9 que : Y = j~ 1(Y) où Y = lim Y u A . 
M h+1 

Un jet o) 6 Y j ^ si et seulement si : 

d i m ^ ( + m h + 1 ) / m h + 1 ) < h' = dim^ CF/£ h + 1 - h 

i.e. si et seulement si le rang d'un système linéaire à coefficients polynômes 

en œ est < h'. Ceci entraîne que Y^ + /] est algébrique. 

Vérifions enfin la dernière assertion du lemme, Soient Q l'ensemble 

des zéros de Tf dans f R P + n p ; Çl l'ensemble des zéros de 3" = 2 ^ $ dans (EP n p . 
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Supposons que ht ( < n ; cela signifie qu'il existe un point Çé-fRP + n p tel 

que codinriç (fi) < n. Considérons l'ensemble des T 6 X tels que soit algébrique 

et <-f (o) = Ç : les t forment un ensemble dense dans un ouvert de X. Or, pour 

un tel <f : 

1 * -1 ^ % 

codim ( <f ) (fi) < codimr(fi) < n (cf. corollaire 3.5) 

i-e ht (1 ) > n, i.e. » e Y. Il en résulte que la codimension de Y 

dans X est finie. 

Supposons enfin que ht ( > n, i.e. codim (fi) > n. Démontrons que 

/V As A. 

la codimension de Y dans X est infinie. Soit a) t X ; il suffit, d'après (3.2.1], 

de trouver un *ffcX\.Y tel que j 3 ^ ^ ) = a). Nous chercherons un ^ polynomial de 

la forme : 

a> + s a x^ , a = (a A , . . ., a ) 9 r R P . 

|u|-r +1.r +2
 M V y.1 . W.P 

Soit A l'espace vectoriel complexe admettant les a = (a a ), 

|y| = r+1,r+2, comme système de coordonnées. Si a = (a^) 6 A, posons 

*f =o) + E a x ,et soit <|> l'application polynomiale : 
.^a y - Ai ^ 

A x C n 9(a,x) | > V (x) = (<f (x), [ x ) J IË (x) ) £ Œ P
+ n P . 

' J*a dx^ dx^ 

Nous devons trouver a réel tel que le germe ( t ^) (fi) soit {o} ou 0 . 

1 

•n peut évidemment supposer r > 1 . Le point £ = Y (o) = <|> (a,o) est 
a 

alors indépendant de a et réel. Si Ç £ fi, tout a réel est solution (le germe 

( i ) (fi) est alors égal à a ) . 

Supposons donc que Ç 6 f i . On vérifie facilement (cf. [6J, chap. I, 
n -1 % 

lemme 3) que l'application $ | A x (C \{o}) est une submersion. Ainsi <j> (fi) 

est de codimension > n en tout point de A x (Œ n \ { o } ) . Puisque A x {o} est de 

-1 ^ 
codimension n, <|> (fi) est une variété algébrique de codimension n, contenant 

-1 % 

A x (o). Soient V^,...,V s les composantes irréductibles de <j) (fi), autres que 
A x (o). On a : codim (V^ U ... U \l^) fi (A x {o}) > n, et donc il existe (a,o) 

-1 % 

réel dans (A x {o}) \ (V^ U ... U V ) . Au voisinage de (a,o) : (J) (fi) = A x {o} ; 

visiblement, a est solution. 
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3 . 4 . Dans la démonstration précédente, nous avons utilisé, sous la forme 

du corollaire énoncé plus bas, un résultat classique de la théorie des inter

sections [cf. [ 5 ] ) : 

Si V , V sont deux germes de variétés algébriques à l'origine de (En, 

on a l'inégalité : 

codim ( V O V ) < codim ( V ) + codim ( V ) . 
o ~ 0 0 

Si l'on a l'égalité, on dit que les germes de variétés se coupent 

transversalement à l'origine. Par exemple, si (En = (CP + C', si P : (Cn | > C n et 

P' : Œ n ( > (Ĉ  sont les projections et W (resp. W ) est un germe de variété 

algébrique à l'origine de (EP (resp. (C q), on voit facilement que P 1 (W) et P* 1 (W ) 

se coupent transversalement. On déduit de l'inégalité précédente, le : 

Corollaire 3.5 Soit f une application polynomiale de (Cn dans £p telle que 

f(o) = 0 et soit M un germe de variété algébrique à l'origine de C p. Alors : 

codim ( f " 1 ( V ) ) < codim ( V ) . 
o — o 

Preuve : Posons f = 7 r ° i o ù i : ( C n 9 x | > (x,f (x) e (Cn x (EP et 

TT : (Ln x Œ P 3(x,y) | > y é (EP. On a : 

codim (TT" 1 (V)) = codim ( V ) et d'après 3.4 : 
0 o M 

A _ A 

p + codim (f" ( V ) ) = codim (i(C ) f\ TT" ( V ) ) < p + codim ( V ) , 
o o — • ' 

d'où l'inégalité cherchée. 

Le théorème suivant caractérise les groupes r pour lesquels la 

Cj'-stabilité dans X est générique. 

Théorème 3.6 : L'ensemble Y = { *f e. X | *f n'est pas ^-stable dans X} est 

l'image réciproque par la projection j : X | > X d'une sous-variété algébrique 

A A 

Y de X. 

En outre, la -stabilité dans X est générique (i.e. codim(Y) = °°) 

si et seulement si l'une des deux conditions suivantes (équivalentes) est 

satisfaite : 
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(1) codim (E) 2 l n ' i- e- ht ( ) >_ n. 

(2) Pour tout i = o,1, . ..,p : codim (EJ _> inf (i-1,n). 

Preuve : Un germe 6 X n'est pas -stable dans X si et seulement si l'idéal 

= t ^ ) * ( ) ne contient pas une puissance de m. D'après [3.3), il suffit 

de montrer l'équivalence des conditions (1) et (2). 

Fixons i et soit n = (n.,...^ ) appartenant à A . Soient 
1 p r r i 1+1 

^-1 n 

Ç P (n) ; (£ç le localisé au point Ç de l'anneau des polynômes 

c Cv 1 » • • • > y nJ • P a r hypothèse, le rang de la matrice (A^ .n , . . . , . n ) 

est égal à p -i. Supposons, par exemple, que le mineur 6 de cette matrice 

formé par l'intersection des p-i premières lignes avec les p-i premières 

colonnes, est ̂  0. 
Soit m., le mineur d'ordre p-i+1 de M obtenu en prenant l'intersection 

J K 

ème 

des p-i premières lignes et de la (j + p-i) avec les p-i premières colonnes et 

ème 
la (k+p-i) . Soit M' la matrice des m., et soit I la matrice unité (p-i) x(p-i). 

J K 

On vérifie facilement (cf. [6], chap. II, lemme 4) l'existence de matrices inver

sibles P et Q à coefficients dans <k^ » telles que : P r i O = ^ Q ^ f 

Ecrivons M' sous la forme [Vl" IT^où IT" est une matrice i x n. Faisons 

les remarques suivantes : 

( i ) Z est l'ensemble des points de ( C P + n p en lesquels le rang de N est < p ; 
^ p+np 

donc 1^ est le germe en Ç de l'ensemble des points de (E^ ^ en lesquels le rang 

de N' = [ir N'"] est < i. 

(ii) La suite obtenue en prenant (dans un certain ordre) les éléments de la 

matrice IY" et y^- r\^, . . . ,y - rĵ  peut être complétée de manière à obtenir un 

système de coordonnées locales en Ç de l'espace ( E P + n p (remarquer que le jacobien 

en Ç de cette suite par rapport aux y ^ (1 ̂  K £ n ; p-i + 1 <_j £ p) et y ̂ , . * . * y p 

est égal à ô n l , au signe près). 
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^ p + n • 
(iii) Soit Q, la variété algébrique des points de (L M en lesquels le rang 

de M'" (matrice ixn) est < i. On a : codim^ W ) >_ sup (o,n-i+1) ; en outre, la 

o 

matrice N'" s'annule au point Ç = (n ; o,...,o) et donc : codim [Q] = 

sup (o,n-i+1) (on a les inégalités précédentes d'après (ii) et le fait que 

l'ensemble des points de (Cln en lesquels le rang de la matrice générique ixn 

est < i est une variété algébrique irréductible de codimension égale à 

sup (o, n-i+1) ; cf. [d], chap. II, lemme 3 ) . En outre, d'après (ii), les 

germes de variétés algébriques P e ^ ^ s e coupent transversalement 

(cf. 3.4) ; donc : 

(3.6.3) codim, (P (E.)flft) = codinv (P (E . ) ) + codim,. W ) 
5 1 K 1 Ç 

> codim (E.) + sup (o,n-i+1). 
— n i 

(3.6.4) codim (P (E.)Oft) = codim (E . ) + sup (o, n-i + 1 ) . 

Ç.o 1 n 1 

Par construction, IY' s'annule sur le germe de variété algébrique 

P ^ ^ ç ' D'après (i) et la définition de , on a les inclusions : 

(3.6.5) ^ ç O E ç 3 (P 1 (E.) H «)ç • 

L'équivalence des conditions (1) et (2) résulte facilement de (3.6.3), 

(3.6.4) et (3.6.5) : 

•n a (1) 3 8 B = i > (2). En effet, d'après (3.6.4), (3.6.5) et l'hypothèse : 

'Xi 

codim^ (E ̂ ) + sup (o,n-i + 1) ̂  codim q (E ) >_ n 

d'où codimn (E i) >_ inf (i-1,n), pour tout n £ E i \ E i + / j , 

i.e. codim + ̂  i i n f Ci-1,n) pour tout i=o,1,...,p. Visiblement, ces 

inégalités entraînent (2). 

On a (2) — ^ (1). Démontrons par récurrence sur i que pour tout 

Ç * P (2^ \ + 1 ) , on a codim^ (E) > n, Pour i=o, le résultat est trivial 

(car E ^ p ( E ^ N E ^ = 0 ) . Supposons donc i > 0 et soit n = P(£). D'après (3.6.3) 

et l'hypothèse : % ^ ^ 

codim^ CP" (EJ O Çl) n . 
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Il suffit donc de montrer que pour tout Ç ' e (rP + n p \ (P~1 (Z ) O ti) 

assez voisin de £ : % 
codim^ , (Z ) >̂  n . 

^V_/j i» 

• r, ou £ ' £ P (E . ), i.e. Ç' e P (Z . ), j < i, et dans ce cas, on 

applique l'hypothèse de récurrence ; ou Ç 1 £ et dans ce cas, d'après (3.6.5), 

Ç ' é Z . Ceci achève la preuve de 3.6. 

3.7. La condition (3.6.2) s'interprète aisément. Elle signifie en effet 

que l'on a des inégalités : 

codim (ZJ >_ 1-1, • <_ i <_ inf (p,n + 1). 

% % <\, 

Chaque Z^ \ + étant la réunion des orbites T.y de codimension i, 

les inégalités précédentes signifient donc que les grosses orbites, i.e. celles 

de codimension <_ inf (p,n+1), forment une famille à 1 paramètre au plus. 

Supposons désormais que la condition (3.6.2) est satisfaite. On peut 

décomposer Z. \ Z. * (o < i < inf (p,n+1)) en une réunion disjointe : Z. U E. 

i î+i — —— 1 , 0 1 , 1 
où Z^ q est une variété algébrique régulière de codimension i-1 (éventuellement 

vide) et Z. A est une variété algébrique régulière de codimension i (éventuelle-
i » i 

ment vide), réunion d'un nombre fini d'orbites T.y. 

Soit n un point fixé de (RP et supposons que l'on peut choisir la décom

position précédente de telle sorte que la condition suivante soit satisfaite : 

(H) Le point n n'appartient à l'adhérence d'aucune des orbites r-y 

contenues dans les Z. , o < i < inf (p,n + 1). 
i,o - — 

(La condition (H) est visiblement satisfaite si les orbites T.y sont toutes 

fermées, en particulier si le groupe r est compact ; ou encore, s'il existe 

un nombre fini d'orbites T.y). 

•n peut alors remplacer la condition (1) du corollaire 2,13 par un 

nombre fini de conditions de transversalité, De façon précise : 
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Proposition 3.8 : Supposons la condition (H) satisfaite. Si est analytique 

telle que ̂  (o) = r\3 les conditions suivantes sont équivalentes : 

n % 

(1) Il existe W voisinage de • dans Œ t e Z | W \{o} soit transverse 

sur toutes les variétés E . e £ E , o < _ i < _ r = inf (p,n+1), et tel que 

1,0 1 1 i 
W A <? " 1 (S .] - {o} ou 0. 

A*A r+1 
(2J 4> e s t ^ -stable dans X. 

Preuve : Démontrons l'équivalence de (2.13.1) et (3.8.1). 

(2.13.1) = > (3.8.1) Les E. . étant des réunions d'orbites, la transversa
l e 

lité de *f I W\{o} sur toutes les orbites, implique la transversalité de^f W\{o} 

sur chaque E. ..En outre, E „ est soit vide (si r=p), soit de codimension < n 
i,j r+1 K — 

(si r=n+1) i donc E „ est une réunion finie de variétés, régulières de codimen-
r+1 43 

^ i 

sions < n et réunions d'orbites. Il en résulte que | W \{o} est transverse sur 

ces variétés et donc que W f\ <f (E ) = fo\ ou 0 (en diminuant W si nécessaire). 

(3.8.1) = = > (2.13.1) Il suffit de montrer que la transversalité de*f|VJ\{o} 
**** 

sur E. implique la transversalité de ̂  I W \ {o} (on diminue W si nécessaire) 
1 ,0 *~ 

sur toutes les orbites contenues dans E^ q . Supposons que cela doit faux pour 

un indice i fixé. 

Posons ^ = {xe°? (E. ) W I n'est pas transverse en x à l'orbite 
1,0 

T. ̂  (x)} : Q est un sous-ensemble analytique de W, contenu dans W \ ( o K et par 

hypothèse, cet ensemble adhère au point 0. Il existe donc une courbe analytique : 

[o,e[ ^ t | > x(t) telle que x(o) = o et x(]o,e£ ) C Q, • 

Posons y(t) = o x(t). Pour t > o, le vecteur — est tangent à l'orbite 

ut 
°° ^ dv ^ 

T.y(t), car sinon T ^ (E i Q ) serait engendré par -g— et (T.y(t)), ce qui 
joint à la transversalité de *f sur E. , entraînerait la transversalité de ¥ 
u 1 ,0 

sur r.y(t) au point x(t), i.e. x(t) é Q. La courbe y (]o,e[) est donc contenue 

dans une orbite, et ceci contredit l'hypothèse (H) (car y(o) = n ) . 
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4. ^-stabilité dans X (r < «0 . 

Définition 4.1 : Soit le germe à l'origine d'une application \p de fRn dansfR. 

Nous dirons que est elliptique s'il existe un voisinage W de l'origine defR n, 

et des constantes C > o et a >_ o telles que, V x £ W : 

|^ (x)| > C | x | 0 6 

K 

Un idéal I de t engendré par iJj est elliptique si E I il». I 
1 K 1 = 1 i 1 

K 2 
(ou E ]b. ) est elliptique. 

1 = 1 1 

Soit m°° = A m 1 l'idéal de £ formé des germes plats à l'origine. 
~~ i fe(M ~~ 

oo p) 

Enfin, soit y une fonction C sur [R , comprise entre • et 1, égale à 1 si 

| x| <_ 1/4 et à 0 si | x| >_ V 2 . 

Lemme 4 .2 : Soit I un idéal de L%> engendré par i/̂  , . . . . Les conditions suivantes 

sont équivalentes : 

(1) I est elliptique. 

(2) m C Ij i.e. l'application canonique %/I | > Vr /I est un isomorphisme. 

(3) Pour tout r e I. 5̂ contient une puissance de m r . 

K 2 

Preuve : (1) > (2) et (3). Posons \p = E i|/. et démontrons par exemple que 
1=1 1 

(1) entraîne (3). Par hypothèse, il existe C > o, a > o et un voisinage W de o 

dans fRn tels que, \f x € W : | C x D | > C|x| a. Si f e m y , on a (d'après la 

formule de Leibniz), pour tout a), |o)| _< r, et tout x 6 W\{o} : 

, o » I f / . , ( x )| « ixi;-';' 
- - | * C x ) | M * 1 

( C est une constante indépendante de x e t w ) . Donc, si p > r + a(r+1), lim 
X H> O 

X € W x{o} 

D^tf / ] C x D = o et f / ]p se prolonge en une fonction r fois continûment déri-

>MA -VIA» 

vable sur W, r-plate à l'origine. Donc f 6 1 . ^ . La preuve de (1) ••==?> (2) 

est analogue. 
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( 2 ) ou (3) ===> (1], Supposons que l'idéal I n'est pas elliptique. Il existe 

une suite x J de points de fR V {o} telle que lim x - o et E \ip . (xJ ) | < I x J ! J 

1 x J 

•n peut supposer que les boules euclidiennes B(x , 2 ' ) sont disjointes deux 
» . 1 i 1i1 x-x 

à deux. La série E x | • Y t 3—J converge uniformément vers une fonction 
J - o | x J| 

oo p 
f, de classe C surfR , plate à l'origine et telle que pour tout j : 

K 
f (x J) = |x J| j > | x j r 1 . E U.(x j)l 

00 

Ainsi, le germe f induit par £ à l'origine appartient à m , mais 

n'appartient pas à "3 . , ce qui contredit ( 2 ) et (3). 

Lemme 4.3 : Soient e C q q( (R , fR ) \tfun idéal de polynômes sur fR engendre 

par P^...^^ ; V(£f-) variété des zéros de *$r. ylforSj Zôs conditions sui

vantes sont équivalentes : 

(1) ( Tir) nrest pas elliptique. 

(2) Il existe une suite x^ c r R n \ {o}, y? > •, telle que pour tout j : 

d ( * C x J ) , V(<^)) < I x J I J 

En conséquence3 si ^est un second idéal de polynômes tel que V C ^ M = V(3-'), 

IHdêal ( ̂ 0 est elliptique si et seulement si ($-') est elliptique. 

Preuve : Visiblement, ( 2 ) entraîne (1). Réciproquement, si ( 2 ) n'est pas satis

faite, il existe a > o et W voisinage compact de • dans fR n tels que 

d(i|j(x), V C ^ M ) > I x 106 pour tout x £ W. En outre, il existe C > o et 3 > o 

K S 
tels que E |P. o ^(x)| > C.d (>(x), VCSMr pour tout x £ W [cf. [ 2 ] , chap. VI). 

1=1 1 4*H ^ 

Ainsi, f^t?) est elliptique. 

Lemme 4.4 : Soit e X tel que J y soit elliptique. AlorSj pour tout r e TN 3 

^ est ^-stable dans X. 

Preuve : S u p p o s o n s Cf̂  ̂  ̂  (si ' ï ^ = % t on sait que f est ^-stable dans X) e t r>_1 . 

file:///tfun
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Par hypothèse, il existe une application ïN ^r\ > s(r) t f\l telle que 

Y 2 --v s[r]+1 0 ., l ô , , v , , .s(r) r (v>. . s t r ) r r A , . . 
—r" t — ' t « ^ q u e J t i ) = J (^ ' ) . Le germe 

^ - *f ' a ses composantes dans m S ^ ^ C m^. Tfy? ; d'après 2.4, ^ ' appar

tient à l'orbite • Ainsi, le jet j S^ r^(£f ) est ̂  ^-suffisant dans X. 

Lemme 4.5 : Le sous-ensemble Z = 6 X | OTçp n'est pas elliptique] est l'image 

réciproque par la projection j : X | > X d ' u n sous-ensemble semi-algébrique Z 

& X. 
A 

En outre3 la codimension de Z est infinie si la condition suivante 

est satisfaite : 

(4.5.1) Pour tout i = o,1,...,p : codim (EJ inf (i-1,n) 

Preuve : Soient ^ /. . mJ 6^ ^ les mineurs d'ordre p de la matrice . Posons 

* , ' n . . K . 
Z = {a) e X, , V s > o, V C > o, 3 x fc|R , x < e tel que E 6. (x) 
h+1 h+1 ' i=1 

< c|x|^}. Les applications (u),x) | > ô. (x) étant polynomiales, Z est 

semi-algébrique (d'après le théorème de Seidenberg-Tarski : la projection d'un 

ensemble semi-algébrique est semi-algébrique j cf. |V] ) . 

Soit *f e X tel que j ^ ^ t ^ ) = a) j pour tout i, ^ - est h-plate 

à l'origine. Il en résulte que pour tout £ (j^ + ̂ ) ^ (Z^ + ), l'idéal ^c|> est 

_1 A. y\ A, 

elliptique. Ainsi, Z = j (Z], où Z = lim . 

La condition (4.5.1) équivaut à la suivante : 

(4.5.2) On a codim (E) n (la preuve est analogue à celle de l'équivalence 

de (3.6.1) et (3.6.2) ). 

Supposons la condition (4.5.2) satisfaite, et soit l'idéal de 

CR [y ; y1;---; y R] formé de tous les polynômes nuls sur E (donc V ( J ) = V( 3F) = E) . 

•n a ht ( <H >_ n j d'après (3.3), l'ensemble Y = { *f 6 X | ( 1 ( f )̂ ( ̂ -) ne contient 

pas une puissance de m} est l'image réciproque par j d'une sous-variété algébri

que de codimension infinie Y de x\ D'après 4.3, l'idéal ^ > = (^)*( jf ) est 

elliptique si et seulement si ( *f) (#•) est elliptique ; ainsi Y D Z et 

codim (Z) = °°. 
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Le théorème suivant caractérise les germes (^-stables dans X (r < «0 

lorsque (4.5.1) est satisfaite (je ne sais pas caractériser la ̂  ^-stabilité 

lorsque cette hypothèse n'est pas vérifiée) : 

Théorème 4.6 : Supposons que le groupe Y vérifie (4.5.1). Pour un *f e X., les 

conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) L'idéal est elliptique. 

(2) Pour tout r e IN̂  est ^ r -stable dans X. 

(3) *f est (j,Q-stable dans X. 

En outre j l'ensemble Z des X qui ne vérifient pas ces conditions^ 

est l'image réciproque par la projection j : X | > X d'un sous-ensemble semi-

algébrique de codimension infinie Z de X (donc la GL -stabilité dans X3 r < », 

est générique). 

Preuve : D'après 4.4 et 4.5, il suffit de monter l'implication : non (1) = = > 

non (3). Supposons donc non elliptique. D'après 4.3, il existe une suite 

xJ' e fRn ^ {o} telle que x j > o et d ( V (x J), E) £ [ x J | J . Soit Ç J e E tel que : 

| 1 t f (xh - ÇJ"| = d ( V ( x J ) , E ) . Soient ^ J l'unique application affine de fRn 

dansfR P telle que 1ÎS J Cx^ ) = £ ^ ; * f J l'unique application affine de (Rn dansfR P 

telle que 1 <f j (xj ) = 1 < f U j ) . 

i l x j | 

On peut visiblement supposer que les boules B ( x , ' ) sont disjointes 

deux à deux. Alors la série : 

J = o ~ œ ^ |x J| 
converge uniformément vers une fonction C 1 telle que ' - soit plate à 

l'origine ; en outre, pour tout j : ^ <f ' (x^) = ̂ 6 E , i.e. 4* ' n'est pas 

transverse en x^ à l'orbite T . cf1 (x^) = . 

Posons Kj codim ((Pj). D'après 4.7, il existe pour tout j tel que 

K. < n, une fonction C ^ , aussi petite que l'on veut, telle que ( M 7 ' + ̂ ) (x^) 

= f ' ( x ^ ) et telle que *P ' + i f^ soit semi-transverse sur (D. en x^ ; si K. > n, 
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posons = o. Les ty^ étant choisies assez petites, la série : 

<<. + J ^ j . Y ( «ici j 

~ J = o ~ |x J| 

converge vers une fonction C 4^" telle que ^ ' - *f " soit plate à l'origine j 

en outre, ^ " est semi-transverse sur fe, en si k. < n. 

Supposons que 4* " soit ^-stable dans X. Il existe alors g e et 

T e Dif Q tels que *f "' = (g. <fn) o T ^ soit algébrique et ^ „, s°it elliptique. 

En particulier, pour tout j assez grand, <f "' est transverse en T ( X ^ ) à (9 . J 

en outre, T induit un homéomorphisme du germe de ") ^ ( (9 . ) en x^ sur le 

—1 i 
germe de variété, de codimension K. , de (<f "') ((9.) en x ( x J ) . D'après 4.7, 

J J VU» 

ceci est absurde si K. < n ; absurde aussi lorsque K. > n, car alors le germe 

( (f »») = o u A i n s i ' e n supposant qu'il existe une infinité d'indices 

j tels que Kj ^ n, <f " n'est pas ^^-stable ; il en sera de même de ^ . 

Il reste à examiner le cas où kj = n pour tout j assez grand, i.e. 

If "(x^) £ E \ E . . Soit E la partie régulière de codimension n-1 de E \ E A ; 
n n+1 n,o K & N N + 1 

son complémentaire E est une réunion finie d'orbites de codimension n. On 

peut donc supposer que lesï" (x J) appartiennent à E [car le germe ( f "') (E 
n, o n, \ J 

{o} ou 0 ) . Procédant comme plus haut, on démontre que Jf" est transverse en tout 

point x^ sur £ ; de même, °f "' est transverse en T ( X ^ ) à E . Soit C. le germe 
n,o ^ ~~ n,o j & 

de courbe régulière en x induit par ( *f") (E ) ; T C C.) est donc le germe 

n, o w J 
i —1 

de courbe régulière induit en T ( X j ) par ( ̂  "') (E ) . On vérifie que 
<w\ A** n, O 

^ ( T [ C . ) ) (resp. "(C) ) traverse Cresp. ne traverse pas) au point 

^" ' ( T [ X J ) ) (resp. V" (x J)) l'hypersurface 6. de E . Ceci est absurde et 

donc ^f" et *f ne sont pas ^-stables. 

Nous avons utilisé précédemment les remarques qui suivent : 

oo n d 
4.7. Soit une application C de (R dans [Fr telle que t|j(o) = o et soit fi 

la sous-variété de (R? définie par les équations y. = ...= y, = o [1 < k < n ) . 

1 K — — 
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Si ]\> n'est pas transverse sur Q en o, on peut trouver ty9 aussi voisin que l'on 

veut de (pour la topologie de la convergence uniforme des fonctions et de 
AA>» 

leurs dérivées sur tout compact de (Rn) et un système de coordonnées locales à 

1 ' origine de (Rn : x = C , . . . ,x ) tel que ĵj 83 , . . . = x ^ j \j>^ est une forme 

quadratique non dégénérée en x, , ...,x (ceci est une conséquence facile du 

K n 
- i 

lemme de Morse). En outre, on vérifie que le germe (i/;') [Q) à l'origine de 

fRn n'est jamais homéomorphe à un germe de variété topologique de codimension K, 

si 1 <_ k < n . (cf. par exemple ) . Nous dirons qu'un tel ijj ' est semi-transverse 

sur îî à l'origine. 

•n déduit de 4.6. la conséquence suivante (comparer à 2.13). 

Corollaire 4.8 : Supposons que le groupe Y vérifie (4.5.1). Si (p est analytique^ 

les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Il existe W voisinage ouvert de • dans rR n tel que f | wMo) soit 

transverse sur les orbites de tous les points de !R P sous l'action du groupe Y. 

(2) y est ^stable dans X (r < «>). 

Preuve : La condition (1) signifie que le germe des zéros de l'idéal est {o} 

ou 0 ; l'idéal étant engendré par des fonctions analytiques, cela signifie 

que est elliptique, i.e. que *f est ^ ^-stable dans X (r < °°). 

4.9. Soit n un point fixé de IR P. Sous l'hypothèse (4.5.1), on peut décom

poser E. \ Z. . ( o < i < inf (p,n+1)) en une réunion disjointe E. U E. A où 
K i i + 1 — — K 1 ,0 1,1 

E^ ^ est une variété algébrique régulière de codimension i-1 (éventuellement 

vide) et E. . est une variété algébrique régulière de codimension i (éventuelle-

1 3 I 
ment vide), réunion d'un nombre fini d'orbites T.y. 

Soit r] un point fixé de IRP et supposons que l'on peut choisir la décom

position précédente de telle sorte que la condition suivante soit satisfaite 

(comparer à (H)) : 
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(H) Le point n n'appartient à l'adhérence d'aucune des orbites r.y conte

nues dans les E. , o < i < inf (p,n+1). 

î^o — — _ 

•n peut alors remplacer la condition (4.8.1) par un nombre fini de 

conditions de transversalité. De façon précise : 

Proposition 4.10 : Supposons la condition (H) satisfaite. Si 4*est analytique 

telle que *f (o) = n., les conditions suivantes sont équivalentes : 

(1) Il existe W voisinage de 0 dans fRn tel que | W \ {o} soit transverse 

sur toutes les variétés E. et E. , , o < i < r s inf (p,n+1) et tel que 

1 , 0 1 , 1 
W A f " 1 ( Z J = {o} ou 0. 

r+1 

(2) H est (£r-stable dans X (r < « ) . 

Preuve : Elle est analogue à celle de 3.8. 

5. Exemples. 

Par la suite, W désigne un voisinage convenable de l'origine dans E n 

n ^ ^ 
oufR .On rappelle que I \ I (resp. E \ E i + / j) est la réunion des orbites 

de codimension i du groupe r (resp. r). 

Exemple 5.1 : r = { e} ; r = {e} 

= £il. If.] 
n<f L3x, 9x J' 

1 n 

Le germe M* est (p-stable dans X si et seulement si l'idéal engendré 

^
D (4*1 * • • • » Y p ) 

par tous les jacobiens -=r~{ — r contient une puissance de m. 
U l x i 1 " " " x i p J 

Les orbites sont les points. La ^-stabilité sera donc générique si 

et seulement si p=1 . 

Supposons p = 1 . On a E q = E^ = (E ; E q = E^ = (R. 

Posons E 1 q = œ : \ {o } j Z n 1 = { o } ; q = iR \{o} , T.^ /] = {o}. 
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Les conditions (H) et (H) sont alors satisfaites (on prend n = o ) . Ainsi : 

Un germe analytique *f tel que <f (o) = o est (^-stable dans X (resp. ̂ ,^-stable 

dans X, r < °°) si et seulement si *f I W \{o} (resp. 4* I W \ {o}) est transverse 

sur {o}. 

Exemple 5.2 : r = G M p , (R ] ; T = G£(p, (C ) 

Le germe 4* est ^ -stable dans X (resp. ^^-stable dans X, r < ») 

si et seulement si l'idéal engendré dans % par *f , . . . , *P et tous les jacobiens 

D( tf 1 f ) P 

_ contient une puissance de m (resp. est elliptique). 

u i x . , . . « , x . J 
1 1 lp 

• n a E = (EP ; E = ... = E = {o} ; E = CFT ; E = ... = E = {o}. 
o 1 p o 1 p 

La (^-stabilité dans X est donc toujours générique. 

Un germe analytique Y tel que *f(o) = o est -stable dans X (resp. 

G -stable dans X) si et seulement si H* | W\{o} (resp. ̂  l W\{o}) est transverse 

sur {o}. 

Exemple 5.3 : Y est le groupe des homothéties y | > À.y, X ^ o; Y est aussi 

le groupe des homothéties : 

1 1 n 

• n a : E Q = ... = ^ = C P ; E p = {•} ; E Q = = Lp_, = (RP ; E p = {•}• 

La ^-stabilité dans X est donc générique si et seulement si p < 2. 

Supposons p = 2 . Toutes les orbites de E ^ \ E 2 (resp. E ^ \ E 2 ^ adhèrent à {o}. 

Il est donc impossible de trouver une décomposition de E^ \ E 2 (resp. E^ S, E 2 ) 

vérifiant (H) (resp. (H)). 

Le germe *f est ^-stable dans X (resp. ̂ ^-stable dans X, r < ») si 

3^2 3(f1 

et seulement si l'idéal engendré dans % par les ^ Tx~ e ^ "^es J a c 0 D i e n s 

D(f 1,4
>

2)
 1 1 

r contient une puissance de m (resp. est elliptique]. 

U l x . 1 , x . 2 J 
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Exemple 5.4 : r (resp.r ) est le sous-groupe de G M p , fR) [resp. GMp,(E)) formé 

des matrices diagonales. 

Les orbites sont en nombre fini : ce sont les r.y (resp. T.y), y 

ayant ses composantes égales à • ou 1. On a donc : 

E^ = {y 6 (C I au moins i coordonnées de y sont nulles}. 

Z± = l± A 1RP 

E ^ \ et E A E^ + /j sont des variétés régulières de codimension i, réunions 

d'un nombre fini d'orbites. La Ç-stabilité dans X est donc générique. 

Posons E. = 0 ; E . = E . \ E . , î E . = 0 ; E . = E A E . / 1 . 

i,o p 1,1 i 1+1 1 ,0 ^ 1,1 i x i + 1 
'V 

Les conditions (H) et (H) sont vérifiées, pour tout n. 

Un germe analytique ^ est (^-stable dans X (resp. ̂ -stable dans X, 

^ i 
r < «0 si et seulement si [ W\{o} [resp.T I W\{o}) est transverse sur les 

variétés E . \ E. . [resp. E . \ E . A ], • < i < p. 
i i + 1 • M i 1+1 — — K 

Exemple 5.5 : r (resp. Y) est le sous-groupe de GMp,fR) (resp. G£(p,(E ) formé 

des matrices diagonales, de déterminant égal à 1. 

•n a E Q = E 1 = (C
p ] E q = E 1 = (E

p. 

Pour i 2, E^ [resp. E J est le même que le E^ [resp. E^) de l'exemple 

5.4. La ^-stabilité dans X est donc générique. 

Posons E = (y € I | toutes les coordonnées de y sont •} 
i, o 

^ P i 

E. A = (y € E | il existe une coordonnée de y et une seule 

égale à • } . r\j 1, 1» 
Ei,o " * ' " E i V S i + 1

 5 1 ± y - 2 ' 
^ D 

Enfin, définissons de manière analogue les E. ., i.e. E. . = E. .H TR . 

•n vérifie alors facilement les conditions (H) et (H) lorsque n*iR p\E > l n . 
i , u 

i\, 

Les variétés E et E. sont ouvertes dans (EP et fRP respectivement. Ainsi : 
i, u i, u 

Pour un germe analytique *P tel que *f (o) G (RP \ E^ ^ , la ^-stabilité 

dans X (resp. la (^-stabilité dans X,r < 0 0) équivaut à celle de l'exemple 5.4. 
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ru 
Exemple 5.6 : T et T sont les groupes de transformations qui laissent invariante 

2 2 2 2 
la forme quadratique : -y^ - ... - y^ + Y v + >j

 + ••• + = Q(y). 

Les orbites r-y sont les hypersurfaces : 

S X = {y e (EP | Q(y) = X} , À ^ • 

S q = {y é Œ P \ {o} | Q(y) = o} et {o} 

<\, 'V 

De même, les orbites T.y sont les S. O (R P = S, ; S O CR P = S et {o}. 
A A O O 

• n a : 

Z = E = (EP ; E = . . . = E = {o} 
o 1 2 p 

E = E = R P j Z_ = ... = E n = {o} 
o 1 2 p 

La (^-stabilité dans X est donc générique. Posons : 

E. = {y £ Œ p | Q(y) ^ •} 
i, o 

2 1 1 = (y £ (C P\ {o} | Q(y) = o} = S Q 

et définissons E et E de manière analogue. Les conditions (H) et (H] sont 
i, u i, i 

alors satisfaites pour n = o. Ainsi : 

Un germe analytique tel que (o) = o est i n s t a b l e dans X (resp, ^-stable dans X, 

r < 0 0 ) si et seulement si | W\{o} (resp . ^ L W \ { O } ) est transverse sur les 

variétés S et {0} (resp. S et {0} ) . 
o o 

En particulier, si T est le groupe orthogonal (v = o ] , = 0. Compa

rant avec 5.2, on voit que les (^-stabilités (r < 0 0 ) pour le groupe orthogonal 

ou le groupe linéaire sont les mêmes. 

Exemple 5.7 : Soient a,3 deux entiers tels que p = s a - 3 et 6 ^_ a . Identifions fR P 

(resp. l'espace des matrices a x 3 à coefficients réels (resp. complexes]. 

Par composition à droite et à gauche, on définit un homomorphisme : 

G£ (a , fR) x G£ ( 6 , IR ) 3 (A,B) | > g A _ £ Gi (p, fR) (si N € fR P, on pose g (M) = 

-1 ^ 
AM B ). Soit T l'image de cet homomorphisme [T se définit de manière analogue). 
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r\j 

Soit fi^ (resp. fi^) (• < i < a) le sous-ensemble de (EP (resp. (R*"1) formé 

des matrices N telles que le rang de PI soit égal à a-i : fi^ (resp. fi_^ ) est une 

variété algébrique régulière de codimension i (g-a+i) (cf. [6], chap. II) ; 

en outre, les fi^ (resp. Q ) sont les orbites de Y (resp. r) . Ainsi : 

Un germe analytique *f est ^ -stable dans X (resp. ^ r-stable dans X, 

r < «) si et seulement si *f I W\.{o} (resp. V I W\{o}) est transverse sur les 

AAA 1 4M 

variétés fi. (resp. fi.), • < i < a. 
i i — — 

5.8. Pour terminer, nous ferons deux remarques : 

1) Soit Dif le groupe des dif f éomorphismes de classe C w à l'origine de (Cn ; 

Y un sous-groupe de Lie de G£(p,(E) ; X = C^Cfl^, (EP) l'espace des germes à l'ori-

0) o 
i» 

gine d'applications holomorphes. Le groupe G, = C ((E , r ) x Dif opère de 

manière évidente sur X -, on peut donc étudier la Q -stabilité dans X . Tous 

les résultats des paragraphes 2 et 3 se transposent alors de manière évidente. 

2) Les propositions 3.8 et 4.10 fournissent des critères de stabilité pour 

des germes analytiques. Si if n'est pas analytique, on peut donner des critères 

analogues (leur formulation nécessite la notion de quasi-transversalité, cf. [b] ) . 
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