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IDEAUX DE L'ANNEAU DES SERIES FORMELLES A 

COEFFICIENTS REELS ET VARIETES ASSOCIEES. 

par 

Jean MERRIEN 

INTRODUCTION 

Le but de cet article est d'étudier certaines propriétés des 

idéaux de 1 ' anneau fR [[x^, x J J en utilisant des "relèvements" diffé-

rentiables des séries formelles. 

Si X est un fermé de IR n, cp une fonction de classe C°° sur fR n et 

f sa série de Taylor à l'origine, on dit que f est nulle sur X si |cp(x)| 

tend vers • plus vite que toute puissance de | | x | | quand XG X tend vers 

zéro. On associe ainsi à tout idéal I de fR[[x^,...,x^]J l'ensemble Vtl) 

des germes en 0 des fermés de lRn sur lesquels s'annulent tous les éléments 

de I. C'est la "variété formelle" de l'idéal I. 

Réciproquement, à un ensemble de germes en 0 de fermés de fR n 

on associe l'idéal des séries formelles nulles sur les éléments de V . 

Le 1er chapitre est consacré aux définitions et lemmes élémentai

res concernant ces variétés formelles. 

Dans le 2ème chapitre, on démontre le résultat principal selon 

lequel, si I = ^ alors I est l'intersection des noyaux des homo-

morphismes de fR-algèbre de (R[[x^, . . . , x d a n s ( R [ [ t ] j qui annulent I. 

Cela revient à étudier une variété en utilisant les courbes tracées sur 

cette variété. On en déduit, par exemple, qu'un idéal est elliptique 

Ce'est-à-dire de variété réduite à {0}) si, et seulement si, il n'est 

annulé que par 1'homomorphisme nul. 
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Le chapitre III apporte des précisions aux résultats du chapi

tre II. En particulier le théorème 1 de ce chapitre permet d'obtenir une 

courbe tracée sur une variété et approchant, d'une certaine manière, une 

suite de points donnée. 

Le chapitre IV contient quelques applications géométriques des 

résultats précédents. On y étudie l'ensemble des zéros d'un idéal de fonc

tions différentiables dans le cas d'une singularité isolée à l'origine. 

Une version abrégée de cet article (ne contenant pas le chapitre 

III et seulement la moitié du chapitre IV) a été publiée au Journal de 

Mathématiques Pures et Appliquées (19711. 
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I - VARIETES FORMELLES ET LEMMES PRELIMINAIRES. 

•n note <f((Rn) l'algèbre des fonctions de classe C°° de IR n dans (R, 

1'algèbre ^[[ x j , . - . ,x n]] , T : <$ÛR n) — • 3 ^ l'application qui à une 

fonction fait correspondre sa série de Taylor à l'origine. On sait que 

cette application est surjective. On désigne par n l'idéal maximal de ^ 

et par m l'idéal de (f(tRn) des fonctions nulles à l'origine. 

1 - Rappels de résultats connus. 

Le résultat suivant est classique (cf. B. MALGRANGE [Yj où le cas 

analytique est traité. Le cas formel se traite de manière identique]. 

On rappelle que, si A est un anneau local d'idéal maximal m , un polynôme 
P P-" 

P e A [ t ] est distingué si P est de la forme : P(t) = t P + S a t " X 

i=l 
où a. e m. 

î — 

Proposition 1. 

Soit p un idéal premier de $ 3 de hauteur k. Alors il existe 

n formes linéaires indépendantes y±J 1 f_ i n 3 telles que : 

a) l'application canonique : ̂ Uy^+i> • • • ' V n 1 1 — y *Hi/P e s i ^ n 3 e c ^ V e 

et fait de 3* n/pl ^ [ [ y K + 1 , . . . ' Y ^ J -module de type fini 

b) il existe dans p des polynômes distingués en y^ de degré v^3 

1 < i < k, P.(y. ;y' ), où y' = (y , .. . ,y ). On pose P (y ;y' ) = P et 
— — « I l r\ +l n I I 

= r. Alors, si A 4 • est le discriminant de P 3 il existe3 pour tout 

f G $ s un polynôme en y^ Q C y ^ y ' î , de degré inférieur à r, unique, tel 

que A f - Q e p . Les polynômes correspondant aux éléments y , 2 _< i _< k, 

seront notés 

c) il existe un entier m tel que, pour tout fepî, A m f appartienne 

à l'idéal engendré par P et les à y^ - Q 3 2 _< i <_ k. 

dJ pour tout f ^ p)j il existe g e y e t f e ^ 1 3 ^ + 1 ' " " ' , y r r ^ ' n o n 

nul, tel que f g - f 1 e p . 
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Proposition 2. (Théorème de Puiseux, cf. R- WALKER Qf] ). 

Soit P(t,u) = u r + a n Ct) u r 1 + - - - + a (t), où a.(t) est un élê-
1 r i 

ment de c [ [ t ']] , de terme constant nul. Alors il existe uCt) € Œ[[t]"] * de 

terme constant n u l 3 tel que P(t,u(t)) = 0. P(t,u) se factorise complètement 

dans Œ[[Y|] [U"| et3 si les coefficients a^ sont analytiques^ toutes les so

lutions u(t) sont analytiques. 

Soit y un homomorphisme (unitaire) de (R-algèbre de 1Rf[x^, . . . ' x

n ] J 

dans/R[[t]]. En posant Y f x J = ZAt) on a, pour tout f t ^ , 

Y(f) = f (C-̂  (t), ..., (t) ). On fait ainsi correspondre à un homomorphisme 

Y un élément ç = (ç^*...#ç ) de n n . Cette correspondance est une bijection 

et on notera Y = • 

Avec les hypothèses et notations de la proposition 1 (en rempla

çant toutefois y i par x J on a alors : 

Proposition 3. 

Soit Y' un homomorphisme de \R-algèbre de fR [ [x^+/j > • • • >*n |] dans [R [[t R'J] , 

avec Y'(A) ï 0, et ç (t) = Y ' t x J , k+1 <^i £ n . Si l1 équation Pix^ ; ç•(t) ) = 0 

admet une solution Ç^Ctîe |R[[tf|] il existe un homomorphisme de ÇR-algèbre y, 

unique^ induisant Y1 sur |R[[x^ + 1. -. "
x

n ] ] > tel que yip) = • et yix^) = ^ ( t ) . 

La démonstration de cette proposition est faite par J.C1. T0UGER0N 

[V] (appendice) dans le cas complexe. 

2 - Ellipticité et nullité d'une série formelle sur un germe de fermé. 

Soient x = [x^,. .. ,x ) ^IR n et C >_ •. On note B(x,C) = {y ; | | y—x| |<C}, 

la norme étant la norme euclidienne. Soient X un fermé d e f R n , f € et 
n 

6 # Û R n ) telle que T = f. 
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Définition 1. 

On dit que f est elliptique sur X s'il existe un nombre a > D et 

un voisinage Q de 0 tel que : 

V x ^ O X , | cp Cxî | j> | |x| | a 

Définition 2 . 

•n dit que f est nulle sur X si, pour tout a > D, il existe un 

voisinage fi de D tel que : 

Vx € Q n X, I <f [xî| < | |x| | a 

On vérifie immédiatement que ces propriétés ne dépendent effecti

vement que de f et non de cp . D'autre part, elles ne dépendent que du ger

me en 0 du fermé X, ce qui permet de définir la notion de série formelle 

elliptique (resp. nulle) sur un germe à l'origine. 

Remargues. a) On voit que : f = 0 < = ^ > f est nulle sur le germe de*fRn 

f € n_ < = = > f est nulle sur le germe de {0} 

b) Si f est elliptique sur le germe de [Rn on dit que f est 

elliptique. 

c) Si f n'est pas elliptique sur X, il existe Y, 0 f Y<z X, 

tel que f soit nulle sur Y. 

d) Si fejn n'est pas nul sur X, il existe Y, 0 ^ Y O X , tel 

que f soit elliptique sur Y. 

Lemme 1. 

Soient (x p) e ( N une suite de points dans (R n
3 telle que lim x P = 0, 

p p-x» 

et f e tels que f soit elliptique sur X = { x P } . Alors il existe 

un nombre p > 0 3 tel que f soit elliptique sur \J B C x P , | | x P | | p ) . 
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Démonstration. Soit <̂ > e $ (IPn ), T C f = f. 

Il existe par hypothèse un nombre a > 0 tel que pour p assez 
a 

grand |cp(x )| 2, l l x I I • D'autre part, d'après le théorème des accrois

sements finis, il existe M > D tel que | [x ] - tf (y) | _< m| | x-y | \ » d'où 

| cp(y)| _> | c-p C x 3 | - n | | x - y | | , pour tout couple de points voisins de 0. 

Il suffit alors de prendre p > a. 

Lemme 2. 

Soient u n e suite de points^ telle que x P ¥ • pour tout p 

et lim x p = •, f et P un nombre > •• Si f est nulle sur U B ( x P . | | x P l | ). 

n i i i i 

p-*» p 
f est nulle. 

p I I p I I P p l i i p i | P Démonstration. Posons B = B(x , x ), B' = BCx , — x K ). p p 2'
 1 

Il suffit de montrer que l'hypothèse entraîne que toute dérivée partielle 

3f 9 ^ I f 
première T — est nulle sur 1) B'. En effet, par récurrence, sera H 3x. p H ' 03 

î p 3x 

nulle sur (J B ( x P , —r^r ||x P|| ) et f sera nulle, 
p 2lH 

Soient cf e $ Q R n ) , T cf = f, et 6 > •. 

Il existe un nombre M > • tel que : 

| c p f x ' ) - <f (xî - £ tx9

± - x ) (x]| 1 M| |x-x' I | 2 Cl) 

i=l i 

pour tout couple Cx,x') de points assez voisins de 0. 

Fixons i e [l,n] et soit a > p. Si p est assez grand, pour tout x é B ' il 

a ^ 

existe x'e B p tel que : Xj = si j ¥ i et |x^ - xj, | = ||x|| 

Pour deux tels points on déduit de Cl] : 

||^- Cx)| |x^ - x i | <_ n \ |x-x' | | 2 + | <f (x'îl + | Cf Cx] | (2) 

i 
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Soit alors a > a. Par hypothèse, pour p assez grand, 

| cp CxD | _< I I x I 1 0 6 Pour tout x e B . On déduit alors de [2) : 

, x l | < n | | x | | ° , H » ' l j ° ; 

i I|x I I 

et puisque ||x'|| ^ 2||x|| on a pour p assez grand : 

Vi V x € B ' \P- (x)| 1 M | | x | r + C 2 a

 + 1) \\x\\a'° 13) 
P i. 

Le nombre 8 étant fixé, si on a choisi a et a tels que 

a - a > 6 et a > 6, il existe p 0 tel que : 

V i € [ l , n ] , V p > p 0 , V x e B ' : ||^. Cx)| < | |x| | 6 . 

3f r- ~i 
Donc e s t bien n u l s u r U B' pour tout i e [ l , n j . 

X i P P 

Lemme 3. 

Soit PCx'jX ) un polynôme distingué en x * à coefficients séries 
n n 

formelles en x9 = ( x ^ ... ' > < n _ 1 ^
 071 suppose que P n'a pas de facteur mul

tiple et donc que son discriminant A (x') est non nul. Soit d'autre part 

Cx P ] _ m ( une suite de points deï9^3 telle que x , p = (x P,...,x P ,) ^ 0 
p € IN ^ 1 n-1 

poux* tout pj lim x p = 0 et que P.soit elliptique sur \J { x p } . Il existe 
p-*» p € IN 

alorsj pour tout une boule B^ de centre x p telle que : 

a) P est elliptique sur \J B^ 

b) il existe y p e B 3 tel que y , p = ( y p , . . . f y
p 1 ¥ 0 et A est 

p 1 n-1 
elliptique sur (J { y , p } . 

pcIN 
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2ÉÏ°Q5Îration• L'existence des boules B , qu'on peut prendre de 

I l D I i P 

rayon ||x || , P > 1, vérifiant a) résulte du lemme 1. 

La projection de B p sur l'hyperplan x n = 0 contient 

B' = B ( x ' P | | x ' P | | P ) . Il suffit de montrer qu'il existe y ' P e B' tel que A 

p M i i - i p 
soit elliptique sur (J { y , P } . Pour cela soit 6 6 # (IRn 1) tel que T 6 = A, 

p 
et prenons y ' p e B ' tel que |<5Cy' P)| = sup | fi Cy • 3 | - Si A n'était pas 

p y'eB' 
P 

elliptique sur { y ' P } , on pourrait extraire de la suite (y' P) une 
P P 

sous-suite Cy'P) m, telle que A soit nulle sur (J {y' }. Puisque 
p e , N i 

pour p assez grand, et pour tout y' e B^ , | |y' P| | _< 2| |y' | | , A serait 

nul sur (J B'. D'après le lemme 2 ceci impliquerait A = 0, ce qui 
pelN P 

est contraire à l'hypothèse. 

3 - Variétés formelles. 

Dans ce paragraphe on désigne par Q^. l'ensemble des germes en • 

des fermés de (R n. 

Définition 1, 

Pour tout idéal I de $ on pose : 

Iftl) = (X 6 ^ ; V f e i , f est nulle sur X) . 

L' ensemble est appelé la variété formelle de l'idéal I. 

Définition 2. 

Pour toute partie W de ^ on pose : 

^iW) = (f e ï p ; V X e U v , f est nulle sur X> 

^ CÙT) sera l'idéal de l'ensemble de germes U^- En particulier, si 1^ 

est une variété formelle, ^ (1̂ 3 sera appelé l'idéal de la variété I?-*. 
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Propriétés. 

4 ) U c ^ e \ ^ m » -i?fi) et ^ ( V - c ^ eu?"») = ^ t<U>3 

B)1?fï) = I^CIJ o u i est la racine de l'idéal I CÏ = { f e £ ; 3pe(N. f P « I } ) . 

n 

Notations. 

Si et 1^ sont deux parties de %^ on pose : 

V W£ = (X 6 ^ ; X = X X U X 2 avec X. 6 U^.}. 

Avec cette notation on a la propriété : 

7] V C ^ O I 2) = ^ I 2] = 1 ^ ( 1 ^ V VlIJ et ^ C U ^ V l ^ ) = ^ ( V ^ ) 0 ^ ( 1 1 ^ ] . 

La dernière égalité étant évidente, démontrons les premières. 

Il est d'abord immédiat que : I ) r> V'tl O I ] o l ^ C I ^ \/ ]. 

D'autre part, soit X un fermé dont le germe en 0 appartient à i^Clj I 2 ) . 

Soient -f^, 1 _< i <_ p, (resp. g^, 1 <_ j <_ q] un système de générateurs de I1 

(resp. I2) et cf> ̂  (resp. ^ ] tel que T = -f̂  (resp. T ïj = g j ^ " 

Si on pose X = ( x e X j sup | q>. Cx) | _< sup | 4\ (x) | } 
i 1 j J 

X = ( x e x j sup | tf ( X)| > sup |* (x) |} 
i j 3 

on a X = X x U X 2 et X i e tf^}, d'où I 2 J ) V t ^ t l ^ . 
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Définition 3. 

Une variété forme lie 1ïi I ) *è est irréductible si ^ t l ) = 1^(1 ] V t ^ f ] ^ ) 

implique 

•n a alors les propriétés suivantes : 

8] V"(I] est irréductible < = ^ > ̂ (Ull]] est premier 

9] Soit I l'idéal d'une variété (i.e. et en particulier 

1 = 1 ] , et I = p ^ r \ . . , n p r sa décomposition en idéaux premiers. 

Alors m i ] = ^ C p x ] V ... V 1^(p r î et p . = ^ [ ^ ( p . ] ] . 

En particulier toute variété formelle admet une décomposition en variétés 

irréductibles : = r\f V . .. V V^r> et cette décomposition est unique 

sous l'hypothèse supplémentaire que <p \^ pour tout i ¥ j . 

Définition 4. 

Un idéal propre I de 7^ est elliptique si V^CI] = {0}. 

Avec cette définition on a : 

10] Les propriétés suivantes sont équivalentes 

a] I est elliptique 

b] I contient un élément elliptique 

c] £ C^CI] ) = n 

4 - Propriétés d'annulation de fonctions différentiables admettant une série 

de Taylor donnée. 

Lemme 4. 

Soit f e ^ , nulle sur U {x P} où Cx p] est une suite de IRn 

n pëlN p e f N 

convergeant vers •. i4Z^rs il existe 6 $ QR n] é£ wng sous-suite C x p D ̂  ^ 

de la suite donnée* tels que cp(x p] = • pour tout pelN^et T <f = f. 
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Démonstration. Soit ¥ é % (IRn) telle que T ï = f. On peut extraire 

de la suite donnée une sous-suite (x P) telles que les boules 
p €t(i 

I I pi I 

B ( x P , ' ' * I ' ), p € l N 1 , soient deux à deux disjointes. Puisque Y(x P] tend 

vers • plus vite que toute puissance de ||x P|| on sait construire une 

suite de fonctions e , p£ll\l_, telles que e fx P) = y ( x P ) , e = 0 en dehors 
p 1 p p 

I l p l I 
de B ( x P , * ) et que £ e converge vers une fonction e de classe 

2 pcIN p 

OG 0 0 

C plate à l'origine li.e. z € m J . Il suffit alors de prendre Cp = y-e. 

Lemme 5. Ccf. B. NALGRANGE [l] chapitre IV). 

Soit a^,...,a r,z ctes nombres complexes tels que : 

z + £ a. z = 0 . 
i=l 1 j 

Alors |z| _< 2 sup | | 
i 

Lemme 6. 
r 

• r r - i • 
Sbtt P(x';x ) = x + E a.(x') x un polynôme distinquê en 

n n _̂ ̂  i n ^ 

x à coefficients dans 7 nj nwZ sur U {x p} ou x p = (x' p,x p) £tfnt;e:rae 
n _ 1 pïlN 

vers 0 . Alors : 

a) JZ existe p > 0 teZ- que p^wr p assez grand | |x p| | | |x' p| | 

b} II existe a^€ (f 0R n T = tels que 

r 
r r— ï • 

cfCx'jx ) = x + E a.(x') x s'annule en les points d'une sous-
n n i n 

suite de la suite donnée. 

Démonstration. Soit a. e t (IR n _ i] tel que T a i = a et 

r 
cf (x';x ] = x + E a.Cx') x . Posons c p ( x , P ; x P ) = 6 P . Alors, 

n n . n i n 1 n 
1 i 

d'après le lemme 5 : |xjj| <_ 2 sup C | a 1 ( x
, P ) | ,..., | a r C x

, p ) - 6 P| r) 
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Puisque a^(0) = Q et que 8^ tend vers • plus vite que toute puissance de 

||x P||, il existe tel que, pour tout a et tout p assez grand, 

P l a 

l X p l -1 l l x I I + l l x l l • L e a^ d u lemme s'en déduit immédiatement. 

Pour obtenir le b] on extrait une sous-suite de la suite 

( x P ) p € j ^ , telle que, dans l'hyperplan d'équation x^ = 0, les boules 

D l l x ' p | | 

B(x , 1 1

 2

 1 1 ) » pcIN , soient deux à deux disjointes. Ceci est possible 

si la suite C x P ) n'est pas identiquement nulle. De la même manière que 

dans le lemme 4 on construit eCx'), plat en 0, tel que efx' P) = cp(x' P;x P) 

pour pfeflM^. Cette construction est possible d'après le a] du lemme. Il 

suffit alors de remplacer dans c|> la fonction a^tx') par a C x ' ) - e(x') 

pour obtenir le b ) . 

Proposition 4. 
Soit cP(t,u) = u r + a.(t) u r 1 + ... + a (t], où a.(t) est une 1 1 r i 

00 

fonction de classe C , paire, nulle à l'origine. On suppose que f = T C j 

est sans facteur multiple, donc que son discriminant A(t) est non nul, et 

que T a i e (R[[t
r'']] • Si pour t / • l'équation cp(t,u) = 0 admet p racines 

00 R— —I 

réelles, il existe p fonctions de classe C , u^Ct), te[jL,pJ, de séries 

formelles distinctes, telles que (t,u^(t)î = 0. L'équation f(t,u) = • 

admet alors p solutions distinctes dans IR[[t]l» 

Démonstration. Appelons Cresp. l'idéal de C 

g OR 2)) engendré par — et Cresp. et . D'après TOUGERON [4], 

d t o U d t o U — 

appendice, f racine de Comme A est combinaison de f et 

3 f *1 

t— on en déduit que Donc il existe dans ^»(f) un élément non 

nul indépendant de u. Il en résulte que cet idéal est un idéal de défini

tion de 3^,, c'est-à-dire contient une puissance de l'idéal maximal. Donc 

) contient une puissance de l'idéal m des fonctions nulles en 0. 
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Soient k et i deux entiers. On pose b^ = T (polynflme de Taylor 

d'ordre 10, cf'(t,uî = u r + u 3 7"" 1 + . .. + b r et f 1 = T cp 1 . Les b± sont 

des éléments de (R[tr']] * nuls en •. D'après ce qui précède on voit que, pour 

l fixé, on peut trouver K tel que cp' - q> e m*' ̂  ( < ^ ) 2 . D'après TOUGERQN 

[4] proposition 2, chapitre II, il existe alors a(t,u) et 6(t,u) éléments 

de m ) tels que : 

cptt,u) = ^ ' C t + att,u),u + 8Ct,u)). 

Si K a été choisi assez grand le discriminant A' de f est non 

nul. L'équation cp'(t,u) = • a alors, pour t / 0, q racines réelles dis

tinctes, où q est indépendant de t. D'après la proposition 2 il existe q 

fonctions analytiques réelles distinctes v^(t), au voisinage de 0, telles 

que : v j ^ 0 ^ = 0 et cp'Ct,u) = 0 est équivalent à u = v^tt) pour un cer

tain i. 

Par le théorème des fonctions implicites, il existe q fonctions 

00 
y. Ct), de classe C , au voisinage de •, avec y.(O) = • et T y. deux à deux 1 1 1 

distincts, telles que u + 6tt,u) = v^Ct + a(t,u)) est équivalent à u = y^Ct). 

•n a alors p = q et les solutions de ^p(t,u) = 0 sont les fonc

tions y^(t). 

En effet : q> (t,u) = • <=> <f' Ct + aCt,u), u + B(t,u)) = • 

<=> u + 6(t,u) = v ^ t + a(t,u)) pour un 

certain i e [l ,q] 

<»-> 3 ± e , u = y . Ct). 

1 
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II - COURBES FORMELLES ET IDEAUX. 

1 - Ellipticité d'une série formelle sur un connexe contenant une suite 

donnée. 

Dans ce paragraphe, si x = (x^, . . . , x n ) , on note x' l'élément 

( x n i . . . i X n) de IRn 1 identifiée à l'élément (x. j...«x , ,0) de fR n. 
1 n-1 1 n-1 

Proposition 1. 

Soient f 6 ï (x P) une suite de points de (R n telle que 

x P ¥ • pour tout p et lim x p = On suppose f elliptique sur (J { x p } . 

p-*» peIN 

4Zors existe : 

a) i/n fermé F de IRn., contenant une sous-suite de la suite x P

3 tel 

que F - {•} soit connexe et que f soit elliptique sur F. 
n 0 0 

b) Une fonction Ç(t) = (Ç.Ct )L . , d'ans fR , de classe C 
i 1 < i_< n 

paire et nulle en telle que Ç(t)€ F pow^ t voisin de 0 e t gue ç = T Ç 

s a i t n^n nuZ. 

Démonstration. On raisonne par récurrence sur n. 

Pour n = 1 le résultat est évident. Nous passons de n-1 à n en 

utilisant le lemme 3 du chapitre I . 

Soit Cx^,...,x ] un système de coordolnnées tel que f soit ré

gulier en x^, c'est-à-dire f(0,...,0.x ) ¥ •, et tel que pour une sous-

suite convenable (x P) _-, de la suite (x P) on ait x' P ¥ • pour tout 

p€.IN^ p ̂ iN 

p£(N^. Par le théorème de préparation formel ( £f| ) il existe un polynôme 

distingué Pfx';x î, de degré m, ne différant de f que par un facteur in

versible. On peut supposer que f, et donc P, n'a pas de facteur multiple. 

Le discriminant A de P est donc non nul. 
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Par le lemme 3 du chapitre I dont on reprend les notations, on 

détermine une suite (y P) -, , y P £ B , telle que A soit elliptique sur 

P c- IIM ^ p 

{y ' P } . L'hypothèse de récurrence, appliquée à A et à (y' P) m, , 

implique qu'il existe dans IRn identifié à l'hyperplan d'équation 

x = • de fR n, un fermé F' avec F' - {0} connexe, contenant une sous-suite 
n 

(y' P) -, de la suite (y' P) , et une fonction Ç'Ct) = U . ( t ) J , 
J p e ( N 2 P ^ ^ i 

C —i n—1 0 0 

l,n-lj, de fR dans fR , de classe C , paire, nulle et non plate en •, 

telle que Ç'(t)£ F' pour t assez petit. 

Soit % ( x ' ; x ) un polynôme distingué à coefficients dans (?0R n 

n 

tel que T ̂  = P. Si ô est le discriminant de % , on a T 6 = A. Puisque 6 

est elliptique sur F', l'équation % C x';x n), n'a, pour x'€ F' - {•}, que 

des racines simples, et le nombre de ces racines qui sont réelles est un 

entier l indépendant de x' (£ = • s'il n'y a pas de racines réelles]. 

Soient r^Cx') < r^ix* ) < ••• < r £ ^ x > ^ c e B r a c i n e s réelles, et 

p(x'),...,p _ 0(x') les racines complexes. On pose r Q Cx') = - °°, 
JL m— Je 

r £ + 1 C x ' ) = + - , 

Pour 0 <̂  i _< £ on pose Â ^ = {x = [x p ,x n] ; x' G F' - {•}, 

r.(x') < x < r. n(x'}}. Il existe K e ro,if| et une sous-suite (y P) 
i n 1+1 P € l N 3 

de la suite (y P)p € fj\j > "tels que : V P 6 ^ * YP € \ -

Nous allons terminer la démonstration de la proposition 4 dans 

l'hypothèse k ¥ 0 et k ¥ JL. Ces deux cas se traiteraient de manière ana

logue. D'après le lemme 5, les racines du polynôme distingué ^ vérifient : 

1 

1 

iPjtx'Ji < H 1 i i x
, i r 
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q ù est une constante positive. 

Cette inégalité montre en particulier que les racines r^(x') et 

pj Cx•D sont bornées quand x* est voisin de zéro. 

Il en résulte, puisque 6 est le produit des carrés des différences 

des racines de % , qu'il existe une constante > 0 et un voisinage Q'^ 

de 0 dans (Rn ^ tels que : 

1_ 

V x ' e ^ H F ' V t i 1 , i 2 î V C J r J 2 ) |r. (x'I-r. Cx']| > K ^ C x ' l l 2 

1 12) 

|p. (x')-p. tx' î | >_ K |ô( x ' ) | 2 

J l J 2 

D'après 1'ellipticité de 6 sur F', il existe alors > 0 et un voisinage 

tels que : 

a 

Vx'6 ^ O F ' V C i r i 2 ) \/CJ 1,J 2) 1^ Cx')-r. (x')| > ||x'|| 

(3) 

|p. (x')-p (x'î| > ||x'|| 1 

J l J 2 

Par le théorème des accroissements finis, il existe H2 > • tel 

que : 

Vx Vy i T C x ) - X (y)| 1 H2| |x - y| | 1 4 ) 

L'ellipticité de )6 sur [j { y p } entraîne qu'il existe a > 0 et p 0 

P 6 I N 3 

tels que : 

V P e l N 3 , p^p 0 | Y (yp]| i HyPlT 2
 (5) 
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On déduit de (4] et (5) : 

\/i e [I.jQ. V p e i N 3 , p > P o : 

l l y , p i r 2 l W^W*2 ± ITcy pî| • l^y p) - T c y ^ c y ' P » ! 

(6) 

- H 2 ' y n " r i C y ' P ) l 

Pour tout nombre réel a, tout x'e. F' et toute racine PjCx') on a : 

|a - p Cx» ] | > \ I p j C x ' î - P j ( x ' ) | . 

, a. 

Donc, d'après (3) : V x ' € O ^ O F ' , V j 6 [î,nHf| , | a - Pj (x ' J | >_ ±| | x ' | | 1 . 

Puisque, pour tout x ' e F' et tout x €{R, on a 
n 

% m-X, 
X C x ' . x ) - n (x - r.Cx'n n (x - p . ( x ' î ) , on obtient : 

n i = 1 n i j = 1 n j 

m-£ 

V x ' € filAF' , V x e l R l l C C x ' . x )| > CMin | x - r , ( x ' ) | ) C ^ l l x ' l l î C7) 
z n n — ^ n I 1 1 • 

Choisissons maintenant un nombre 8 > Sup(a^,a 2), et soit 

. . ..f i l , . , , a i 
ïi'3 = {x'e a9

2 , | | x ' | | D <-5 | | x ' 11 } . 

C'est un voisinage de Q dans 1RR 1. On définit un fermé F dans IRn par : 

f, = { • } U (x = tx',x ) ; x ' e n; n cf' - {on, 
1 n 3 

||x'|| 6 < InfCx - r. ( x ' ] , r. . ( x 1 ) - x ]}. 
1 1 1 1 — n k K+l n 

C'est un fermé connexe d'après (3). Nous allons voir que P, et 

donc f, est elliptique sur F , et que y P6 F^ pour peflMg assez grand : 
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Lb premier résultat provient de (7) et de (1) car : 

o il -, a (m-JU 
\/x = ( x , , x n ) ^ F r | % ( x ) | > (| |x' | \ ) ! I x * I I 

1 

et | x j < Min(|r k ( x ' ] | , | r k + 1 C x ' ] | ) ± H 1 1 |x ' | | m . 

Le second provient de (6), puisque 8 > a^-

•n définit maintenant F par F = F- U ( U B K II est immédiat 

que F - {•} est connexe et vérifie le a) de la proposition 4. 

Montrons qu'on a aussi le b] : par hypothèse de récurrence, il 

existe une fonction V de (R • [Rn non plate en D, paire et telle que 

£'Ct) e F' pour t assez petit. 

Considérons l'équation % ( Ç ' ( t ) , x ) = 0. Le discriminant de 
n 

X t r C t h x ) est ôCÇ'Ctn . D'après 1 'ellipticité de 6 sur F', et puisque 

Ç ' ( t ) ^ F ' et est non plate en 0, la fonction 6(£'(t)î est non plate en 0. 

Il en résulte que T ^ CÇ'( t ) ,x ), de discriminant T SCÇ'Ct)), est sans 
n 

m! 

facteur multiple. En remplaçant t par t on peut supposer satisfaites 

les conditions de la proposition 4 du chapitre I. Il résulte alors de 
00 

cette proposition qu'il existe deux fonctions de classe C , y(t) et v(t), 

telles que : r U'(t)î = yCt) et r ^ U ' C t î ) = v(t]. 

Prenons A, 0 < A < 1, et définissons Çtt) = CÇ'tt], A y(t) + (1-A) vCt)). 

Pour un tel Ç on a : 
minCÇ (t) - rAVit)), r . - t Ç ' C t n - Ç (t)) = min [A, 1-A) (vCtî - yCtî) 

n k i\ +1 n 

11 ,, ai 

_> ||c'(t))|| minCA. 1-X) d'après (3). 

Donc pour; t assez petit, £(t) S F j C F . D'autre part T Ç / 0. 
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2 - Variétés formelles et courbes formelles. 

Nous reprenons les notations du chapitre I, paragraphes 1 et 3. 

Pour tout idéal I de on désigne par rCI) l'ensemble des homomorphismes 

unitaires de fR-algèbre y de danslP[[t]] tels que y t l ) = On peut 

considérer les éléments de r(I) comme les "courbes" tracées sur ^ITCI). 

Théorème 1, 

Soit I un idéal de $ n tel que I = ^ C i ^ t m . 

Alors I = O K e r Y • 
Y€r(I) 

Démonstration. On peut supposer que I est premier. 

En effet on a : I = 0-«- ^ p r où les p ^ sont les idéaux premiers des 

composantes irréductibles de ̂ [ 1 ] (propriété 9, chapitre I, 5 3) . 

Supposons le théorème démontré pour les idéaux premiers et soit f € Ç\ Ker y. 
y e rci) 

Alors f € C\ Ker y, pour tout i, et donc f € f\ p . . 

Y ^ r t p ) i 1 

Supposons donc I = p , idéal premier de hauteur k, et soit 

Cx^^.-.fX^] un système de coordonnées satisfaisant aux conditions de la 

proposition 1 chapitre I. Soit f ̂  p , Nous allons construire un homomor-

phisme yeT[p) tel que y(f) ¥ G. 

D'après la proposition 1, chapitre I, dont on reprend les nota

tions avec le changement de y, en x,, il existe f'elR 
LL?̂  k +l'*"*' ̂ n ' 

f ' ¥ et g e 3? , tels que f g - f' € p . 

Puisque f'^ p et A ̂  p , A f ^ p . L'idéal p> étant l'idéal 

d'une variété formelle, il existe X, dont le germe appartient à ̂ ' ( p U , et 

p. 
sur lequel A f n'est pas nul. Par suite, il existe dans X une suite [x J p C ( N , 

x P ¥ Oj pour tout p, convergeant vers •, telle que A f' soit elliptique 

sur U ( x P } . 
pe(N 
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Si x = C x . , , . . . , x ) on note x* = ( x , - , . . . , x ). Puisque P ( x . ; x ' ) 
1 n k+1 n i 

est nul sur \J { x P } on déduit du lemme 6, chapitre I, qu'il existe un 
pelN 

00 

polynôme distingué en x ^ , C p ( x ^ ; x ' ) , de classe C , qui s'annule en les 

points d'une sous-suite Cx PD^^.^ et tel que T ̂  = P. 

•n applique alors la proposition 1, dans (Rn \ à A ( x ' ) f ( x ' ) et 

à la suite ^ x' P^p €j|\j ^ X' P ^ 0 d'après le lemme 5 chapitre I ) . Il existe 

donc un fermé F dans IRn \ paramétré par ( x , _ , . . . , x ), avec F - {•} con-
k+1 n 

nexe, qui contient une sous-suite ( x ' P ) ^ m, de la suite ( x ' P ) m i et 
penN^ p6fi\l^ 

tel que A f , et a fortiori A et f', soient elliptiques sur F. On sait 

n—k °° 
aussi qu'il existe Ç'(t) = (Ç.Ct)), .^.^ , de fR dans IR , de classe C , M i k+l_<i<n 

non plate et nulle en 0, telle que £ ' ( t ) £ F pour t assez petit. Puisque 

le discriminant de cp , dont la série de Taylor en 0 est A, est elliptique 

sur F et que l'équation c p f x ^ j x ' ^ = 0 a des racines réelles pour peflM^j 

l'équation c p C x ^ j x ' ) = 0 a des racines réelles pour tout x'e F - {0} assez 

voisin de zéro. 

En particulier, l'équation (Jf ix^iV it)) = G a des solutions réel-

r! 

les pour t assez petit, et, en remplaçant si nécessaire t par t , 

r = degré de q> , on peut supposer que l'équation Gp Cx^jÇ 1(t)) = 0 satisfait 

aux hypothèses de la proposition 4, chapitre I. D'après cette proposition 

si on pose ç' = T V > il existe ç [t] e IR[[t]] tel que P C ç ^ t ) iV (t) ] = 0. 

Par la proposition 3 du chapitre I on sait alors qu'il existe 

un homomorphisme ye T C p ) ] tel que y C x ^ = ^ et y t x j = ç± pour k+1 i £ n. 

Puisque Ç ' ( t ) 6 F et que A f ' est elliptique sur F, y ' (A f ' ] ^ 0, donc 

y C f ' ) = y ' Cf ' ) ¥ 0. Puisque f g - f ' e p i et que y e r(|3 ) on a donc 

y ( f g) / 0 et y C f ) ¥ 0. Ceci termine la démonstration du théorème 1. 



-21-

Corollaire 1. 

Pour tout idéal I de & , on a 

D'après le théorème 1 il suffit de démontrer que r(I) = 

Soient pour cela y e r CI D et f € ^ ( ^ ( D ) . Soient d'autre part ç tel que 

y = ç*" et Ç tel que T Ç = ç. Si X = Im le germe de X à l'origine appar

tient ài^(I). Il en résulte immédiatement que y(f) = 0, ce qui montre que 

r(I) C r[^rtHl)î). L'autre inclusion est évidente. 

On note 0 1'homomorphisme associé à ç = 0. Avec cette notation 

on a : 

Corollaire 2. 

Un idéal est elliptique si et seulement si Vil) = {0}. 

En effet, on a vu, au paragraphe 3 , chapitre I, que I est ellip

tique si et seulement si ^(l^CIÎ) = n et il suffit d'appliquer le corol

laire 1. 
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III - COURBE FORMELLE APPROCHANT UNE SUITE DONNEE. 

Dans tout ce chapitre on appellera système de coordonnées adapté 

à un idéal premier de 3? , de hauteur K, un système de n formes linéai

res de 3* satisfaisant aux conditions de la proposition 1 chapitre I. 

n 

On conservera toujours les notations de cette proposition (au changement 

de y^ en x^ près). En particulier P, A, P^, désigneront toujours les 

mêmes éléments. 

Si f^ f 1 i _< s, sont des éléments de 3* (resp. $ ((R n)), on 

note (f ,...,f ) l'idéal engendré dans $ (resp. $ (|Rn ) ] par les f.. 

l s n i 
Pour tout idéal I de ^ resp. ($(IR n)) et tout entier K, 

n 
on note J.(I) l'idéal engendré dans (resp. $ Q R n ) ) par I et tous 

K n 
D(f. , f ] 

1 1 k 
les jacobiens —f r où f. ,...,f. e I. 

D(x ,...,x ) i i 
J l J k 

De même pour tout idéal I de (resp. JR n ) ] et tout entier k 

on note g^CI) l'idéal engendré par les éléments h tels qu'il existe 

g 1 , . . . , g K dans I avec h i c ( g ^ •. . , g K ) . 

Dans tout ce chapitre, si x = (x^,...,x n) 6 (R
n, on note x' l'élé

ment (x, _,...,x ) de ÎRn \ identifié à l'élément (0,..,0,x, n,...,x ] d e f R n . 

k+1 n k+1 n 

1 - Choix d'un système de coordonnées et déformation d'une suite de points. 

Lemme 1. 

Soient I un idéal de 3^, 1 £ i <_ k, gy 1 <_ j <_ k, des 

éléments de I et he 3* . On suppose que h i c (f ,...,f 3 et que h et 
n 1 K 

• C g x g k ) 

— c r sont elliptiques sur un fermé X dont le germe en • appartient 
1 k 
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D(f ,...,f ) 
à t ^ t l ] . Alors r est elliptique sur X . 

D l x i V 
D(hg 1 hg ) 

Démonstration. Il suffit de calculer le jacobien • . . 
UlX.iitiiiiX, J 

1 K 

En dérivant d'abord les produits h g.̂  on obtient : 

D ( h g i h g k ]

 h k
 D C g i g k 3 _ 

D ( x i V D C * i V 

En utilisant le fait que h g. e(f,,...,f, ) on trouve un élément h, € ^ 

i i K i n 
•Chg ,...,hg 3 Dtf , . . . , f k ) 

tel que : —r r - h. 777 r ê l [2] 
D(x-, ,x.3 1 DCx. , . , x . 3 

1 k 1 k 

DChg , . « h g ^ î 
De Cl) on déduit que —( r est elliptique sur X et 

D l xi J V 
DCf f k ) 

de (2) on déduit que 777- — r l'est aussi. 

ULX-̂ j • • • jXĵ J 
Lemme 2. 

Soient pd un idéal premier de hauteur k de % et X = (J { x p } 
p efN 

une suite dféléments non nuls de IR , convergeant vers 0 et dont le germe 

à l1 origine appartient à t^Cpi ) - ^ C J ^ C p* ) ). 

Il existe alors une sous-suite X 1 de X, un système de coordonnées 

.. - ,x 3 adapté à pJ 3 h e 3 ^ et f ̂ e p 3 1 _< i _< k3 tels que : 

D t f j * J 
a] h et -=-7 r scient elliptiques sur X . 

U l X- * • • • j X. J 1 
1 K 

b) h pJ C Cf 1,...,f K) 

On peut supposer en outre que la projection x' de tout point x e x ^ 

sur la variété définie par x^ = 0^ 1 j< i _< k j est différente de 0. 
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Démonst ration. On sait (TOUGERON Qf] ) que J ( pl) Co ipj. Il ré

sulte donc de l'hypothèse qu'il existe h e a R C p5 ] et X ^ 0 0 X ^ ^ X , 

tels que h soit elliptique sur X^. Puisque h est somme d'éléments trans

portant f& dans un idéal engendré par K éléments de , on peut supposer, 

en diminuant X^, qu'il existe "^'•••'"f^ d a n s tels que h p c (f ̂ , .. . ,f ̂ ) . 

De l'hypothèse résulte aussi qu'il existe g^,...,g^ dans p , i , . . . , 1 ^ 

dans Ll,nJ et 0 ̂  X ^ X ^ tels que ^ r - -y soit elliptique sur X 2 « 

X i i \ 

w 1 y 

D'après le lemme 1, —f — R est alors elliptique sur X„. 
h \ 

Soient cp^ 1 <_ i _< K, des éléments de (f C|Rn) tels que T Cf = 

On peut, en modifiant l'ordre des trouver X^> 0 <j X^czy,^, tels que 

D t ^ i <? kJ 0{CO cf ) 

Dix, x J ( X ) = S U P DCx .x. ) ( X ] P°"r tout xêX 3 . 
1 K f . . . i_ i, 

[ i , . ., i j 1 K 
1 K 

Soit alors Cy^#.- - * y R 3 un système de formes linéaires indépen

dantes : n . 

x. = 21 a. y. , a. efR . 
1 j-i 1 J 

PC<f ! ^ — D(cf» 1,... >cp R)
 D ( X i 1

X i k

3 

^ " i ^ . . ^ ^ . . . . . x ^ ï D t y i .y,) ' 

Si on a choisi a^ = 1 pour tout i, on peut trouver e tel que 

pour e tout repère y défini par des coefficients a| satisfaisant à 

j D C c p - , , . . - ^ ) 

la^l < z pour i ¥ j, le jacobien r ••• R soit elliptique sur X . 

l K 
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Comme l'ensemble des systèmes de coordonnées adaptés à pjl est 

partout dense dans l'espace des repères, on peut, dans le voisinage d'ordre 

e du repère (x.,...,x ) défini ci-dessus, trouver un repère (y.,,...,y ) adap-
1 n Jl Jn K 

té à pj satisfaisant aux conditions a] et b) du lemme 2. 

La dernière assertion de ce lemme est évidente. 

Lemme 3. 

Soit X = (J {x p} une suite de points de IRn - {0}, convergeant 
p€/l\l 

vers Dj telle que x'P = Cx p x p) ¥ 0 pour tout p. Soient d1autre 
K+1 n 

part des éléments de , 1 _< i <_ k 3 et un élément f ' non nul de 

D ( f 1 ,f K) 
f R [ [ x ^ + 1 , . . . ' x j ] • On suppose que -g^ —y est elliptique sur X e t 

1 k 

<7ue Ze germe de X en 0 appartient à V ( f 1, •.. ,f ;4Z.0rs il existe une 

sous-suite X., = U {x P} de X telle que3 pour tout p > 0, on ait la 

propriété suivante : 

Il existe une suite y p e B ( x P , | | x P | | P avec y ' p t D3 telle que 

f s s t t elliptique sur \J {y' p} e t çue (J {y p} e T^Cf ,.... , f . ) . 

peIN p€(N 

Démonstration. Par le lemme 4 du chapitre I, on prend une sous-

suite (x P) m i de la suite donnée, et des fonctions cP. 6 S (fRn ), telles 

p € fN^ ' i 

que T cp = f± et c p i(x
P) = 0 pour tout pêflN^. 

Nous allons utiliser le lemme des fonctions implicites 

CT0UGER0N - HERRIEN [5] chapitre 2) dont on garde les notations, en pre

nant pour application 0 : 

0(x.,...,x ) = ( <̂> (x],..., cf (x) ,x. ., -. . ,x ). 
1 n '1 1 k k+1 n 

D ( © 1 0 ) DCcf ) 
Avec les notations de ce lemme on a : 6 = — r = —, r . 

D(x.,.... ,x ] D x,, ,x, ) 
1 n 1 k 



-26-

D'après l'hypothèse il existe donc a tel que, pour pefN^ assez 

grand, 

| cS CxPD| >. | | x P | | a (1) 

Posons a = x P , a' = x ' P identifié à (•,...,•,xP _ , . . . , x P ) . 
K+1 n 

D'après le lemme cité il existe des constantes positives, C et C", 

telles que, pour tout p <_ |ô(a)| , 0 induise une bijection de 
a 

W = 9 - 1 ( B )H B(a, C p ] sur B = BCo (a) , C"|ô ta)| p ]. 
a a a a a 

Pour tout p > 0 donné, il existe a > 0, indépendant de a, et 

p <_ | 6 (a] | tels que : 

C M|ô(a)| p 1 | | a'| | a et C p <_ I I al | p (2) 
a a 

En effet, si 6(0) = 0, on prend pour p^ une puissance convenable de |ô(a)| 

et on utilise l'inégalité (1). Si 6(0) / 0 on prend pour p une puissance 
a 

de | | a| | . 

Puisque cp^(a) = 0, 0(a) = a' et, d'après (2), pour tout 

y' = ( y K + 1 " - " y n ) £ B(a',| | a'| | a ) c B ( a ' , C " | ô ( a ) | p a ) , il existe 

y = ( y 1 , . - - , y k , y ' ) e B ( a , C p a ) o B ( a , | | a | | p ) tel que ^ ( y ) = 0. 

D'après le lemme 2, chapitre I, f , qui est non nul, ne peut 

n n, , 0 

être nul sur [J B(x' ,||x' || ), et donc il existe flMcfN , et pour 
peflM 1 1 

tout p€(|\| un élément y ' P e B(x' P, | | x' P| | ) tels que f soit elliptique 

sur \J { y ' P } . 
p e ( N 2 

Il existe alors y P g B(x P, | | x P| | P ), pefti^ tel que tfAy^) = 0 

et se projetant en y ' P sur le sous-espace défini par x^ = 0, 1 <_ i k. 

Les fonctions cp étant nulles aux points y p , pefl\l2, les éléments f^ sont 

nuls sur U { y P } . 
P e I N 2 
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2 - Ensemble de zéros pour A elliptique. 

Lemme 4. 

Soient cj un idéal premier* de hauteur K* de * et (x . ..., x ) 
' n 1 n 

un système de coordonnées adapté à p . Soient cp(x^;x') (resp. cp^(x^*x'), 

2 _< i _< k) des polynômes distingués à coefficients dans ((Rn ̂ ) tels que 

Tcf = P (resp. T ^ = P ^ , « e ^ GR n"" K) tel que T 6 = A, et Y (x jx" ), 

2 _< i _< k, ctes polynômes en x^ tels que T Y = GJ . Soient encore un fermé 

F f c i P n ^ identifié au sous-espace de /Rn défini par x^ = 0, 1 <_ i j< k, et 

C e c£ c i R n n ~ K . 

On suppose que F' - {•} est connexe* que A est elliptique sur 

F' 3 Ç'CO] = 0, T Ç' ^ • et gué Ç ' ( t ) e F ' pour t assez petit. On note 

a)^(x' ]j 1 j< £ Sj fes racines réelles du polynôme cpCx^jx') quand 

x'€ F' - {•}. 

Si s > D on pose : 

V-fo (x s ),x' ] ¥.(u> Cx' ),x' ) 
F £ = {0} U (x = C u ^ I x ' ) , ^ 6 C x l ) , g ( ? < t ] , x ' L x ' e F' - {•}}. 

4 fors a) Il existe p > 0 et C > Q tels que* pour tout x c F^ - (o), 

M M i i i , P 

I I x| I Ji c l I x f I I i F £ w n fermé* F^ - {0} est connexe* et le germe de 

F^ en 0 appartient à l^C p 3. 

b) Peto» tout &e[l,s] j existe Ç e CfR))n ay££ 

C Ç k + l ' " " " ? n 3 = Ç C 0 } = 0 j Ç C t : i 6 F £ p 0 U r t a s s e z P e t i t e t tTÇ)* e r ( p ) . 

Démonstration. On montre facilement (voir par exemple NARASHINAN [3] 

pour le cas analogue des idéaux de fonctions analytiques) que dans l'anneau 

I R [ X x k + l ' • • • ' x j ] * 2 ± i £ on a l'identité : 

A P± = 0 Mod (P, A x^ - CL) (on rappelle que 

r^ = degré P^). 
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Il en résulte que 5 (x 1] u?±(x±)X') est égal, moduloCcp, 6 x.̂  - >F ) 
s. 

1 j 
à une fonction E a. . (x ;x') x., où a . est un polynôme en x plat 

j=q '3 1 1 i 'J 1 

à l'origine. Donc, si x ' € F ' - {•} : 

r, V.Co) pCx');x')
 S i Y (a) Cx'bx') J 

6 3tx'l CP.C 1 * „ jx 1) = E a. . (w 0(x')ix*) C * „ ) 

Puisque ca^(x') est racine du polynôme distingué cpCx^jx'), il 

existe, d'après le lemme 5 chapitre I, deux nombres p^ > 0 et > 0 tels 
p 

que |u)£(x' ]| C 1 | |x' | |
 1 Cl) . 

Puisque V. et a. . sont polynomiaux en x , que ACx') est ellip-
i i * j i 

tique sur F', et que a. . est plat à l'origine, la quantité 

1

 S i V Cu Cx'ljx") J 

X C x' ] =T6i7nrrï . z

= 0

 a i j
 [ V x ' b x , ) ( 1

 6Cx') 3 

tend vers 0 plus vite que toute puissance de ||x'||, quand x'érF' - {0}. 

Y. (u> Cx' );x' ) 

On a cf i C 6 (x 1 ) ; X ' 3 = ^ x ' ^ ' e t ^ C x ^ x ' ) est un polynôme dis

tingué. En utilisant de nouveau le lemme 5 du chapitre I on voit qu'il 

y.Cw Cx');x') p 
existe P 2 > 0 et C 2 > 0 tels que : Tîx7! 1 C 2 | | x ' | | [2J . 

t i i i m i i p 

L'existence de p > 0 et C > 0 tels que ||x|| ^ C||x'|| pour x ^ F ^ résulte 

de Cl) et (2). 

Il est alors évident que F^ est fermé et F^ - {0} connexe. 

D'autre part le germe en 0 de F appartient à 

l^fP* A x 2 - Q 2 , A - Q^}. D'après la proposition 1 du chapitre I, 

A m p l C : ( P , A x

2 ~ Q 2 , A x^ " 01̂  3 - Puisque A est elliptique sur F ', 

et donc sur F^ d' après | | x| | <̂  C | | x' | | P , il en résulte bien que le germe 

en 0 de F^ appartient à ^ ( ^ 1 ) . 
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Montrons maintenant le b ) . Le polynôme est de degré r, donc, 

r! 

en remplaçant t par t , on peut supposer que les conditions de la pro

position 4 du chapitre I sont satisfaites- Il existe alors, d'après cette 

oo i 
proposition, s fonctions de classes C , (t), 1 l <_ s, telles que 

4" IK1 (t)iÇ' (t)) = •. Si on pose Ç ± (t) = fi( C t ] ] , 2 <_ i <_ K, 

£ co il n 
on déduit du a) que £ est de classe C . L'application Ç de fR dans (R 

£ £ il 
définie par Ç (t) = [Ç^(t),...,Ct),Ç'(t)) satisfait alors au b) du lemme. 

L e m m e 5 . 

On reprend les hypothèses du lemme 4. Soit3 de plus3 une suite 

tx P) , aveo lim x P = • et x' Pe F' - {•}, telle que (j {x p} € ^(pJJ. 
p p r * » p cfN 

Alors a] Vêlement cf> du lemme 4 peut être choisi de manière que 

cp(x P) = 0 pour une sous-suite ^x^^^^ de la suite donnée. 

b) s > 0 et il existe H [ l , s ] tel que d(x P,F^) tende vers 0 

plus vite que toute puissance de | |x P| | 3 quand peflM tend vers l'infini. 

Démonstration. Le a] résulte du lemme 6 du chapitre I, puisque P £ f 4 

est nul sur {J { x P } . On en déduit que s est positif. Du même lemme, 
peIN 

appliqué aux polynômes P. nuls sur {J {x } on déduit qu'il existe a > 0 
1 peiN 

tel que pour p£fl\l^ assez grand : 

l|xP|| 1 I | x ' P | | a Cl] 

Si maintenant on choisit lc[l,s\ et une sous-suite (x P) 

tels que 03^(x'P) = x P pour peflM^, et si on pose 

n V a) 0Cx'
P),x' P) .̂ to30 Cx'

P);x' P) 
y l V x J ' ô(x'P) ' ' ôCx'Pî ' J' 

alors y P £ F^ et : 



-30-

K (a). ( x ' p b x ' p ; 
dCx P,F,) < | | x P - y P | | ^ S x P - - ^ (2). 

36 1 = 2 1 ô(x' P) 

• r A x - Q.,£p* est nul sur (J { x P } . Puisque A est ellipti-
1 p€!N 

que sur (J {x' } on voit donc que x p - tend vers D 
pefN 1 ô(x' P) 

plus vite que toute puissance de ||x' P||. Des inégalités Cl) et (2) on 

déduit alors que d ( x P , F^) tend vers 0 plus vite que toute puissance de 

||x P|| quand peIN tend vers l'infini. 

3 - Le théorème principal. 

Soit I un idéal de , f e n idéal maximal de et 
n — n 

X e ^ ( I ) - W ( f ) . Puisque f £ ^ ( V C I J ) il résulte du corollaire 1 du 

théorème 1 chapitre II qu'il existe y e r ( I ) - r(f). Le théorème suivant 

précise ce résultat en déterminant une "courbe" y "proche" de X. 

Théorème 1. 

Soient I un idéal de *$. , f e 7 et XG - W ( f ) . Il existe 
n n 

alors Ç € GR) ) n un fermé FciR n

 3 aitetf F - {0} connexe3 et une suite 

Cx P) de points de (F - { 0 } ) O X convergeant vers 0 3 téZs que : 

a) f e s t elliptique sur F 

b) ÇCt) 6 F pc?ur t assez petit 

c) T ^ / 0 et (T Ç ) * € TCI). 

Démonstration. Nous procédons en quatre étapes : 
1°) On peut supposer que I est l'idéal premier, de hauteur K, d'une 

variété irréductible, X = (J {x P} ^l^tJ (I)), et que f C jn est elliptique 
pefN K 

sur X. 

En effet, on peut tout d'abord supposer que I = ^ [1^(1 )) et 

que f est elliptique sur X. Nous montrons ensuite, par récurrence sur la 
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cohauteur de l'idéal I, qu'il existe X^, 0 ^X^X, et p idéal premier de 

hauteur K d'une variété irréductible, p z? I et X 1 e ) - V ( J C{d)). 

Soit, pour cela, la décomposition de I en les idéaux premiers 

des composantes irréductibles de ^ ( 1 ] (chapitre I paragraphe 3 ) : 

I = p i 1 0 . . . O p p-

Alors X = X } U - . . U X r o ù X . € V ^ p ^ î . Il existe un indice i 0 

tel que X± ^ {•}, car X ^> {•}. Posons ht C pJ ± ) = k G. 

Deux cas peuvent se présenter : 

a) X. £ V'CJ. ( )]. Ceci se produit en particulier si coht 1 = 1 car 

l o K0 lo 
dans ce cas J, (ti, ) 3 p , est un idéal de définition de et donc 

k 0

 r i 0 * \ i 0

 u n 
de variété réduite à {•}. 

Dans ce cas on prend f3 = . 

b) X. e °l^(J , ( p . )). Alors, puisque c o h t d . ( p . )) < coht p . < coht I, 

on applique l'hypothèse de récurrence à J. ( p . ) et X. . 

On supposera dans la suite de la démonstration que I = p=* , 

ht p = k, p idéal premier, f elliptique sur X = \J { x ^ et X J. C )]. 
pe/N 

2°) Il existe un système de coordonnées adapté à p , (x^,..-,x^), 

une sous-suite (x P 3 m. de X et un nombre P tels que : 
p€|lM1 

i) f est elliptique sur (J B ( x P , | | x P | | ) 
p€BM 1 

ii) il existe une suite y P e B ( x P , | | x P | | J telle que 

Y = (J { y P } e t ^ ( p h y' P ¥ 0, et que A f soit elliptique sur \J { y ' P } , 
peflN^ p ellM 

où f désigne un élément non nul de IR[[x^+^, ... '
x

n ] ] appartenant à l'idéal 

engendré par p et f (élément qui existe d'après la proposition 1 chapitre I ) . 



-32-

En effet, on applique le lemme 2 pour trouver un système de coor

données adapté à p et des éléments h € ? n , f^e p} tels que h ̂ c ( f ̂ , . . . ,f ) 

D [ f r ...,f ) 

et que h et —, r soient elliptiques sur une première sous-suite 
D U 1 J " ' , X K J 

de X. D'après le lemme 1 chapitre I il existe p > 0 telle que f et h 
p 

soient elliptiques sur \J B ( x P , 2||x P|| ). On applique alors le lemme 3 
p€(N 

avec ce nombre p, cette suite et en remplaçant f par A f . 

On obtient ainsi une seconde sous-suite X£ et une suite 

Y = (y P) «v, > qui vérifient les propriétés i) et ii), car il reste seule-
pClN^ 

ment à vérifier que Y € ^ ( p i ] . Or ceci résulte de h C (f , . . . ,f ) et de 

ce que h est elliptique sur Y. 

n— K 
3°) D'après la proposition 1 chapitre II, appliquée dans IR à A f 

et à la suite (y' P) -, , il existe un fermé F'clR n ^ tel que F' - {•} soit 
pelN 1 

connexe, y ' P e F' pour p ̂IIM C IN et que A f soit elliptique sur F'. 

Nous appliquons maintenant les lemmes 4 et 5 à la suite C y P D ̂  ̂  ^ 

avec les notations de ces lemmes, on peut trouver cp et fN ĉflM^* tels que 

cp(y P) = • pour peINg, et &g[ i ,s] tels que d(y P,F^] décroisse plus vite que 

toute puissance de | | y P | | . 

Alors f est elliptique sur F^ : sinon il existerait un fermé 

Z C F^, Z ^ {0}, avec Z € 19"(f ). Il en résulterait, puisque Z p), que 

Z e 1^(f']. Or, d'après le a) du lemme 4, ceci impliquerait que Z', projec

tion de Z sur (Rn \ identifié à la variété des zéros de x^, i € Qu •{] * ap

partiendrait à 12"(f). Or ceci est impossible puisque Z'o F' et que f est 

elliptique sur F'. 
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D' après le lemme 5, B ( x P , 2| |x P| | P )fl F^ / 0 pour p GlNg. 

Il en résulte que, en posant F = F U ( (J B [ x P , 2 | | x P | | P ) ) , on définit 
P6IT^3 

un fermé, tel que F - {•} soit connexe et sur lequel f est elliptique. 

Cela démontre le a). 

4°) En utilisant toujours la proposition 1 chapitre II, on peut sup

poser que le fermé F' du 3 e contient l'image d'une fonction Ç ' e ClR))n \ 

telle que T Ç' / 0. Alors, d'après le c) du lemme 4, il existe Ç 6 (<§ (fR))n 

tel que T ? / 0, Im Ç c F ^ et CT £) e H pi). Ceci termine la démonstration 

du théorème puisque F ^ c : F. 
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IV - APPLICATIONS GEOMETRIQUES. 

Soient <J un idéal de type fini de et K un entier positif, 

•n a défini au chapitre III les idéaux J ^ C ^ ) et £j ̂  • 

Nous considérons la situation suivante : il existe dans 

J. ( 3 ) H a ) un élément elliptique. Cela implique que, si I = T $ » 

J^tl) O e s t un idéal elliptique. Dans cette situation nous voulons 

étudier le germe à l'origine de l'ensemble V des zéros de l'idéal îj . 

1 - Un lemme algébrique. 

Si I est un idéal de et K un entier positif on désigne par 

0^(1) l'idéal engendré par I et tous les déterminants : 

3 x . 3 x . 

h V i 

OÙ f.,,,.,f. € I. 
• . 1 K 

i ! k _ j\_ 
3 x . S x . 

X. X . 

I 

On a O ^ D c J^(I) et l'inclusion est stricte en général. Mais 

"géométriquement" ces idéaux sont égaux : 

Proposition 1. 

Soit I un idéal propre de $ et K un entier positif. 

Alors : si 3^1) * $ n , tflJ (I)) = ^ ( c y i î î 

si J. CI) = j CID est elliptique. k n K 
En particulier, si J, CI) = ou est elliptique, 0, Cl) est elliptique. 

K n K 
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Démonstration. Dans le cas où J. (I) ^ ^ il suffit, d'après le co-—— —— ————— K n 

rollaire 1 du théorème 1, chapitre II, de montrer que r(0 ( I ) ) c r ( J (I)). 

K K 
Dans le cas où J.(I) = 3* , d'après le corollaire 2 du même théorème, 

K n 

il suffit de montrer que r ( 0 R ( D ) = {0}. 

Dans les 2 cas, soit y = ç*" un homomorphisme annulant 0^(1). 

On suppose y ^ r C J ^ C D ) - Nous allons voir que cela implique ç = 0. Dans 

le premier cas on aura donc une contradiction et rCO^CD) <z rCJ^CID D • Dans 

le second on aura bien r(O^CD) = {0} puisque n'est annulé par aucun 

homomorphisme y. 

Posons À = JR[[t]] et désignons par D^ 1 i <_ K, l'élément 

3f. 9f. 
i-r^ C c C t ) ] ] du module libre A n . L'hypothèse -—^ (ç(tî) i 0 

j l<J<n 9 x j l<i<k 
l<j_<k 

implique que les éléments D^ f^, 1 ̂ < i < k, sont indépendants. 

Puisque y annule 0^CID tous les déterminants d'ordre K+1 extraits 

de la matrice : 

/ 9 f i 9 f i 

3 f . 3 f i 

\ t c ( t n W; / 

^ ÇjCt) ç n C t ) / 

sont nuls, ce qui signifie que les éléments D f,, ..., D f , ç sont liés 

ç j. ç n 
dans A n . Il existe donc X^(t), 0 _< i <_ K, dans A tels que 

k 
A 0(t) ç(t) + E À.[t) • f. = 0 et X 0[t] t 0 il) 

i=l 1 Ç 1 
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Mais, puisque y 6 r(I), f i Cç C t ) ] = 0 pour i e C 1 » ^ » d ' ° û P a r dérivation : 

n 9f dç 
V i e [ l , k ] z _ i ( ç ( t J ) _ _ i = q t 2, 

k 3f 
De (1) on déduit : jc[l,n] À 0Ct) ç.(t) + E X (t) (ç(t)) = 0. 

1=1 1 d x j 

d ? 1 r n 
En multipliant cette égalité par — ^ et en sommant sur j € L U n J 

les égalités ainsi obtenues on a : 

n dç k n 3f dç 
X 0tt) E ç,tt) -rj + Z A. Ct) Z -r-i Cçftn — £ - •. 

J-l J d t i-1 1 J-l- 9 X J d t 

n dç 
D'après (2) on a donc : X 0 Ct] E ç.Ct) = 0. 

j-l J d t 

Puisque X 0(t] ¥ 0 et que A est intègre on a : 

n dç n 

J-l J d t 2 d t J-l J 

n 2 

Donc £ ç. doit être réduit à son terme constant, et donc 

J-l J 

ç = 0 puisque ç € j n n . 

2 - Connexité de V. 

Nous reprenons les hypothèses énoncées au début de ce chapitre. 

On voit alors que, pour x € V - {0} assez voisin de l'origine, l'ensemble 

00 

V est, au voisinage de x, une variété de classe C , de codimension K, 

définie par l'annulation de k éléments cp de ̂  . 

De plus, pour toute suite f x P^ p €[|\|
 d e points de V convergeant 

vers 0, il existe une sous-suite (x P) et des éléments Hf € $ ( I R n ) , 
p elN^ 

CÇ ± € ^ , 1 < i _< k,, tels que * ̂  cz (Cf ̂  . -., Cf k) et que Y et 
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./ . [777 r) soient elliptiques sur (J {x P} 
1 2 k * i. i. ' p€l1\L 

1 k 1 

(la démonstration est celle du lemme 1 chapitre III). 

Nous supposons dans la suite de ce chapitre que • € V. 

Proposition 2. 

Avec les hypothèses précédentes* il existe un voisinage fi de 

l'origine tel que* pour tout x g (V -{•}) O fi, l'espace normal à M en x* 

N x J ne contienne pas le vecteur Ox, 

Démonstration. Si on n'avait pas cette propriété, on pourrait trou

ver une suite de points x P € V - {0}, convergeant vers •, telle que, pour 

tout p, 0 x P e N . Dans ce cas, pour tous c p ^ , . . . , ^ ^ de 3 , tous les 

déterminants d'ordre k+1 extraits de la matrice — t— 
3x n dx 

1 n 
• a 
. . 
• a 

8x n 3x 
1 n 

x. x 
1 n 

sont nuls en x P . Si I = T 3 , il en résulte que tout f e O^CID est nul 

sur (J {x P} = X, c'est-à-dire que X 6 1^(0^(1) ). D'après la proposition 1, 

il en résulte que J. (I) ¥ r et que Y, Bu (J. (I)), ce qui contredit le 

k n i\ 
fait que e s"t elliptique. 

Pour e > 0, on désigne par B^ (resp. S £) l'ensemble des x tels 

que | | x| | _< e (resp. ||x|| = e) . 

Proposition 3. 

Si e est assez petit* V 0 B^ est connexe et (V - {0})O B^ n'a 

qu'un nombre fini de composantes connexes. 
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Démonstration. Prenons un £ tel que B satisfasse aux conditions de 
£ 

la proposition 2. Montrons d'abord que tout x s V O B ^ appartient à la com

posante connexe de • dans V A B^. Sinon il existerait dans la composante 

connexe C de x dans V O B un point y, tel que ||y|| soit minimum et / 0 

X £ 
(parce que C est compact). En ce point y, V est une variété régulière de 

x 

codimension K, dont l'espace tangent en y n'est pas orthogonal à Oy. Ceci 

montre qu'il existe dans C , donc dans C , un point z tel que ||z|| < ||y||, 
y x 

d'où contradiction. De la même manière, si S est une sphère de centre 0 

et de rayon non nul contenue dans Çl, on montre que, pour tout xe(V - {0})f)3^, 

il existe y e S O V tel que x et y soient dans la même composante connexe 

de (V - { 0 } ) O B £ . La transversalité de V à S entraîne que V H S est une 

sous-variété régulière de codimension K de S. Il en résulte que V O S, qui 

est compact, n'a qu'un nombre fini de composantes connexes, ce qui montre 

la deuxième partie de la proposition. 

Posons K = V O S . En utilisant la transversalité de V à S , pour 

£ assez petit, on montre : 

Proposition 4. 

Pour £ assez petit* il existe un homéomorphisme 0 de B^ sur elle-

même* tel que 0(0) =0 et qui transforme le cône de sommet 0 construit sur 

f\ en V O B £ . De plus 0 est un difféomorphisme sur B^ - {0}. 

La démonstration faite par MILNOR {[2] chapitre 2) dans le cas 

algébrique s'applique sans modification au cas que nous étudions. 

3 - Séparation des composantes connexes. 

Soit £ > 0 tel que (V - { 0 } ) O B ^ n'ait qu'un nombre fini de com

posantes connexes, et soient et deux telles composantes. On voit 

immédiatement que C] = {0} et on a : 



- 3 9 -

Proposition 5. 

Les adhérences et de deux composantes connexes distinctes 

de (V - ( O l l O B ^ sont régulièrement séparées. 

Pour la définition de la régulière séparation, voir B. NALGRANGE 

M -

Démonstration. Nous raisonnons par l'absurde. Si ces deux fermés 

n'étaient pas régulièrement séparés, on pourrait trouver une suite x P de 

points de et une suite y P de points de telles que d ( x P , V 2 ) = | | x P - y P | | 

M p i i 

x I | . 

On peut supposer qu'il existe Cf\ e ^ > 1 < i < k, et ¥ € $ Û R n ) 

DtCf .....Cf ) 2 
avec * y c C C f 1 , . . . , C p k ] et tels que V et £ ^ ) 

soient elliptiques sur (J {x p} et \J { y P } . 

pefN pe(N 

On peut aussi supposer, par un changement de coordonnées, que 

la direction de l'espace normal N à V en x P * engendré par les vecteurs 
x P 

3 f . 
D V.Cx'"3) = h— (x P ) 3 tend vers la direction du sous-espace E 

J l^j^n 

défini par x. . = . . . = x =0. 
K k+1 n 

Il en résulte alors que, pour (i^,...,i^) ¥ (l,2,...,k) le rapport 

-=j7 r Cx ) / —( T ^X J tend vers 0 quand p tend vers 

U l X . , . a . , X . J / U L X - , . a a a . , X . J 

h \ / 1 

D(q> ,...,Cf ) 
l'infini. En particulier ~, r est elliptique sur |J { x H } . 

U U 1 " x k J pefN 
Soit 0 l'application de |R n dans |R n définie par : 

Q ( x l V = ( ^ 1 ( X ] < f * M - V l X n K 
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D(0 1,...,0 n) • ( C f 1 Cf k] 
Alors ô(x) = —r R = 7T7 R et il existe un nom-

DCx,, .. .,x J Dix., ,x. j 
1 n 1 K 

i D i i i D i i a 

bre a > D tel que, pour p j> p 0 , 16 Cx )| >_ ||x || 

•n applique le lemme des fonctions implicites (TOUGERON - MERRIEN 

[5] chapitre 2). Avec les notations de ce lemme, on choisit P n de manière 
x^ 

que V ne s'annule pas sur B ( x P , C p n) et que 

| | x P - y P | | < infCC p D , C"|ôCx P)|p D ) . 
- x H xP 

D'après le lemme cité, 0 induit un difféomorphisme de 

0 " 1 C B C 0 ( x p ) , C" | 6 CxPD | P n ) O B ( x p , C p D î sur B(0 (x P ), C" | 6 (x P) | p D) . 

X P x H x H 

Pour tout x € l R n désignons par x' = (•,...0, x f c + ] / • • • ' x

n ̂
 l a projection 

de x sur le sous-espace F défini par x^ = x^ = ••• = x^ = 0. 

Alors pour tout y ' e F O B C x ' P , C" 1ô (x P) | P p) il existe y unique 

appartenant à B C x P , C p ^ p ] se projetant sur F en y' et tel queCf^Cy) = 0, 

1 _< i _< K. Quand y' décrit B(x ' P, C" | 6 (x P) | p^p) 0 F, l'ensemble de ces points 

y décrit un ensemble connexe, contenu dans puisque ¥ $ c C y .. .,) 

et que Hf ne s'annule pas sur B ( x P , C p . 

En particulier, il existe z p € V 1 O B ( x P , C P^ p) se projetant 

sur F en y' P, car | | x ' P - y ' P | | < | | x P - y P | | < C" | 6 Cx PD| P x P . 

Ceci est en contradiction avec le fait que y P € B C x P , C p n ) , 
xP 

que cp (y p) = 0 et que y p se projette en y ' P sur F. 

4 - L'angle de l'espace tangent T et du vecteur Dx tend vers 0. 

Dans ce paragraphe nous étudions l'angle formé par l'espace 

tangent à V, T ; en un point x de V - {0} et le vecteur Dx. 

Nous rappelons d'abord quelques notions d'algèbre extérieure : 

Soit E un espace euclidien de dimension n. On prolonge de manière usuelle 
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le produit scalaire ( , ) sur E à AE. Par cette identification de AE et 

de AE*", on peut définir sur E le produit intérieur droit, L, qui est tel 

que : (z L z', z") = Cz, z' A z") pour tous z, z' et z" de AE. 

Soient z^,...,z^ des éléments indépendants de E, et x c E, non nul. 

K 
•n a : (z. A . . . A z, ) L x = £ (-1) Cz.,x] z n A . . . A z. A . . . A z, . 

1 K . n i l i R 

1 = 1 

Si on désigne par N le sous-espace engendré par les vecteurs z^, 

par y(x,N) Cresp. tf(x,N)) le cosinus (resp. le sinus) de l'angle de x et 

de N on a : 

| | (z A. . .A z.)L x| | | | z - A.. . A z A x | | 

| | z1 A. . .A z K | j J | x | J | I z 1 A . . . A z k | j J ] x f | 

Proposition B. 

] contient un élément elliptique* l'angle de Ox 

et de l'espace tangent en x à V tend vers 0 quand x g V - {•) tend vers 0. 

Démonstration- Supposons que cette propriété ne soit pas vraie. Il 

existerait alors une suite (x P) de points de V - (û) convergeant vers 0, 
2 

et un nombre a > 0 tels que o (x,T ) ̂  a. 
x 1 

Par hypothèse, on peut supposer qu'il existe K fonctions C(p^ ap

partenant à et y e g C(Rn ) telles que ^ c t C f j , . . . , Cp k) et que ¥ et 

) ~, r soient elliptiques sur (J { x P } . 

**i r -, 

Notons DCf^(x) le vecteur de c o m p o s a n t e s - ^ - (x), j e L 1 ' nJ • 
j 

On a : 
- , _ ||CDCf (x P) A...A DCf Cx P)) L x P|| 2 

y^(x P,N J = a Cx P,T J ± - = * > a . 
x P x P ||DCf (x p) Ai. .A D C f ( x p ] | | 2 ||x|| 2 " 
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Posons cf (x) = | | (D Cf^x) A . . . A D cf> kCx]) L x| | 2 

ï(x) = ||D cf (X) A . . . A • k C x D | |
2 | | x | | 2 

cp et V appartiennent à ) et Y est elliptique sur U { x P } . 

Soit 6, • < 6 < a : 

Cf (x P) - 8 Y(x P) > Ca-8J * [ x P ) . 

Si on pose f = T(cp - 6 V) , I = T Û , X = U { x P } , on a donc : 

X e l ^ t l ) - t v ( f ) . D'après le théorème 1 du chapitre III, il existe F c f R n , 

avec F - {0} connexe, et Ç € ( (TR) ) n , tels que x P e F pour une sous-suite 

( x P ) p 6 f ^ de la suite t x ^ p ^ ' 3 u e f soit elliptique sur F, que ÇCt)fîF 

pour t assez petit, que T Ç ¥ 0 et (T Ç )* € r(I). Puisque la fonction 

<f - B V est positive en tout point x P et elliptique sur F, elle est po

sitive en tout point de F - {0}. 

En particulier ^ j > 6 . Cela signifie que : 

2 

Y (Ç(t), N(t)) > 8 où NCtD désigne le sous-espace engendré par 

les vecteurs D cf CÇCt)). 

Nous allons voir que cela conduit à une contradiction. 

Pour cela nous utilisons la remarque suivante : 

Soit Ç e i g OR ) ) n , ÇCO) = 0 et T Ç / 0. Alors l'angle des vec

teurs Ç(t) et Ç'(t) = tend vers 0 quand t tend vers 0. 

ï (qctjçjit) - Ç j ( t î q ( t ) j 2 

En effet a 2(Ç ( t) ,Ç ' Ct ) ) = ̂  = -
( l (t)) ( Z V. it)) 

i 1 i 1 
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Or, si on pose = T Ç^, et si q est la plus petite des valua-

tions des ç Ct]» on remarque que le dénominateur de cette fraction est un 

infiniment petit d'ordre 4q - 2 par rapport à t, alors que le numérateur 

est d'ordre strictement supérieur à 4q - 2. 

Puisque CT Ç )*V r CI D et T cf±e I, les fonctions cp (Ç(t)) sont 

n acp± 

plates en • et aussi les fonctions E - — CÇCt)) Ç'Ct). 

j-i x J J 

Il en résulte que : 

| | (DCf 1(Ç(t)] A . . . A DCf CÇ(tï J] L Vit)\\ 

YCÇ'(t),N(t)] | | D Cf 1(ç(tD) A . . . A D(f (€(t])| | | \V (t)| | 

tend vers 0 quand t tend vers •. 

Donc : y 2 [ Ç C t ) , NCt)) > 6 > 0 

lim o(ç(t), V Ct)) = 0 
t->-0 

lim yW (t), NCt)) = • 

et on obtient une contradiction. 
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