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SUR LES EQUATIONS PARABOLIQUES DEGENEREES 

par 

B. HELPFER 

INTRODUCTION, 

On se proposa de démontrer par une mithede de construction de 

Parametrix des résultats d'hypoellîpticité pour des opérateurs du type 

parabolique. On utilise certaines techniques utilisées par F. Trêves [f]~, 

T. Matsuzawa Y. Kannai (jfj, et Y. Kato QTj et en généralise des 

résultats de Qfj et de [4] . 

I. ENONCE PU THSQR&IE ET APPLICATIONS, 

Soit fi un ouvert relativement compact de fRn ton peut toujours se 

ramener à ce cas quand on étudie 1'hypoellipticite au voisinage d'un pointj, 

I un intervalle ouvert de IR (qu'on supposera dans la suite, égal à]-1,+ljj, 

on considère l'opérateur défini dans fi x I, par : 

(1 ) L = -—• -• a ix.t. •• V a.Cx,t, ~ ~ - ) : 
c*t *.m 1 OX . ^ J 1 SX 

où aj(x,t,Ç) (j«o, ..a,2m) eft un polync
rne homogène en Ç £ fRn, d'ordre j s 

CO "» -

coefficients dans C CO x I). 

Cn fait les hypothèses suivants : 

H 1 (cf. JjBj ). Il existe T q dans I, K dans IN ( IN» entiers positifs ou nuls) 

et une constante C telles que : Pour tout t dans I et tout t' dans I apparte

nant à l'intervalle,, joignant t à T , pour tout x dans R et tout Ç dans îRn, 

on a : t 

(2) Re f a 0 tx,s,Ç) ds > C |t-f j k* 1 jçj^rn 

4- » 
U 

H 2 II existe ries confiantes % et T réelles positives et des constantes 

C . . telles que : 
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Pour tout t dans I, tout x dans il, tout Ç dans lRn tel que on a : 

act+B M 1-C|a|+j)e -C|6|+j)t 

3 x 0 9 ç a - ct.B.j 2m 

pour (a,8) dansfNn x (Nn vérifiant 

|o|+ |0| + j > 0 

(|a|*j)6 + (|B|*J)T < 1 

H 3 8 et T doivent vérifier 

14) | 2 f (T + e) < 1 

Théorème 1. Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3), l'opérateur L défini par 

(1) est hypoelliptique dans fi x I. 

Donnons trois applications de ce théorème : 

Exemple 1. On considère dans fi x I (fi ouvert defR) l'opérateur 

2 
L * Jt + a ( x ' t 3 ^2 + b ( x ' t ] + c ( x ' t î 

3x 

et on fait les hypothèses suivantes : 

(5) Re a(x,t) V o dans fi x I 

(6) Pour tout x dans fi, la fonction t — > Re a(x,t) a seulement des 

zéros d'ordre pair inférieur ou égal à 2i dans l'intervalle I. 

(7) Pour tout (x,t) dans fi x I |lm a(x,t)[ £ C Re a(x,t) 

(8) Il existe e > 0, tel que |B| + |lm C-g|) | < C (Re a) 2 " 7 1 

Alors, L est hypoelliptique dans fi x I. 

Démonstration : Des hypothèses (5) et (6), on déduit que H1 est vérifiée avec 

T « -1 et K-2A. On déduit en outre que : o 
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(9) |Re c|j)f <• C CRs a ) ^ 

(7), (8), et (9) impliquent que (H2) est vérifiée avec 

e - o, x - 1 + -L - e 

(H3) est alors vérifiée. 

Ce théorème est une très légère amélioration de celui de QQ. 

Exemple 2 : On considère l'opérateur 

2 
L - j£ + t a(x,t) — - + b(x,t) ~ + c(x,t) 

3x 
et on fait les hypothèses suivantes : 

(5)1 - (5) (6)' = (6) (7)' « (7) 

a 1/ 
(8)' |b| + |lm (t ~ ~ ) | < C |t Re a| 2 

Alors, L est hypoelliptique dans Q x I. 

Démonstration : Utilisant les remarques faites dans la démonstration du 

corollaire 1, on vérifie que les hypothèses du théorème 1 sont satisfaites 

avec : . 
9 = 0 x = ~ , T = 0 , k » 21 + 1 

2 __o 

Exemple 3 : Donnons deux exemples pour des opérateurs d'ordre plus élevé : 

4 
3 2 4 3 — + (t + x ) — - T est hypoelliptique dans x I 

3x 
4 

3 2 3 tandis que — + (t+x) — j ne l'est pas. 
9 t 3x 4 

Avant de démontrer le théorème, nous ferons trois remarques : 

Remarque 1. Soit \ l'opérateur transposé de L. Alors : 

2m 

PCt.x.Dx.Dt) . A - ± * a 2 m Cx.t, 1 •£) * Z b Cx.t, 11) 

et les b (i-0,...,2m} vérifient (H2) (on a posé b 0 = a 0 ) j 2m 2m 
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Remarque 2. Soit L le transformé de L par le difféomorphisme (x,t) — > (x,~t). 

Alors -L vérifie les hypothèses (H1), (H2) et CH3). 

Remarque 3, De la remarque 2, on déduit que l'on peut, quitte à restreindre 

fl et I, se ramener au cas T a - 1 ou T o »0 , si l'on veut montrer 11hypoellipti-

cité de L au voisinage du point (x,o) (x éiî). Nous traiterons dans la suite 

le cas T 3 0. 
o 

II. DEMONSTRATION DU THEOREME DANS LE CAS T » 0. o 

Elle se fera en plusieurs étapes. 

1ère étape-
S 3 B S O S B C S S 

Proposition 1, (cf. [2], [4]). Soit M » j- + p( x,t, jj^* où p(x,t,Ç) est un 

polynôme en £ à coefficients dans C*(fl x ] - 1,+l[), un opérateur possédant la 

propriété suivante : 

Si u eSVtfl x ]-i,i[), Muec°°(fi x]-i,ip uecMn x [0 ,1 Q n c 0 0 ^ x]-i , oJ ) 
Alors, MU £ C°°[Q x ] - 1 , 1 [) = > U £C°°(a x ] - 1 , 1 [) 

On va montrer que U(+0,x) » U(-0,x) 

Soit U la distribution définie par 

< Û,<f > = ( J j + J J 3 U(t,x) f [t.x) dt dx 
o r - 1 r 

pour f e $ ( B x ] - 1 , l [ ) 

Or 
Posons v « u - u 

Pour tout compact K dans il existe N(K), tel que 

N 
(10) v(x,t) = E v.(x) ^ô!; 3 pour x dans K 

J-o:

 J 
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Par ailleurs : 

(11) M U = M U • 6 (g) (U(+0,x) - U(-0,x)) 

On déduit de (10) et (11) que Cx 3 = 0 pour j=Q,...,N et donc que 

U(+0,x) - U(-0,x)o 

On démontre de proche en proche que les dérivées par rapport à t 

et x se recollent pour t « 0. 

En vertu de la remarque 2 et de la proposition 1, il suffira de 

montrer dans notre cas que la propriété suivante est vérifiée : 

p 1 | u fcgvcn x LU € c°°(ft x]-i,i[j = = > uec°[Q x (çuÇ) 

La 1ère étape nous a permis de montrer que sous les hypothèses du 

théorème, la propriété P 1 entraîne que L est hypoelliptique. 

2ème étape : 

as s s s = s s s =: 

On montre maintenant comment la propriété P 1 se déduit de la 

construction d'une suite de Parametrix pour le transposé de L. 
t a 2 m 1 3 Considérons : P = - L = — + £ b_ . (x,t, t - - = - - ) dt . ^m-j 1 9x 

Posons : U = {Çl x flÇ x ]-1,1 Qx [0,1 [) 

W = U - {(x,y,t,f) € U, (x,t) « (y,t)} 

£ « {(t,f) £ I x [0,1 [ , t'< t} 

On considère la propriété suivante pour l'opérateur P ; 

P 2 On peut construire deux suites de distributions sur U, Kj(x,y,t,t') 

et Fj(x,y,t,t') telles que 

F (x,y,t,f) - 0 
(12) J V j > 0 (x,y,t,f) € U , t < t' 

K.(x,y,t,t') = 0 
j 
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(13) P C E K.(x,y,t,f )) » <$(x-y, t-f) + F (x.y.t.f) pour p « 0.1... 
x , t j-o J v 

(140 K. € C°°(W) 
J 

(15) Pour fCy . f ) £ C " ( m" x ]0.1 [) 
o y J u 

< k. , f > . , e c°°c]-i.i[ x fi) 

(16) Pour *(x.t) € c"(]-1,1 [ x fl) 

< K,(x.y.t.f], i[»(x,t) > fcCw((p,lCx fi) 
J X , L 

(17) V N > 0 , 3 M tel que 

(x,y,t,t') 6 CN(U) pour y >_ M 

On démontre assez facilement la proposition suivante, cf. [6] , [4]. 

Proposition 2. Si l'opérateur -*L vérifie la propriété P2, alors L vérifie 

la propriété P1. 

3ème étape : Construction formelle des suites K. et F 
aasacsesea J J 

Les Kj et F^ seront des noyaux-distributions associés à des opéra

teurs du type suivant 

[Kv] (x,t) « | J e 1 < X ' 5 >K(x,Ç,t,t') v[Ç,t') dÇ dt' 

0 ^ pour v e C M O x ] 0 , 1 (J et (x,t)é Q x H 

Le noyau associé à K est alors défini par : 

KCx,y,t,t') ••. 1 f e 1 < x~ y' Ç >K(x,Ç,t,t') dÇ 
(2ir)^ ^ n 

Rappelons qu'on cherche une parametrix à droite de l'opérateur 

P » -*L. On cherche donc K tel que P[Kv] » v. 

Par un calcul formel, nous avons : 
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P Kv «= J e 1 < х Д > Ш Л Л Л ) vU.t) dÇ 

+ [ [ e
i < x' Ç >fA +

 2 E m b , ( x , t , ~ + Ç)l(KCx,Ç,t.f ) 
n fRn L j=0 J J

 A 

I K v ( Ç , f И dÇ d f 
de sorte qu'on doit résoudre : 

j, 2m . « 
Ijç + Z bj(x,t,j~ + Ç)] K(x,Ç,t,t') =» 0 dans fi x(R^ x E 

(18) K(x,Ç,t,f) t = t, = 1 t > 0 

K(x,Ç,t,t') » 0 pour t < t' ; t' > 0 (x,Ç)efixïR" 

On va trouver К de manière approchée en procédant ainsi ; on 
résoud d'abord : 

Ц К = + b„ (x,t,Ç)3 К (x.Ç.t.f) = 0 dans fi x (R" x E 
1 о 3t о ç 

(19) K o(x,Ç,t,t') t t i t l = 1 t > 0 

К (x,Ç,t,f) = 0 pour t < t', (x,Ç) é fi x rR" 
0 Ç 

On pose : 
2m , Э а b„ . 

L . E s . 1 ^ D a 
2 j-o « a l U " 

o<JCT| + j<?m 

et on résoud par récurrence 

" к K.^ = -L„ K.. dans fi x IR" x E 
1 J +1 2 j Ç 

(20) K j + 1 ( x , £ , t , f ) t = t , = 0 t > 0 

К. Л х , С , ^ Ч = 0 peur t' > t, t' > 0 j+1 — 

On vérifie alors formellement que 
+ t 

P[(KQ+ +... + KJv] (x,t) = v(x,t) + J | e 1 < X ' 5 > L 2 K. v(Ç,t'l dÇ dt ' 
о fR n 

On pose F C x , Ç , t , t » ) - L 2 K.. (x,Ç,t,t* ) dans Q x (Rç x J-1,l[x [5,1 Q [F j ] 

l'opérateur associé et on note F.(x,y,t,t') le noyau-distribution associé à 
3 

l'opérateur. 
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On a ainsi construit formellement les suites et ; il reste à montrer 

que la propriété P2 est vérifiée. 

4ème étape : Estimations sur les symboles K.(x,£,t,t'), F.(x,Ç,t,t') 
SBDcaasses J 3 

Les expressions e* < X '̂̂  > K . (x,Ç,t,t') d£ 

f e i < X - y ' Ç > F . C x , Ç , t , f ) dÇ 

doivent être considérées comme des intégrales oscillantes [l], de sorte que 

les propriétés de régularité que nous devrons vérifier se déduiront de ma

jorations sur les symboles K.(x,£,t,t') et F,(x,Ç,t,t') dépendant des para-
3 3 

mètres t et t', et sur les dérivées' en (x,Ç,t,t'3 de ces symboles. 

Précisons d'abord quelques notations : 

(a) S™ An xlR1}) désigne la classe des symboles d'Hôrmander PF| 

d'ordre m, 

(b) S~°°tfi x JR") - f! S™ , 

(c) Si A est un domaine de R ~ ̂2 > o n désigne par e°(A,S™ AÇl xfR^)) 

l'ensemble de tous les K[x,Ç,t,t') tels que 
M 

K(x,Ç,t,t'î e S m . (Çl x !R"î et est continu par rapport à (t,t'j. 

(d) eP(A, S™ xiR^]) désigne l'ensemble des K(x,Ç,t,t'3 qui sont 

dans e°(A, S™ ^{Çl xlR^)) ainsi que leurs dérivées par rapport à 

t,t' jusqu'à l'ordre p. 

(e) eCA, S™ ) = H e P (A, S* J 
p' 6 p>0 p' 6 

On peut alors énoncer la proposition suivante :. 

Proposition 3, Il existe n > 0, tel que pour tout e > 0, on a : 
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J 5 p>0 P' 6 

pour j=0,1,... 

2m K 0 . 2m k T 
A V E C P . 1 - _ _ _ 6 . ______ 

(21] |Dj ., D P D« K ( 1 +| ç|j-«|B|-2mp+p|a|-e — > Q ( u n i f o r m é m e n t l o r s q u e 

pour 2m p < | ot j 

(22) |Dj D 3 D« K . (i + | ç | ) - 6 ^ i - 2 m P + p | « l + n J-e ~ > 0 1 t,tf x £ j |V>I — > 
t •* t' 

pour 0 p < j 

Des propriétés de K.(x,Ç,t,t•), on déduit des propriétés analogues 
3 

pour Fj(x,Ç,t,t'). On peut montrer que la proposition 3 implique que la pro

priété (P2) est vérifiée. Les propriétés (21) et (22) permettent de montrer 

que K.(x,y,t,tp) qui est nul pour t 1 > t, et défini par, (20) pour t' < t, 

est C°° pour t-t* lorsque x / y. 

Idée de la démonstration. 

K est donné par : o 

exp (- b (x,s,Ç)ds) dans fi x R p x Z 
K Q(x,Ç,t,f ) « J t' 

0 pour t' > t 

• .k+1 2m 
De l'hypothèse (M), on déduit que |K | <C e~ C i 1 |ç| et il 

est alors facile de vérifier que K (x,Ç,t,t') 6 e(E, S~°°(a x(R"}). 
o Ç 

3K 
Lorsque t <^ t', on a seulement | K Q | <^ 1 . On va estimer ̂ 7 pour 

montrer les techniques utilisées pour démontrer la proposition 3. 

3K rz 3 b 9 m -J Re b 9 m ds 
13 x 1 — j, ' S x 1 t 

t r t 1 _ T 2rr,T / R e b ? m

 d s 

<_C J |Re b 2 m | ds. jç| e t' t grâce à (H2) 
t' _ 9„_ t •/ Re bo m ds 

< C(t-t')T |ç| T (/ Re b 2 m ds) e t' grâce à Hôlder 
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< C (Ç 2 m(ff ) k + 1) K + 1 . U l " ^ K + 1 (f (Re b.) ds) a *' 

V 
2-KTT r"' 1 + Ï J T V R E B 2 M D S 

< C |ç| (J Re b 2 m ds) é z grâce à H1 
2 M T F + T 

<c|ç| k + 1 

Des calculs analogues pour les dérivées en x et £ permettent de 

k Y montrer que ô - 2mx -ĵpj- et que p 3 1-2m6-~pp a On obtient les majorations 

pourK. par récurrence sur j en utilisant l'expression K. +^ en fonction 
3 3 

de K.. 
J 

Notons que l'hypothèse CH3) n'est utilisée que pour démontrer que 

Fj(x,y,t,t') vérifie (17), elle correspond à l'hypothèse courante sur les 

symboles S™ . : 6 < p •' a, Ô 

Pour les autres propriétés, on utilise seulement 1 > 6 > 0 et 

p > o ° 

Il semble que l'hypotnèse (H3) est trop restrictive, car elle es 

exclut des opérateurs dont on sait qu'il sont hypoelliptiques, par exemple 

(cf. L. Hormander [o] ) : 

2 2 
L " Jt * C x + V + t)?' * ^ + t ) 2 ^ 

3x 3y 
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