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REGULARITE POUR UNE CLASSE DE PROBLEMES 

AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES VARIATIONNELS 

par 

P. BOLLEY - J. CAMUS 

Introduction 

On étudie la régularité de certains problèmes aux limites varition-

nels (Problème de Neumann et Problème de Dirichlet) associés aux formes intégro-

différentielles 

a(u,v) = / f(x) K 7 a û(x) D
au.D Bv dx 

je j<m 

où K et m sont deux entiers 0 et *f une fonction régulière équivalente à la 

distance au bord T de l'ouvert Q. 

Lorsque m = k = 1, on retrouve en particulier que l'opérateur 

A = l D 3 (a .(x) ^tx) D a) 
I l * CXp 

correspondant est un isomorphisme de sur ;0(ft) (cf. [ 2 ] ) , et on montre 

que, plus généralement ce résultat est encore valable lorsque m = k ̂  1. 

D'une manière générale, on montre que pour k >y m le Problème de 

Neumann est régulier (i.e. : possède la régularité attendue sur la solution en 

fonction de la régularité du second membre), et que le Problème de Dirichlet 

( * ) 
n'est pas régulier 

La méthode utilisée consiste à interpréter le Problème de Neumann 

comme un problème aux limites en "sortant" de l'ouvert Q. On peut alors utili

ser la méthode des quotients différentiels pour atteindre la régularité tangen-

tielle, ce qui permet de ramener la régularité normale à celle d'une équation 

différentielle scalaire. 

(*) Ce phénomène avait déjà été observé par M.M. Baouendi-Goulaouic pour l'opé-

rateur AA . 
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I - LES ESPACES DE SOBOLEV AVEC POIDS W™ ._(«) 

Dans ce chapitre, on rappelle quelques propriétés élémentaires des 

espaces de Sobolev avec poids w^/2^"'
 a* ? i n d e P r ^ c i s e r l a nature des problèmes 

aux limites variationnels envisagés au chapitre II. 

Pour K et m entier ̂  0, on désigne par l'espace de Sobolev 

avec poids : f . . 9 

W ^ W ) = {u€g>'(0) 1 J ; T/l D au eLllî), |a| ̂  m} 

n 00 n où Q est un ouvert borné de !R et où f est une fonction C de [R dans (R telle 

que : 

r n = {x £ fRP ; f(x) > 0}, 

< T = {x e «Rn ; f(x) = 0}, 

Grad f̂fx) 0, pour tout x e T. 

On munit l'espace de la norme canonique : c'est un espace de 

Hilbert. 

On désignera par W ™ ^ ^ ) l'adhérence de <8J(Q)^ dans W ™ ^ ^ - 0 n a 

alors les résultats suivants : 

Proposition 1.1. 

(i) W^ 2(Œ) C L
2(Q) si et seulement si K^< 2m 

(ii) L'espace §5 (ft ) est dense dans s* e t seulement si k ̂  2m-1 

(iii) L'espace 3>(n)^*^ est dense dans W^ffi) 

(iv) Pour K < 2m-1, on désigne par J le plus grand entier strictement 

inférieur à m - - ̂  Alors, l'application "trace" 

u I > y u = (y U , . . . , Y , U ) , 

o J 
où YjU désigne la trace sur T au sens usuel de la dérivée normale d'ordre j, 

00 

(*) On note a£(Œl l'espace des fonctions de classe C de dans (E à support 

compact dans iï, Q (fi) l'espace des restrictions à fi des fonctions de 

g>(!Rn), et 2)'(fi) l'espace des distributions sur fi. 
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00 J +1 

de <2>(ft) dans C (T) se prolonge en une application linéaire continue sur-

jective encore notée ufr—> yu de W.^,^) s u r n H J 2 2 (D. 

Démonstration : Les démonstrations sont classiques et peuvent être trouvées par 

exemple dans [4J, 

W ^ 2 ^ U ' a u n sous-espace 

de distributions sur |Rn. Pour cela, on introduit l'espace suivant : 

WK/2 t p ^ n ^ = C0™Plêtê de o&([Rn) pour la norme 

u . — > | U i m „ • ( . . ! i m k / 2
 o a " f 2 n V

/ 2 . 
Wk/2 y m 3 H - ™ L ^ 3 

M* étant supposée égale à -1 pour x assez grand (ce que l'on peut toujours 

supposer). Grâce aux inégalités de Hardy, on déduit facilement que, pour 

k ^ 2m, on a. : w™/2 LJ> c L 2 B R n ) et que cg)((R n} est dense dans w j ^ 2 ^0R n). 

Il en résulte que l'espace dual ( W ^ 2 ^((R
11)]' est un espace de distributions 

sur fRn. On a alors : 

Proposition 1.2. : Pour k >< 2m, l'espace dual Cwj^Cftf] ' s'identifie algébri

quement et topologiquement au sous-espace vpOR nO^ d e s distributions de 

| w ^ 2 v̂> CRn )] ' à support dans Q. 

Démonstration : Soit j l'application de ^ -0 ' ^ a n s 0^™/2 ^ ^ ^ 1 - définie 

par T — > j(T) où : 

j (T) : 4 > < T <j>| > m 

Cette application est linéaire continue. D'autre part, j est injective car 

<2>(îî) est dense dans VI™ Enfin, j est surjective car le lemme suivant 
K/Z 

montre qu'il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de w|^2(ft) 

dans wJJ/2 v p . P R n J -
 S o i t a l o r s U €. [ w ™ / 2 ^ Û R n Q i , on définit 

T 6 [W^/2(fi)] ' par : $ \ > < U,Pcj> >. 
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Montrons que j(T) <= U dans [ w £ / 2 ̂ (R nf| • : pour tout <j> € o£XlRn). on a : 

< j(T),<|> > = < T.<J>|fi > = < U,P <|>|a > . 

Or < U,P <Hn-<fr > - 0 puisque P <f>|̂  — 4> ^ W ™ ^ f(fR
n) et Supp P <fr|fi- <j> C IR

n-« 

et, par suite, j(T) • U. Il reste donc à établir le 

Lemme 1.1. : Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de 

w£/2(fl) dans Wjj^ ^ O R " ) . 

Démonstration : Soit P un prolongement de Babitch d'ordre m+1 j on a donc : 

P C C^(SRn) (on peut toujours se ramener au cas où P <fr est à support dans 

un voisinage compact de Œ). Ensuite, il suffit de vérifier que 

CX' c <!/2.T" R n'-

En effet, si U eC mGR n) et si (1 1 est une famille régularisante, on a évi-o e e>o 

demment : U - j * U € obf!Rn) et U converge vers U dans H m0R n) et donc aussi 
e e e 

dans W ^ / 2 ^ C f R n ) . 
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II - LES FORMES INTEGRO-DIFFERENTIELLES a tu.y) 

Pour K et m entiers > 0, on pose 

atu.v) = I f(x3 K I a Axj D au . D Bv dx , 
k | a U m a 6 

00 
où a 0(x) ^ C Kï). On s'intéresse à celles de ces formes a(u,v) qui sont coer-ap 

civas sur l'espace* Kih î- e' 1 à celles-polir lesquelles il existe, dès.cons

tantes C > 0 bt A 6 (R telles que : pour tout u £ W^ 2(ft), on ait : 

Re a{u,u3 ^ C. j| uj*2 - A jj uj|2 

l V 2 C O Î WK/2 C f i 3 

Une telle forme a(u,v3 sera dite fortement coercive si on peut prendre X s 0 

dans cetta inégalité, Avant d'expliciter les types de problèmes aux limites 

attachées à de toiles formes a(u,v}„ on énoncera des conditions nécessaires et 

suffisantes- de coercivité. 

11.1 « Ccercivité des fermes intégro-différentielles a(u,v) 

Le théorème suivant est dû à Pavec (résultat non publié) et à 

Boéro-Pavec f 2 j dans un cas particulier (cf. aussi [6]). 

Théorème 2.1. : Pour la foam a(u,vj soit coercive sur l'espace w^/2^-'' i i 

faut et il suffit eus : 

(A3 V x € a , V Ç K n - {Oh Re l a Ax) Ç a + S > 0 

(33 V x e f , V Ç ^ (Rn - {Q}, cotangent en x à F, la forme a (u,v) dé-
x 

finie par : 

. V s.aCx; iÇ+gi-ad «f(x)0.)
au.(Ç*grad <fCx)D ) 3v dt 

; c |a | = ) | 5|-m 

soit fortement ccerciv-? sur i'esnasa W m

/ 08"R 3. 

Démonstration ? La rié.re;^t^atic-i 3^1 calquée sur celle de j j j dans le cas où 

k-o. 
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Cependant, la condition (B) n'est pas très facile à expliciter dans 

le cas général. Toutefois, on a le résultat suivant : 

Proposition 2.1. : Pour que la forme a^(u,v) soit fortement coercive sur l'es

pace w^/2^+) i l suffit que la forme 
-+00 • 

a^(u,v) = J l aaQU) ( ç + ^ r a d ^(x)D t);V (Ç+grad fCxlD^v dt 

soit fortement coercive sur l'espace Hm(iR+). 

Et cette condition suffisante est aussi nécessaire pour m=k=1 

(cf. [3] J . 

Enfin, rappelons que dar.s {jQ , on donne des conditions nécessaires 

et suffisantes de coercivité pour de telles formes a^(u,v) sur l'espace H mûR +J. 

Remarque 2.13 : Il est facile de voir que les conditions (A) et (B) impliquent 

la condition (A') suivante : 

(A1) V x 6 ÏÏ , V Ç G fRn {•}, Re J ' aAx) Ç a + 6 > 0. 
| a H B | . m a 3 

II.2. Les prcblSmag ojx^irrits sjt?*:- iv^ciy h ùux formes intégro-différentielles 

a(u,v) 

Soit 3(u,v) = j 'f(x;k 7 a t.(x) D
au,D Bv dx 

une forme intégro-dif f^rentielis fortement coercive sur l'espace \*i^y^{Û). Line 

telle forme est alors coercive sur tout sous-espace de w ™ / 2 ^ ' e^ e n P a r ^ c u " 

°m 
lier sur l'espace W^^U"*). 

D'après le lernme ci3 Lax-Milgram, on en déduit : 

Problème I : V f e D \ / 2

C r J l 3 ! u € ̂ / 2

i Q ] t e l ^ u e : 

| a(u,v) - <f,v> 

1 V G 
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Problème II : V f £ [ w £ / 2 C 0 ) ] \ 3l u € wJJ| / 2CQ] tel que : 

f a(u,v) = <f,v> 

Par- analogie avec la théorie variationnelle classique pour les opé

rateurs elliptiques, on désignera le Problème I par Problème de Neumann et le 

Problème II par Problème de Dirichlet asso.ci.é à l'opérateur L = I 

D ( YCx) a a e(x) D
a). |B|^m 

Remarque 2.1. : Il résulte de la coercivité de la forme atu,v) que l'opérateur 

L est elliptique à l'intérieur de'Q. 

Evidemment,, les problèmes I et II s'interprètent comme des problèmes 

aux limites ; en particulier pour K < 2m-1, le problème II de Dirichlet est 

équivalent au problème aux limites II' suivant : 

Problème II' : V f • € [wj^ / 2 (Q )J ' , : î ! u e W ™ / 2 ( a ) tel que : 

f Lu = f dans <2>' ) 
J j K ,_1 
] yu = 0 dans n H m~?~ J 2 ( r j . 
v j=o 

L'interprétation du Problème I da Neumann est plus délicate et nécessite des 

théorèmes de traces et de formule de Green puisque pour K ̂  2m-1, n'est 

2 
pas dense dans lê  domaine maximal dans L [Q] de l'opérateur L c'est-à-dire 

2 2 

D(L;Q) = {u e L tfl-î ; Lu 6 L {Q, )} • Par ailleurs, pour k > 2m-1, on a 

m ^m 

^ k / 2 ^ ^ ^ k / 2 ^ ' e n r ^ s u ^ Q QUQ ^ e s Problèmes de Neumann et de Dirichlet 

correspondants sont identiques ; cependant, on peut montrer que pour k = 2m-1, 

on a bien un problème du type Neumann Ccf. [f[ pour k=m=1). 

On s'intéresse ici à la régularité de la solution u des problèmes I 

et II selon la régularité du second membre f ; on montrera que, sous certaines 

conditions simples sur f, le problème I de Neumann est régulier, alors que le 

problème II de Dirichlet ne l'est pas. 
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III - REGULARITE DES PROBLEMES AUX LIMITES VARIATIQNNELS 

Le résultat essentiel de ce chapitre est le résultat suivant : 

Théorème 3,1, : Pour k ̂  m et pour tout entier p o, l'opérateur L est un 

isomorphisme de W^ m + P(Q) sur HP(ft) f) H M i n ^ p ' k m^(ft). En particulier, l'opérais o 

teur L est un isomorphisme de 3) [Q) sur â(fi)0 H q (fi). 

En d'autres termes, le problème I de Neumann est régulier dès.que le 

second membre l'est (module certaines conditions de traces nulles sur le bord 

T). Il en résulte que le problème II de Dirichlet n'est pas régulier. 

Pour la démonstration du théorème 3.1., nous distinguerons deux cas 

selon que K > 2m ou que m ̂  k ̂  2m-1. 

III. 1. Démonstration du théorème 3.1. lorsque k 2m 

On va considérer les conditions H^pjfi) ; H^tp^) et H^tp;^) de £5 ] . 

Pour tout x € T, on est amené à considérer l'opérateur différentiel : 

L(x;t;D.Î = I (Ç+grad <P(x)DJB a Qix) t K (Ç+grad ^f(x)DJ a 

t ! I lo i <xp t |a|=j6|=m 

où Ç est un vecteur cotangent non nul en x à T. 

L'équation caractéristique cf>(x,p) associée s'écrit : 

4>(x;P) = i K [ l (grad f(x)f + 6 a fl(xfJ (m+p)(m+p-1) (m+p - k+ïj, 
|a|=|e|=m a e 

les racines sont donc -m, -m+1,...,-m+k-1. Ainsi, la condition Ĥ (p;fi) est 

1 
s tisfaite i.e. : <|>(x;p) = o n'a pas de racine p telle que Re p = -p-2m+k • ~ 

1 
et le nombre r^ de racine p de 4>(x;p) = o vérifiant Re p > -p-^m+k- — est égal 
à Tp = Min(m+p,k) et donc l'indice x p de L(x;t;Dt), opérant de W^

m + P(IR +) dans 

HP(fR ) est égal à x = m-r = -Min(p,k-m) ; par suite x ^ o si et seulement + p p p ̂  

si p=o. 

Par ailleurs, la forme même de l'opérateur L(x;t;DjJ montre que 

L W? m + P(IR ) C H P 0 R ) 0 H

M i n t P ' k " m î ( R ) , et par suite, il en résulte (grâce à 
k + + o + 
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la coercivité forte de la forme a^iu.vl sur W™^ 2GR +)) que k(x;tjD^) est un 

isomorphisme de w f m + p 0 R ) sur HP((R )f> h ^ ^ P ^ - " ^ ^ ^ c e q u i répond à la 

K + + o + 

condition h^[p;Q)-
De ces propriétés, on déduit que pour tout entier p ̂  o, on a : 

(3.1) V u e w f + P U » ; ||u|| ^ C . { | | LUI + «u|| }. 

K K 

Par ailleurs, de ce qui précède et de la forme (variationnelle) même de l'opé

rateur L, on déduit que si u £ wfm(fi) et si Lu <z HP(fi) H H M i n t p ' K~ m ) (fi ) alors 
k o 

u e W* m + P(fl). 

D'autre part, pour p=o, x q

 = 0 e t donc, d'après £5^ , L est un opé-

2m -2 
rateur à indice de W (fi) dans L (fi). La coercivité implique que L est injec-

K 

tif. Pour montrer la surjectivité, on raisonne par dualité, et on est" amené à 
2 * ̂ > _ p * 

montrer que si u € L (fi) vérifie L u = o dans 2) VffR ) alors u = o (L désigne 

2 
l'opérateur adjoint formel associé à L). Or ceci implique u C L (fi) et 
x 2 * 2 L u = o € L (fi), donc u € D(L ,fi) domaine maximal dans L (fi) de l'opérateur 

L* et puisque k > 2m, il résulte de [j2 que u 6 W^m(fi) ; la coercivité de L* 

implique alors u = o. 

Finalement, le théorème 3.1. est démontré pour p=o et pour p> o, cela 

résulte de 1'isomorphisme pour p=o et du résultat de régularité énoncé précé

demment. 

III.2. Démonstration du théorème 3,1. lorsque m < k < 2m 

La démonstration qui va suivre est en fait valable pour m ̂  k ̂  2m 

et permettrait ainsi de retrouver les résultats obtenus pour k >, 2m par une 

méthode totalement différente. 

On commence par remarquer que si k > m, le problème I de Neumann 

s'interprète de façon simple. Soit f £ E ^ / 2 ^ 0 ' e't u * a solution du 
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Problème I : 

a(u,v) = <f,v> 

J v v e w^ / 2(Q) 

k

 u € W K / 2 C Q ) 

Comme <£>(fi) est dense dans W™/0(fi), on a donc pour tout <j>€5MfR
n) et en dési-

gnant par F l'élément f considéré comme élément de [vi?/n VD (R nH ' : 
K/Z,Y afi 

j 4>K 2 1 a ô(x) D
au . D6cf>L dx = < F,J>. 

Jfi j a| 

j6|^m 

Or, puisque k ̂  m, on a : ^ Q a

u - cpk p a u pour |a| ̂  m, où ? désigne le 

prolongement par 0 hors de fi. Finalement, le problème I de Neumann est équi

valent au problème I' suivant : 

Problème I' : V F e [w™ ^GR n)li , 3! u e (fi) tel que : Lu = F dans3)'JR n). 
K / Z 9 J Q K / z 

En d'autres termes, l'application 

est un isomorphisme. 

Remarquons de plus, puisque K >, m, que si u 6 W^m+P(fi) avec p entier 
K 

> o, on a : Lu = Lu. 

Par ailleurs, il résulte de III.1 que l'on a encore les estimations 

a priori (3.1.), de sorte que L est un isomorphisme de W^m+P(fi) sur un sous-

espace fermé de HP(fi) D |-jMin(p,k m^(fi). Il reste à établir que l'image 

LW^m+P(fi) est dense dans HP(fi) (1 H M i n ( p' K~ m )(fi) et il suffit de l'établir pour 
K O 

p=o. Pour cela, soit f £ >̂(fi) et u la solution du problème I % on a donc 
(3.2.) L u = f dans £)' (!RP ). 

2m 

On va démontrer que u £ (fi) en utilisant la méthode des quotients 

différentiels pour la régularité tangentielle et en revenant à l'équation (3.2.) 

pour la régularité normale. 
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ère 
1 étape : Estimation a priori dans le demi-espace et régularité tangentielle 

Soit X Q c r et 0 un difféomorphisme d'un voisinage Çf de X q dans (R
n 

n —1 sur un voisinage de 0 dansîR avec 0 ( X q ) = o et tel que f o 0 (x'*t)=~ t, 

t € fR et x' E (Rn ̂  . L'opérateur L se transforme en un opérateur oê de la forme 

Sê v s ZL B n B (A a t
K D av). 

[a| 4 m 
( B U m 

La coercivité de la forme a(u,v) implique l'existence de deux cons

tantes p > o et c > o telles que pour tout v G W k/2^+^ a V G C Supp v C B(o,p), 

boule de centre • et de rayon p, on ait : 

(3.3.) ||v||m n < C f l^vll + « v | | o n 1 

Soit 4> e c2>((Rn), Supp (j) cB(o , p ) avec c(>(x) = 1 dans un voisinage de 0 ; de 

m % 1 
(3.3.) on déduit que pour tout u 6 ^ / 2 ^ ' e n P o s a n"k v = u o ® » o n a : 

* « H „|| 1 

où x e s"t une fonction de 2; UR ) égale à 1 sur le support de <j> • 

Le commutateur [oê , (jT| est un opérateur de la forme suivante : 

D £ •] s I c ft D
6 Cd R t k D a) . I B ft D

8 ( f ft t k D a) . 
| a | i m - 1 a 8 a 6 |«|4m 0 1 3 ° 8 

|B}4«n |B|4m-1 
oo 

les coefficients c Q, d 0, e et f étant des fonctions C à support, dans 
Otp Otp Otp Otp 

Supp <(>. 

Soit alors la solution u de (3.2.) j on peut appliquer l'inégalité 

(3.4.) à la fonction 

P. h v(x',t) = -1 [ T v(xV-t) - v(x',t)^| 

avec T i hv(x',t) = v(xjj,.. .,x£+h,... ,x^ ,t), i = 1,...,n-1 et h > o 

assez petit. 
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Par ailleurs, on a : 

î£tp.. v) = p.. + p.. (B J D 6 (T., (A 0) t
K 0° (T.. v) 

îh ' îh îh a6 in ag îh 

+ B a D P (p.. (A J t K D a (T.. v)) ; 
ag in ag îh 

et puisque f £ 5>(Œ), i.e. : <j> £ê v e £>((r"), on a 

H* P .. $v|| < C 

où C est une constante indépendante de h. En effet, on a : pour tout ¥6*3) 6R n), 

«f> P.. sêv,V> = < p . u ̂  v, <{>¥> in îh 

-k/2 . k/2 
= <t P i h t <j>̂> 

donc 

l<* P l h ^ , ï U l|f K / 2 P i h ^ v | | 2 | | t K / 2 ^ | | 2 , 
i n i n L CjR ) L OR ) 

il suffit ensuite de remarquer que || t ^ 2 p <3ê v|| 9 est bornée indépendam-

ment de h puisque £ v e£>(/Rn). 

L'estimation des autres termes de èé (p i hv) ne présente pas de dif

ficultés. 

Finalement, on obtient que (j) P^v demeure dans un borné de w™/2^+^ 

et par suite que 

3 v 
Réitérant le procédé en remplaçant v par -̂ rr dans (3.4.) et ainsi 

i ^ 
de suite, on obtient que, pour tout multi-indice a € fl\l , on a : 

+ 

ème 
2 étape : Régularité normale 

Revenant à l'équation (3.2.) et à l'expression de <̂ (<|>,v), il résulte 

è re 
de la 1 étape que : 

f DT t k D > v ) e H*m+1(IR;L2(|Rn"1)) 
(3.5.) À t

 m n 

k/2 + 
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On utilise alors le lemr(e suivant s 

Lemme 3,1. : Si w € ^/2^+^ à s u P P o r t borné et si t k D™ w €H P((R +) avec p 

entier, 1 ̂  p m, alors \ t k D q w € H p ( j fR) pour q * o,...,m. 

Supposons ce lenpe démontré. D'après (3.5.), il résulta que 

t k D™(<|>v) € H 1 ÇR;L 2(iR n~ 1) et donc, d'après ce lemme 3.1., 

t k Dq($v) € H1(IRjL2GRn~1)) pour o < q < m. 

Revenant ensuite à ^(<j>v), on obtient donc que 

t k D™C«frv) 6 H~ m + 2QR,L 2(]R n" 1)). 

Répétant alors le raisonnement ci^dessus (m-1) fois, on obient finale

ment que : t K ûjtyv) e H m6RVL 20R n" 1)) pour q * o,...,m. 

Lemme 3.2. : Si w € W ^ ^ 1 A support borné et si t k D q w € . HmflR) pour 

, *\> . ,2m . q s o,...,m, alors w € UR). 

Supposons ce lemme démontré. Il résulte donc de ce qui précède et de 

ce lemme 3.2. que <J>v e W2mffR,-L2flRn""1 ) ). 

Finalement, on a démontré que <j>v G W2m(JRn) et donc, en revenant à 

que u 6 W 2 m(Q). C.Q.F.D. 

Démonstration du lemme 3.1. : On peut procéder de la façon suivante.: 

On part de l'identité suivante : 

d /,K . . , k-1 . k dv — ( t v ) - k t v = t — . dt dt 

k-1 d^ * On pose U s t w ; on a alors : 
dt q 

(3.6) 4 d t

 7 d t q + 1 

L U e L OR) si k > 2. 

Remarquons que si k =1, alors m = 1 puisque k ̂  m et dans ce cas p 31, et le ré

sultat cherché est facile à obtenir car : 
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i ( t S ) - î . t | 6 L 2 ( f R ) . 
dt dt 

Revenons à (3.6.) ; sur tR+, on a donc 

U(tî = - a" k f (ta) da où f = t k ~ . 

i 1 d t q + 1 

D'autre part, il est facile de vérifier que cette solution est aussi solution 

de (3.6.) sur (R tout entier. Enfin, on a : 
P f+oo 

U(t) - - a ~ K + p f ( p 3 (ta) da . 
dt P h 

d P 2 
Utilisant l'inégalité de Hardy, on en déduit que — - U(t)£ L (JR). 

Démonstration du lemme 3.2. : On a t^ D™ w €Hm(fR) et comme w(t) = o pour t c o, 

,k-1 _m * _ ..m-1 r_, _ on a aussi : t w € H (fR). Par suite, 

^k jn+1 ̂  _ r.k _m ̂  .k-1 -m ̂  ̂  LJm-1 rrr_, t D w = D (t D t w) + îk t D̂ . w é H OR). 

Raisonnons par récurrence et supposons que t k D™ + p w e H m P((R), o ̂  p m-1. 

.o. ^k-1 _m+p ̂  ..m-p-1 rT_,. , , On en déduit que t D M w ç H H OR) et donc 

A rjn+p+1 * ^ r,k -m+p , k-1 _m+p *v# ̂  um-(p+1 ) t D, w = D. tt D. w) + îk t D. K w € H M OR), t t r t 

^ 2m Finalement w Ç W. GR). k 

Remarque 3.1. : Lorsque 1 >$ k < m, il est raisonnable de penser que le problème 

I de Neumann est encore régulier mais ceci nécessite pour l'interprétation du 

problème variationnel comme problème aux limites un théorème de traces et une 

formule de Green délicats. 
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