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LA NOTION DE r-CQIIQRPHISME ET SES APPLICATIONS 

par 

Jean HQUDEBINE 

I l e x i s t a i t dans la l i t t é ra tu re beaucoup de lemmes analogues au 

lemme de S c o t t . I l s ' a g i s s a i t de regrouper en une seule p r o p o s i t i o n , ces 

d i f f é r e n t s r é s u l t a t s . Cela a condui t à d é f i n i r l e s r-comorphismes. I l se 

trouve que cette not ion permet de démontrer et d 'énoncer commodément l e s 

r é s u l t a t s de K e i s l e r sur l e s formules atomiques g é n é r a l i s é e s , et donne des 

c a r a c t é r i s a t i o n s commodes des r é a l i s a t i o n s r-compactes. 

1 . DEFINITIONS 

S o i t r un ensemble de formules d 'un langage du ca lcu l des p ré -

e r 

d i c a t s du 1 o rd re . 

D é f i n i t i o n 1 . 

On d i t qu'une formule A dér ive d'une formule B s i e l l e es t obtenue 

à p a r t i r de B en remplaçant ce r ta ines v a r i a b l e s l i b r e s par de nouve l les v a -

r i a b l e s . 

D é f i n i t i o n 2 . 

S i T es t un ensemble de formules et M et M' deux r é a l i s a t i o n s , on 

d i t que M ' r - domine M s i tout ensemble f i n i de formules dér ivant de f o r 

mules de T qu i peut êt re s a t i s f a i t dans M ' , peut êt re s a t i s f a i t dans M. 

Désignons par r(M) l 'ensemble des formules obtenues à p a r t i r de 

c e l l e s de r en échangeant ce r ta ines v a r i a b l e s l i b r e s par des éléments de r. 

D é f i n i t i o n 3 , 

S i T es t un ensemble de formules, M et M* deux r é a l i s a t i o n s et 

une fonc t ion de M dans M* : 

On d i t que Y es t un T-comorphisme s s i M T (M)-domine M, l e s é l é 

ments de M étant cons idérés comme des constantes t r adu i t es dans M' par *f. 
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Remarque : 

L ' i n t r oduc t i on de la not ion de "formule dér ivant d 'une formule" 

dans l a d é f i n i t i o n de r-comorphisme es t ind ispensab le pour que cette not ion 

ne s o i t pas étroi tement dépendante des v a r i a b l e s du langage de dépar t . 

V o i c i quelques r é s u l t a t s qu i montrent l e s r e l a t i o n s qu i ex i s ten t 

entre cette nouve l le not ion et la not ion de r-morphisme. 

Lamme 1 . 

S i T désigne l 'ensemble des formules qu i sont l a négat ion d'une 

formule de T, un T -comorphisme es t un r-morphisme. 

Ce r é s u l t a t es t év iden t . La réciproque n ' e s t pas v ra ie en généra l , 

mais v o i c i un cas où e l l e l ' e s t . 

P ropos i t i on 1 . 

S i T e s t un ensemble de formules d 'un langage s tab le par chan

gement de v a r i a b l e s , par d i s j onc t i on et par quan t i f i ca t i on u n i v e r s e l l e , 

a l o r s un r-morphisme es t un T -comorphisme. 

En e f fe t , so ien t Y un r-morphisme et ^ ( x ^ , . . . , x^ )} (1 < i ^ n) 

un ensemble f i n i de formules dér ivant de V W) qu i peut êt re s a t i s f a i t dans 

F! ' . A l o r s la formule : 

(3 x„ ) (3 x 0 ) . . . (3 x ) CAl A . ( x „ , . . . , x ) ) es t s a t i s f a i t e dans M ' . 
1 z n ^ i i n 

Donc (V x . ) (V x 0 ) (V x ) (V A . ( x . , . . . , x )) n ' e s t pas s a t i s f a i t e 
1 2 n ^ î 1 n 

dans M ' . Cette dernière formule es t avec l es cond i t i ons de l ' énoncé , et avec 

un changement des noms de va r i ab les x^ , une formule obtenue à p a r t i r des f o r 

mules de T en remplaçant l e s va r i ab l es l i b r e s par des éléments de M. 

Donc, e l l e n ' e s t pas s a t i s f a i t e dans M, et l 'ensemble des formules 

1 A . ( x . * . • . « x ) peut être s a t i s f a i t dans M. 
î 1 n 
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Propos i t i on 2 . 

S o i t u n e fonc t ion de M dans M', et T un ensemble de formules . 

Posons r' = r U { ( x=a ) : a e M} • es t un T comorphisme s s i M' r '-domine M. 

On le montre aisément en notant qu'une formule A ( a ^ , . . . , a # x ^ , . . . , x n ) 

peut êt re s a t i s f a i t e dans une r é a l i s a t i o n s s i l 'ensemble de formules 

{ A ( y . , . . , , y , x . , . . . ,x )} U { y . = a . } où l e s y . sont d i s t i n c t s de x ' s 
1 p 1 n î î i j 

peut êt re s a t i s f a i t dans cette r é a l i s a t i o n . 

2 . EXEMPLES ET PROPRIETES DES r-COMQRPHISMES. 

1) S i T es t l 'ensemble de toutes l es formules d 'un l a n g a g e ^ , l e s 

r-morphismes et T-comorphismes sont l es ex tens ions é lémenta i res . 

2) S i es t l 'ensemble des formules p o s i t i v e s ( c ' e s t - à - d i r e des 

formules équ iva len tes à une formule en forme prénexe dont l a pa r t ie sans 

quan t i f i ca teu r es t une d i s j onc t i on de conjonct ions de formules atomiques) 

et s i T 2 es t l 'ensemble des négat ions de formules p o s i t i v e s , et T 2 

s a t i s f o n t l e s cond i t i ons de la p ropos i t i on 1 » Donc l e s I^-morphismes sont 

des r 2 -comorphismes et l e s I^-morphismes des r^-comorphismes. 

Lemme 2 . 

Un r^-morphisme es t un homomorphisme, et un homomorphisme 

s u r j e c t i f es t un F^-morphisme. 

La première a f f i rmat ion es t év idente . On montre la 2ème en 

ra isonnant par récurrence su r le nombre de q u a n t i f i c a t e u r s . 

3) S q i t V n ( r e s p . 3 p) l 'ensemble des formules prénexes avec 

(n-1) changements de quan t i f i ca teu rs et dont le premier quan t i f i ca teur es t 

V ( r e s p . 3 ) . Montrons que s a t i s f a i t aux cond i t i ons de la p ropos i t i on 1 . 
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La seu le par t ie qu i ne s o i t pas évidente es t la s t a b i l i t é par la d i s j o n c t i o n . 

Cette s t a b i l i t é résu l t e de ce que (Vx) A V (Vy) B est équ iva lent à 

CVx) (Vy) (A V B) pourvu que x et y so ien t des l e t t r es d i s t i n c t e s et que 

x n ' appa ra i sse pas dans B et y dans A . 

P r o p o s i t i o n 3 . 

Les no t ions de V^-morphisme, 3 ^-comorphisme, V ^-comorphisme 

co ïnc iden t . 

En e f f e t , l a p ropos i t i on 1 montre la 1ère i d e n t i t é . 

Pour l a seconde, V A étant contenu dans 3 , i l es t c l a i r qu 'un 
n-1 n H 

3^-comorphisme es t un -comorphisme. Pour la réc ip roque, i l s u f f i t de 

consta ter que V ^ es t s tab le pour l es changements de v a r i a b l e s , et que 

( 3 x . ) ( 3 x 0 ) . . . ( H x ) A(x „ , ». .x , . . . x ) peut être s a t i s f a i t e dans 
1 £ p 1 p n 

une r é a l i s a t i o n s s i A ( x ^ , . . . x^ , . . . -x^) peut y être s a t i s f a i t e . 

4) T es t l 'ensemble des formules atomiques. 

Un r-morphisme es t un homomorphisme. 

Un T-comorphisme es t appelé morphisme pur . Un T-comorphisme est 

i n j e c t i f . En e f f e t , s i 'fla^) = ^ f fa^) , l 'ensemble de formules atomiques 

{ ( x = a ^ ) , (x » a 2 ) } peut être s a t i s f a i t dans M ' . Donc, i l peut être 

s a t i s f a i t dans M, ce qu i es t absurde. 

3. GENERALISATION DU LEMME DE SCOTT. 

P r o p o s i t i o n 4. 

S o i t T un ensemble de formules d 'un langage So ien t M et M' 

deux r é a l i s a t i o n s de . M r-domine M' s s i i l ex i s te un r-morphisme de 

M dans une u l t rapu issance de M ' . 
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En e f f e t , s o i t I 1'ensemble des formules s a t i s f a i t e s dans M qui 

sont des con jonct ions f i n i e s de formules de l a forme A . ( a . , . . . , a ) où 
i l n 

A . t x . , . . , , x )GT et a„ . . . a € M. 
i l n i n 

A chaque élément a de I , assoc ions une r é a l i s a t i o n fT de 
a 

dont l a r e s t r i c t i o n au langage es t M ' . 

a cont ient un nombre f i n i de symboles de constantes appartenant 

à M, a ^ . . . , ^ i a t a ^ , . . . . La formule a f x ^ , . . ^ ) es t une conjonct ion 

de formules dér ivant de formules de T. E l l e peut être s a t i s f a i t e dans M, 

donc a u s s i dans FT . A i n s i , i l ex i s te des b ^ , . . . , b m éléments de M' t e l s 

que olbj,... ,b^ ) s o i t s a t i s f a i t e dans M ' . M' es t a l o r s cons idéré comme 

r é a l i s a t i o n de en f a i s a n t correspondre b^ à a^ et n ' importe quel 

élément aux aut res constantes de M. 

A chaque a é I on peut a s s o c i e r 

J = { T 6 I ; o s o i t s a t i s f a i t e dans M'} . 
a T 

On a J H j » j . et a 6 J 
a G o A a a 

Donc, i l ex i s te un u l t r a f i l t r e sfr1 sur I te l que pour tout a 

J € «S^. L ' u l t r a produ i t M ' ^ / J ^ étant une r é a l i s a t i o n de i ê M , i l y a 
a o n 

une fonc t ion H P de M dans c e l u i - c i . Cette fonc t ion es t t e l l e que pour 

toute formule de r A I x ^ j . - . j X î, s i A ( a / | , . . . , a n ) es t v ra ie dans M, 

A C ^ t a , ] ) . . . c f ( a n ) ) es t v ra ie dans M'-. En e f f e t , ce la est v r a i dans 

M ; pour T é J A ( a r . . . , a n ) -

Réciproquement, so ien t A^x^ j , . . . , x n ) des formules dér ivant do r : 

s i cet ensemble de formules peut être s a t i s f a i t dans M, i l ex i s te 

a . , . . . , a £ M t e l s que A ^ ( a . , . . . , a ) s o i t s a t i s f a i t e dans M. H? étant 
1 n A i n 

un r-morphisme de M dans une u l t rapu issance de M ' , A^ï ^ l a ^ ) , . . . , *P(a)3 

est s a t i s f a i t e dans cette u l t rapu issance de M' de même que la conjonct ion 

de ces fo rmules . I l ex i s te a l o r s au moins une composante pour laque l le 

cette formule es t v r a i e . 
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C o r o l l a i r e 1 . 

La cond i t ion nécessa i re et s u f f i s a n t e pour qu'une fonc t ion de 

M' dans M s o i t un r-comorphisme e s t , q u ' i l ex i s te une fonc t ion ty* de H dans 

une u l t rapu issance de M' qu i s o i t un T-morphisme, et t e l l e que 1(1 s o i t 

l ' a p p l i c a t i o n canonique. 

Appl iquons l a p ropos i t i on précédente à M et fi' cons idérées comme 

r é a l i s a t i o n d e i g ^ , et à l 'ensemble r' = T U { ( x = a) i a D 'ap rès 

l a p ropos i t i on 2 , M T'-domine M ' , i l e x i s t e donc un T'-morphisme ^ d e M 

dans une u l t rapu issance de i l ' , 

~ ^ e s t un r-morphisme, car r C T ' . 

- comme (x 8 a) 6 r" et que \|>(a) = a es t s a t i s f a i t e dans M, ^ C i M a ) ) = a 

es t s a t i s f a i t e dans 1 ' u l t r a p u i s s a n c e . 

Donc, ^ f o i | ) es t l ' a p p l i c a t i o n canonique. 

La réciproque es t év idente . 

4. APPLICATIONS DE LA PROPOSITION 4. 

1) S i T es t l 'ensemble de toutes l e s formules d 'un langage, on ret rouve 

l e s lemmes de Frayne et S c o t t . 

2) Dans le cas où r̂  es t l 'ensemble des formules p o s i t i v e s et T 2 

l 'ensemble des formules néga t i ves , on obt ient : 

P r o p o s i t i o n 5 . 

La cond i t ion nécessa i re et s u f f i s a n t e pour que ^ : il >̂ M' s o i t 

un morphisme ( r esp . r -morph isme) es t q u ' i l ex i s te des ex tens ions élémen

t a i r e s M.̂  et de M et M* et un homomorphisme s u r j e c t i f de dans Mjj 

(resp.. MJj dans M̂ j ) t e l que le diagramme su ivan t s o i t commutatif. 
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M ] > ^ 

^ i 7 Y 
M' > Mjj 

r e s p . ? <p ^ l 

U H 
y i 1 — > r i w 

où i^ et ± 2 sont l es i n j ec t i ons canoniques. 

En u t i l i s a n t le c o r o l l a i r e al ternat ivement pour et r 2 » 

on obt ient en e f fe t : 

M > FL . M > M „ 

/ / / / / ^
 V V \ s ^

 n > S \ s ^
 R + 

M ' > n; M 1 , r> ri' „ 
2 n-1 ' n+1 

En prenant la l im i te induct ive de ce diagramme, on obt ient des 

u l t r a l i m i t e s qu i donnent le r é s u l t a t . 

La réciproque es t év idente . 

3) S i T * V ou r = 3 on obt ient 
n n 

P ropos i t i on 6 . 

So ien t M et M' deux r é a l i s a t i o n s . Toutes l e s formules c l oses de 3 

v r a i e s dans IV sont v r a i e s dans M, s i et seulement s ' i l ex i s te une u l t r a -

I • h-4 ' 

puissance de M et un V ^ - m o r p h i s m e . s M F > M / . 
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En e f f e t , à toute formule de V A on peut a s s o c i e r sa c lô ture 
n-1 K 

e x i s t e n t i e l l e . D i re que la formule peut être s a t i s f a i t e dans une r é a l i s a 

t i o n , c ' e s t d i re que sa c lô ture e x i s t e n t i e l l e es t s a t i s f a i t e dans cette 

r é a l i s a t i o n . Donc, l a p ropos i t i on 2 montre q u ' i l ex i s t e un V^^ -morph isme 

est d ' a i l l e u r s i n j e c t i f car cont ient l e s 

formules x ^ y ) . 

P ropos i t i on 7 . 

<P : n — V M' es t un V^-morphisme, s i et seulement s ' i l e x i s t e 

une u l t rapu issance de M et un V ^-morphisme $ te l que le diagramme 

M» 

M - î> M 1 / ^ 

commute. 

C ' e s t une app l i ca t i on immédiate du c o r o l l a i r e de l a p ropos i t i on 4 . 

C o r o l l a i r e 2 . 

<f : M y H' es t un V -morphisme s i et seulement s ' i l ex i s te 

une s u i t e M , , . , B , i i n + 1 de r é a l i s a t i o n s et une su i te ^ : 

M. * M. , de fonc t ions t e l l e s que : 

î 1 + 1 H 

*f ^ o s o i t une extens ion élémentaire pour o <̂  i <̂  n-1 

M = (1 et M, » fi' , V = f et ^ une ex tens ion . 
o 1 7 o n 

La cond i t ion es t nécessa i re d 'ap rès l a p ropos i t i on précédente. 

Montrons que la cond i t ion es t s u f f i s a n t e par récur rence, f es t 

une ex tens ion , c ' e s t - à - d i r e un V -morphisme. Supposons démontré que es t 
c i 

un V^^^-morphisme et montrons que est un V^-morphisme. 
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IT > M I ,J 

^ o *f étant une extens ion é lémentai re, i l ex i s te une u l t rapu issance de M 

qu i es t une ex tens ion élémentaire de M^- ^ o ^ e s ^ a l o r s un V ^-mor-

phisme et l a réciproque de la p ropos i t i on 7 permet de conc lu re . 

4) Ca rac té r i sa t i on des morphismes purs 

Dans le cas où T es t l 'ensemble des formules atomiques, on obt ient : 

P ropos i t i on 8 . 

Une fonc t ion Y de M — > M' es t un morphisme pur s i et seulement 

s ' i l e x i s t e un homomorphisme de fi' dans une u l t rapu issance de M, te l que le 

composé avec *f s o i t l ' a p p l i c a t i o n canonique. 

5. REALISATIONS T-COMPACTES : LEMMES FONDAMENTAUX. 

D é f i n i t i o n 4. 

On d i t qu'une r é a l i s a t i o n es t T-compacte ( resp . faiblement r-com-

pacte) s i pour tout ensemble £ de formules dér ivant de T(M) ( resp . D, J 

peut êt re s a t i s f a i t dans M s i et seulement s i tout sous ensemble f i n i de J 

peut être s a t i s f a i t dans fi. 

S i T es t l 'ensemble des formules atomiques de la forme T - U où T 

et U sont des termes ( resp . des formules atomiques, r e s p . des formules po

s i t i v e s , r e s p . de toutes l e s formules de à&) , on d i t équationnel lement 

( resp . atomique, r e s p . pos i t ivement , r e s p . élémentairement) compacte. 

On suppose désormais r s tab le pour la con jonc t ion . 
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Lemme 3 . 

S i M es t r-compacte ( resp . fa ib lement r-compacte), et s i 

*f: M — > N es t un r-comorphisme ( resp . s i N r-domine M ) , a l o r s i l e x i s t e 

un r (PD-morphisme ( resp . r-morphisme) : N — > M. 

En e f fe t , cons idérons un ensemble de v a r i a b l e s en b i j ec t i on avec 

N et dés ignons par x f a l a va r i ab le a i n s i assoc iée à l 'é lément b de N . 

S o i t £ = {A(x, , . . . , x^ ) : A(x^ . . . x J 
1 n 

e s t une formule de r ( M ) et M i — A ( b 1 , ..b ) } . 

£ peut évidemment être s a t i s f a i t dans N , donc i l en es t de même 

pour chaque sous ensemble f i n i de £ . H* étant un r-comorphisme, chaque sous 

ensemble f i n i de £ es t s a t i s f a i t dans M donc £ tout e n t i e r , car M es t r-

compacte et £ dér ive de r ( M ) . A i n s i , à chaque x b , on peut a s s o c i e r un é l é 

ment de M que l ' on note ¥ ( b ) . La fonct ion a i n s i dé f i n ie es t b ien un r ( M ) -

morphisme. En e f f e t , s i A ( b „ , . . . , b ) es t s a t i s f a i t e , A(x. , x, ) € À 
1 n b 

1 n 
et A ( H ' ( b 1 ) J . . . , ^ ( b n ) ) es t s a t i s f a i t e . 

Dans le cas faiblement r-compacte, la démonstrat ion se f a i t de la 

même manière en remplaçant r(H) par T . 

Rappelons le r é s u l t a t . 

Lemme 4 . 

S o i t T un ensemble de formules de ^ p O I ) . S i chaque sous ensemble 

f i n i de T peut être s a t i s f a i t dans M, a l o r s i l y a une u l t rapu issance de M 

dans laque l le r peut êt re s a t i s f a i t . 

Théorème 1 . 

S o i t T un ensemble de fo rmules . A l o r s l e s cond i t i ons su i van tes 

sont équ iva len tes : 

1) M es t r-compacte. 
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2 ) Pour toute u l t rapu issance de M i l ex i s te un r(M)-morphisme de 

M 1 / ^ dans M. 

3 ) Pour tout r-comorphisme <f : fi — > N, i l e x i s t e un r (M)-morphisme 

ip : N — > M. 

1 ) = > 3 ) es t le lemme 3 . 

3 ) 2 ) es t év iden t , car l ' a p p l i c a t i o n canonique de M dans une 

u l t rapu issance es t un r-comorphisme. 

2 ) 1 ) S i £ es t un ensemble de formules dér ivant de r CM) te l 

que M peut s a t i s f a i r e tout sous ensemble f i n i de A l o r s , d ' ap rès le lemme 

4 , i l ex i s te une u l t rapu issance de M dans laque l le £ peut être s a t i s f a i t e . 

A u s s i , aux v a r i a b l e s y appara issant dans J , on assoc ie des é l é 

ments by de 1 'u t rapu issance qu i s a t i s f o n t l e s formules de £ . * fé tant un 

T(M)-morphisme, ^Cb^3 s a t i s f e r a a u s s i l e s formules de £ dans M. 

Théorème 2 . 

1 ) M es t fa ib lement r-compacte. 

2 ) Pour toute u l t rapu issance de M, i l ex i s te un r-morphisme *f de cette 

u l t rapu issance dans M. 

3 ) S i N T-domine M, i l e x i s t e un r-morphisme de N dans M. 

1) = > 3 ) es t le lemme 3 . 

3 ) = > 2 ) es t év iden t . 

2 ) > 1 ) La démonstration es t la même que ce l le du théorème 1 

en remplaçant T(M) par r. 
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B. APPLICATIONS 

Lemme 5* 

S i es t une fonc t ion de M — > M' et s i ij; es t une fonc t ion de M' 

dans M, s i M 1 es t considérée comme une r é a l i s a t i o n de à l ' a i d e de Y et 

s i T es t un ensemble de formules contenant x„ = x 0 (où x . et x 0 sont deux 
1 2 1 2 

v a r i a b l e s d i s t i n c t e s ) . A l o r s i|> es t un r (ID-morphisme s i et seulement s i 

es t un r-morphisme et ^ o f = 1 ^ . 

En e f fe t , un r(M)-morphisme es t un r-morphisme. La formule 

^ ( a ) « a étant s a t i s f a i t e dans FT pour tout a £ M, s i ^ es t r (M)-morphisme, 

iH^ffa)) = a es t a u s s i s a t i s f a i t e dans M. 

Réciproquement, s o i t A ( a . , . . - , a , x „ , . . . , x ) une formule de r ( M ) , 
1 n 1 p 

a „ , . . . , a appartenant à M. Di re que A ( a . , . . . , a , b „ , . . . , b ) es t s a t i s f a i t e 1 n 1 n 1 p 

dans I S ' , c ' e s t d i re que A( \f (a^ ) , . . . , ^ a

n ^ ' b ^ , . . . ,b^ ) es t s a t i s f a i t e dans 

M' ( b ^ , . . - , b p e M ' ) . Commet es t un r-morphisme, Aty o ^ ( a ^ ) , . . . , ^ o «fta^), 

ty(b^ ) , . . . ,ij;(bp) ) es t s a t i s f a i t e dans fi, et comme o *f = I , on a le r é s u l t a t . 

Dans ce c a s , le 3 ) du théorème 1 peut s ' é c r i r e : 

Pour tout r-comorphisme ^ : M — > N, i l e x i s t e un r-morphisme 

: N — > M te l que * o <f = 1 ^ . 

Un homomorphisme su r j ec t i f étant un morphisme p o s i t i f , on retrouve a i n s i 

fac i lement le r é s u l t a t : 

P ropos i t i on 9. 

Les cond i t i ons su ivan tes sont équ iva len tes : 

1) M es t posi t ivement compacte-

2) M es t atomique compacte. 

3 ) M es t un re t rac t de toute u l t rapu issance de M. 
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