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ETUDE DE CERTAINS GROUPES AYANT DES INVARIANTS 

DE ULM DONNES 

par 

Jean HOUDEBINE 

I - -bases 

Soit G un p-groupe réduit dont les invariants de Ulm d'ordre a 

sont k . a 

Théorème 1. Pour tout a, soit un espace vectoriel sur Z/pZ de dimension 

k a. Il existe un homomorphisme injectif f de G[p] dans n H vérifiant les 

conditions suivantes 

(G[p] O P 3G) = VlG[p\) n n H 

•CGlp] ) O © H. 

Pour démontrer ce théorème choisissons, pour chaque a, H tel que 
ot 

G[p] H p aG = H a 69 (G[p] n P

a + 1 G ) . 

H est bien uni espace vectoriel de dimension k . 

Construisons alors par récurrence tel que 

K a © (G [p jH p aG) = G[p] et K a C K g si 6>a 

II suffit de prendre 
K = 0 o 

K

: o
 e H 3 9 K g s i a = 6 * 1 

Si a est un ordinal limite; ( U K ) H p aG est réduit à zéro. En effet, si 
0<a * 

x * 0 appartient à KQ pour il n'appartient pas à p G d'après l'hypo-
P 

thèse de récurrence. On choisit alors pour K un supplémentaire de 
a 

G[pJ f) p aG contenant [ U Kg) . 

3<a 

Soit alors x 6 G[p] . On sait que 

G[p] = K a © H a © (G[pj D p a + 1G) 
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on posera x^ la composante de x sur dans cette décomposition. 

Montrons que ^tx) = {x^} possède les propriétés de l'énoncé 

H? est un homomorphisme, c'est évident 

et 
pour que x £ p G, il faut et il suffit que x^ = G pour y<a 

La condition nécessairer^SL,lte immédiatement de la construction puisque x 

appartient à p G pour tout y<a • 

La condition suffisante se démontre par récurrence : si 8 = Ô+1* alors 

l'hypothèse de récurrence montre que x € p G ; dans la décomposition 

K ô © H 6 © CG[p] H p 3 G L 

8 
la composante sur est donc nulle. Comme x^ = 0, x € (GjjpJ 0 p G). 

Y 

Si 8 est un ordinal limite, l'hypothèse de récurrence montre que x € p G 

pour tout y>8 donc a pBG = H D YG 
Y<B 

Test injectif : en effet si x^ = 0 pour tout y alors x £ p G 
pour tout a 

M^H ) = H . En effet, si x € H xn - 0 pour S<a car x €• p aG* a a a 8 

D'autre part, x e K pour y>a+1 car K ~y K A . Donc x = 0 pour Y 5 ,01+1. 

Y Y a+1 Y 
Cela montre que ? (G[p] ) 3 © H^ a 

Définition. Pour tout entier n, soit I des ensembles de cardinal k . n n 

On appelle oj-base de G une famille x^ (n ç i € I ) telle que pour tout n 

p n xn. ( i c i ) soit une base d'un sous espace vectoriel H du socle tel que 
1 n K n ^ 

G[p] 0 p RG = H n © (G[pJ n p n + 1G). 

Il existe de telles u)-*bases. 

En effet, il suffit de choisir une base e^ dans les ; chaque e^ appar-

, , . n 0 .. . , n , . n n n tenant a p G, il existe x. tel que p x. = e.. 
1 ^ M 1 1 
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Lemme 1. Soit une ur-base ; soient vu des entiers et soit 

v n n r 
l y^ x^ = y une combinaison linéaire finie. Si y 6 p G, alors 
i 

n*m n n n+1 . ^ . y^ = û modulo p si n < r-1 

y1? - 0 modulo p r si n > r-1 

On le démontre par récurrence sur r. Le résultat est évident pour r = 0. 

Démontrons le pour r en l'admettant pour r - 1 . 

Raisonnons maintenant par récurrence sur m. Si m < r-2, le ré

sultat est obtenu par l'hypothèse de récurrence. Supposons donc m > r-1 et 

admettons le résultat pour m - 1 -

r r Comme y e P G, on peut écrire y = p t. L'hypothèse de récurrence 

sur r montre que pour n > r-2 y^ = A p et que 

r^ r . n r-1 n 
y = p t = 2. \ P * ± 

r~1^n$m 
i 

, .. n . . -i . . m-r+1 m m m On en déduit en multipliant par p , en posant p x^ * 
m+1^ r . n m n r .m m p t = > A. p x . = / A . e . ^ i • i ~ i i i i 

n^m 

Comme £ A™ e™ appartient à et que p m ^ \ appartient p m +^G, on en déduit 

7 A? e? = 0. Donc A1? = 0 modulo p. Posons A? = pvT. On a alors : 
f r i i i î ^ i 
i 

v r m m r n n y - ) p v. x. = ) y. x. ^ ' r i i ^ i i i i 
n$m-1 

Le premier membre étant divisible par p r, l'hypothèse de récurrence faite 

sur m-1 montre le résultat. 
Lemme 2 , Soit y e G[p SJ. Pour r^1, il existe une combinaison linéaire finie 

7 y? x? telle que L ^ i l M 

n^r+s-2 
1 y - £ y1? x1? appartient à p FG. 

n^r+s-2 
i 
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Démontrons ce lemme par récurrence sur s. Pour s - 0, le résultat 

est évident car y = •. Supposons le résultat pour s-1, soient y 6 G^pSJ et 

r^1. 

D'après l'hypothèse de récurrence py appartenant à G(jdS ]̂ est de la forme 

v n n r+"T py = i y x. + p t 
n^r+s-2 

i 
D'après le lemme 1, est divisible par p : y1? = p À1?. On a donc : 

p (y - ï ^ x? - P

r t ) - o 
n^r+s-2 

i 
ème 

Ainsi le 2 facteur appartient au socle et le théorème donne : 

r -v n n r. r n n n r y - l X± x±- p t = l y p x± - p u. 
n^r+s-2 n<r-1 

i i 

Comme ŝ 1 r+s-2 > r-1 et, l'égalité s'écrit sous la forme 

r ,. n n n, n r , . -, 
y - 2. t X i + P Y.) xi = P Cu-tJ. 

n^r+s-2 1 

i 

Lemme 3. Soient y c G[p Sj et rj,1 et q>r. Soient deux combinaisons linéaires 

finies 
v n n , , r \ n n 

z = / y. x. et t = / A x. 
I i 

n$q n^q 

telles que y-z et y-t appartiennent à p RG, alors y*? x^ = À? x™ pour n ̂  r-1. 

En effet, z-t = \ (y?~Xn) xn. appartient à p RG et d'après le 
i 

lemme 1, n$q 

r n , n. n _ A (y.-A.) x. = 0 pour n >< r-1. i l i 

Définition, Soient y e G et x1? une a) -base. On appelle composantes de y Bur 

l'a) base x^ des entiers inférieurs à pn + ̂  tels que, si y € G[p SJ, 

(y - l yn

± x") € P XG. 
n^r+s-2 
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Lemme 4 . Il existe de telles composantes et les y1? sont définis d'une 

man1ère u n iq ue * 

Si y £ G £p S j | , le lemme 2 nous montre l'existence de tels que 

y - l a 1 ..x £ p G 
n<m > s-1 

a. 

On pose alors y e pour tout i- Montrons que 

v n n r V v 

V - Z Yi x i 6 P G 
rxr + s-2 

i 
Le lemme 2 montre l'existence de et de t tels que : 

v n n r+s-1^ 
y • l v j x i = p * 

rxr*t2s-3 
i 

Si y - l X j fcP G avec m<r*+s-2 le lemme 1 mpntre que 
n$mts-1 

i 
t n n n n , . . . . m m _ 
A » v i x i pour n < m et en particulier y ̂  s

 v ^ pour m^r+s-2. 

D'autre part, p y=Oi donc 

- I p 8 ^ é pr*2B-1 G 

n<r+2s-3 
i 

. s n • • • n+1 . n n-s+1 n 
D'après le lemme 1 p v̂ , =o modulo p doncv ̂  ~ P ç i« 

r n n « n-s+1 n r+s-'L 
On en déduit : y = £ Y i x i + L p ç i P 

n<x+s-2 r+s-1<K r+2s-3 

Le résultat se déduit de la remarque n^r+s-1 ==5> n-s+1>r 

L'unicité modulo p n + ^ résulte immédiatement du lemme 3. 

Lemme 5. Si y € G C P S J ' l a c o n d i t i o n nécessaire et suffisante pour que 

yf p G est que les composantes de y vérifient les conditions suivantes : 

n _ , . n+1 A y = 0 modulo p pour n<r-1 

n r y = 0 modulo p pour r-1<n*r+s-2. 

C'est une conséquence immédiate de la définition des composantes 

et du lemme 1. 
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II - Etude d'un groupe dont l'invariant de Ulm d'ordre eu n'est pas nul 

Théorème, Soit G un groupe dont les invariants de Ulrn sont 1 pour les rangs 

entiers et le rang w et 0 pour les autres. Alors il existe une u> base et 

une suite y (rrfcl) telles que 

v - py A = x A pour n>0 ^n H*n + 1 n-1 H 

et 

py 1 € G[p] o P^G 

Faisons cette construction par récurrence. Supposons donc qu'il existe une 

a) base x et y....y une suite finie telle que les composantes de y soient n J 1 J m M ^m 

nulles jusqu'à l'ordre m-2, que 

k+1 m-i-1 m-i 
y i = V r + p x i + - + p x i + k

+ - - - + p V 2 + p y m

e t « H » 

la composante m-1 de y est égale à 1 et y - x A n'est pas divisible par 

2 

P • 

Soit y^ les composantes de y , p m y m

 = P>' A E3^ u n élément de p^G 0 G[p] 

donc p y^ = 0 moo p , c'est-a-dire 
n , n-m+1 y^ = 0 mod p 

puisque y^ - x

m-i
 a S 8 S c o m P o s a n ^ e s nulles jusqu'à l'ordre m - 1 , et divisibles 

n-m+1 
par p pour n>m-1, on a : 

y - x , est divisible par p ym m-1 K H 

2 
y^ / 0 mod p sinon les composantes étant nulles pour n<m et 

2 
divisible par p pour n-m+1^2 c'est-a-dire n^m+1 ; y - x A serait divi-

K K M JÏÏ\ m-1 
sible par p 2. 

Soit donc z tel aùe pz = y — x A et soit A ses composantes. 
p J m m-1 n K 

pz a ses composantes pÀ^ x^ nulles jusqu'à l'ordre m-1 

posons z , = z - \ A x on a pz'=pz 
n^m-1 n n 
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On sait que pA = y mod p n, donc comme p = 0 mod p

n"" m + 1 

n n m 

A 0 n-m A = 0 mod p n 

D'où z' - ^ - A^ x à toutes les composantes divisibles par p , 

2 
donc est divisible par p 

2 
z' = A x + A + p t m m m+1 m+1 r L 

- Si A * 0 mod p 2 

m+1 H 

On pose 
x' = x pour n/m n n K 

x' = A x 
m m m 

et z' = y ^ 

2 1) x'.est encore une -base car pA / 0 mod p , donc A / 0 mod p : n m m 

2) les composantes de y^^ sont les mêmes que celles de z', sauf en 

x' où elle vaut 1 ; 
m 

2 3) y A -x* est bien divisible par p et non par p . m+1 m 

2 
- Si A A = 0 mod p 

m+1 K 

On pose 
x' = x pour n^m 
n n K 

= A x + px A m m m m+1 

et z' = y A 

1) x' est encore une oo-base ; n 

2 3 les composantes de Y m +^ sont les mêmes que celles de z', sauf en 

x', G Ù elle vaut 1 et en x' . où elle vaut A -p, A -p n'est pas m m+1 m+1 m+1 ^ K 

nul mod p 2 ; 

2 
3) y A - x* est bien divisible par p et non par p . Jm+1 m H K K K 

Cette construction par récurrence ne modifiant qu'un des termes de l'u) -

base, il est évident que cela donne le résultat. 
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Pour le début de la récurrence, on choisit une base x et soit e un 
n w 

élément de p^G D G[p] . Par hypothèse, il existe z tel que pz = e . 

Si z a pour composante V q et v , on pose 

y. = z - v x - v . x . + x + D X . J1 o o 1 1 o • 1 

pz ayant des composantes nulles, est divisible par p de sorte que 

2 

py^ = pz, y^ - X q n'est pas divisible par p , et la composante 0 

de y est 1. 

Construction du groupe K 

Soit *f une forme linéaire sur l'espace vectoriel (~̂ *)̂  Qui envoie 

Z {NJ 

l'élément ayant toutes ses composantes égales à 1 sur 1 et — v sur 0. 

On considère le groupe défini de la manière suivante : 
K - t n j _ _ x z 

n p nZ p Z 

On représente un élément de K par 

((a.,..., a ,-..),A) 
1 n 

où a est un entier inférieur à pn° n 
Soient a et g des entiers inférieurs à p n -, on note q et r le quotient n n n n 

et le reste de la division de a + g par p n 

n n 
a + 3 - q p n + r avec 0 ^ r < p n 

n n n n n 

L'addition dans est alors définie par 

((c^.... a ....),X) + Xi&^,$2 - - - - 6R- - * - )'*y) = C Cr^ ,r 2-.. ,r n,... ), 

X + y + f [q ,. .. ,q ,... ) 

où q^ désigne la classe de q^ modulo pZ. 

On constate facilement que est un p-groupe réduit dont les invariants 

de Ulm sont 1 pour les rangs entiers et pour le rang w et 0 pour les autres 

rangs : en effet 
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Hc^, .... ...), X) appartient à G £pj $si ^P 0"* 1 ^ n

< PÎ e t 

.... y^, ...) = 0. Cet élément appartient à p^G Ssi pour n <k 

et a « X p k (X < p n~ k) pour n >k. n n n 

Désignons par l'élément de 1 ( II ~— ) dont la seule composante non 

ième ^ 2 

nulle est la n+1 et est égale à 1 - et par x " l'élément de K V D : ( X ' , O ) . 
n r n 

Il résulte de ce qui précède que |x^| est une a)-base et que GC\G fp3 

est engendré par l'élément ( 0 ,1 ) = e 
00 t Z On désignera dans la suite par y' l'élément de ( ) dont les comoo-m n ^ 

santés sont nulles jusqu'à l'ordre m-1 et égales à p dans les autres cas 

et par y" l'élément de Kip (y ' , 0 ) . 

Théorème. Soit G un groupe dont les invariants de Ulm sont 1 pour les rangs 

entiers et le rang o> et Q pour les autres rangs. Soient x^ une orbase et 

y une suite d'éléments de G telle que m 

y m " p V l = V l 
et 

py 1 e G[PJ n P^G. 

Alors il existe *f e t il existe un homomorphisme injectif ¥ de G dans 

tel que 
<F(x ) = x' T(yJ = y" 

n n m m 

{o n x } », et py,, = e constituent un système libre du socle qui peut être H n n eN J1 w 
T 

complété en une base par {f.}. •» On peut alors construire des f. tels que 
j J £ 1 J 

si Yi désignant les composantes de f . "sur l'œ base x n, on ait : 
j J 

r n n r .r f - l y x = p f 

n<r-1 J J 

( 3 6 r - 1 ) (pf^ + x r" 1 . f f ) 

et fj a ses r-1 premières composantes nulles. 
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En effet, supposons cette suite construite jusqu'au rang r-1, 

r—1 r* r*i r-1 èrne on a fj e G[p J . Soit 6̂  sa r composante, alors 

(f. - ô . x ) € pb» 
J j 

r r r-1 r-1 r-1 Donc il existe y tel que py. = f . - 6 . x 

Désignons par e n les composantes de y^ et posons 

«r r r n n 

f. = y. - 2. e x 

J J nSr-1 

n ^ r r-1 r-1 r n n On a : pf. = f . - ô. x - > p s x . 
J J J n$r-1 

Les r-1 premières composantes du 1er membre étant nulles, il en est de même 

pour le second, ce qui implique 
n n n p e x = 0 

et 
«r ̂  .r-1 r-1 .r-1 

pf . + o . x = f . 
j J J 

Enfin 

r jr r-1 .r-1 r-1 rr-1 r-1 - r n n r-1 .r-1 r-1 
p f = p f - p ô x = t - 2. Y i X - p 6 x 

n^r-2 J J 

ème 

En examinant la r-1 composante des deux membres, il est guident que 

r-1 <r ~1 r-1 
p *j = yj • 

UTiontrer; 

On va maintenant qu'il existe vf et un homomorphisme f de G dans satis

faisant les conditions de l'énoncé, et que cet homomorphisme est uniquement 
r 

déterminé par sa restriction au groupe engendré par f et x^. 
Le groupe G^ est en e f f e t sans terme de hauteur infinie. Son socle est le 
sous groupe engendré par f̂  et p nx^, la hauteur des éléments dans G^ est 

la même que dans G et x constitue une urbase de G.. ^ n 1 

D'après les résultats précédents, il existe un homomorphisme 8 de Ĝ. dans 

1 P V 
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0(G^) ne contient pas l'élément {1,p,...,pn,..•). 

En effet, soit e l'élément correspondant de G^. L'élément ŷ  - e a toutes 

ses composantes nulles, donc ŷ  - e e P^G et pty^-e) = donc e^ e p W +^G, 

ce qui est contraire à l'hypothèse 

O C G ^ 

l 

Il existe donc une forme linéaire non nulle v£ * n — — } — — telle que 
1 pZ pZ 

h(vf""1(0))O 6(G ) (h étant l'injection canonique de n -~- > t n - ^ - O . 
p nz 

Soit x un élément de G[p r]. On va montrer par récurrence sur r 

qu'il existe des entiers inférieurs à p, À ,...,Xr uniques tels que : 

r-1 
y = x - / X. y . - X e aooartienne à G A . * 7 1 r-i r 0) 1 1 

Pour r a 1, le résultat est évident» 

Supposons le démontré pour r et soit x e G [ p r + 1 ] . px appartient à GJp 3^, 

donc il existe X^ tel que 
r-1 t 

p x - T X v . - A e = y y x + y v . f . 

(les sommes écrites sont toutes finies). 

En utilisant les relations 

p y i + 1 * V i - y ± 

p f j + 6 J x t = f j 
On obtient : 
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r-1 
H £ 1 Jr-i+1 r J1 j j 

r-1 

j i r-i-1 j j t L n n 
1 t,j n 

Le premier membre appartient à pG, les propriétés de l'a) base permettent 

d'écrire le 2ème membre sous la forme J p Ç x . On obtient de cette façon u n n n 
un élément du socle et une relation de la forme 

x - Ç X . y . , - X v* f t + 1 - J Ç x = l r x + I s f + X N „ J i *r-i+1 . , j j « N N N N N ^ J J r+1 o> 
I J > n N j 

r 

ce qui montre que x - Y X y M - A e € G 
^ i r-1 + 1 r+1 a) 1 

Supposons que A et X', satisfassent les conditions de l'énoncé, 
r-1 1 r-1 

alors px - l \'± y r^. - X ^ e^ et px - J \ ± - X p e^ 

sont éléments de G^, et l'hypothèse de récurrence montre que 

Xi = Xi p o u r * ̂  r° 

Donc CX - À' ) e € G , et comme G- on a aucun élément de hauteur infinie, r+1 r+1 eu 1 1 

Xr+1 ^ Xr+1" 

On construit alors Hf de la manière suivante : Pour x € G*[pr] 

f ( x ) - (G(x - Y X i y - X r s) • Y X y; X ) 

1 1 
r-1 

où x - y X. y . - X e € G.. 
i Jr-i r a) 1 

1 

Montrons que Hf est un homomorphisme* 

Soient x et y deux éléments de G et supposons que : 

r-1 
x " l h V i * Xr eo> € G1 

1 
r-1 

y - Y y. y . ~ y e € G. 
3 i 1 r""1 r 10 1 

r-1 
x-y - Y 6, y . - 6 e £ G. y £ i r-i r a) 1 1 
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On a : 

¥(x) - (9(x - ^ X. y r_ i - X r B ) * T X. y ^ , X r ) 

r-1 r-1 
v t y ) = (©(y - I y . y . - y e ) + l y . y' , y 1 v fr i r-i r a) ? i ^r-i r ; 

r-1 r-1 
ï ( x - y ) = ( e t x - y - £ ô. y . - ô e ] + Y ô. y ' 6 ) J v J £ i Jr-i r a) £ i Jr-i H 

La construction de *p montre alors 

f(x)-f(y)-¥(x-y) - Cl' \ ^r-i'^ ' ^ y i " £l *i K-Ï6J 

= (0, X r - y r - 6 + f(q.q.q,...)) 

r-1 
r i r où q est le quotient de 2, (A. - y . - ô . ) p par p c 
1 1 1 1 

Or, les relations entre x> y et x - y montrent que 

£ p 1 (Aj, - y. - 6.) = 0 mod p r + 

1 1 

r 

Donc l p 1 (Ai - y ± - 6±) = P
F (pK ~ X

r

 + yr + V * 

Donc q = - A r + y r + ô p 

et </>(q,q,q",..J + * r " V r " « r * q"
+ X r - y p - ô r =0 

* est injectif car si ¥ (x) - 0, il est facile de voir que A i = 0, et par 

conséquent x = 0. 

Conclusion. Les groupes dont les invariants de Ulm sont 1 pour les rangs 

entiers et œ et nuls pour les autres sont donc des sous groupes des groupes 

. Voici quelques questions à résoudre 

1) Les groupes sont-ils isomorphes ? (je ne le pense pas). 

2) Ces sous groupes de K^p sont-ils purs ? (la réponse me semble 

positive). 

3) Généraliser ce processus au cas d'invariants de Ulm quelconques ; 

le cas intéressant étant d'abord celui où l'invariant de Ulm 

d'ordre 2 n'est pas nul. 


