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THEOREME D'INDICE ET REGULARITE POUR UNE 

CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES ET DEGENERES 

par 

Dominique PREVOSTO et Jacques ROLLAND 

Résumé. On se propose d'étudier des problèmes aux limites, dans un ouvert fi régu

lier de lRn, associés à des opérateurs L elliptiques dans fi, dégénérés sur le bord 

r de fi, de la forme : 

Lu(x) = î P m - h ( x ; D J { Y ( x ) ^
m - r - h ) u(x)}, 

h=o 

où q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que 0 < r < m et q(m-r)^ (N, 

Pm"'1(x ;D ) est un opérateur différentiel d'ordre au plus m-h, Pm(x ;D ) est un 

opérateur d'ordre m elliptique dans fi et u n e fonction régulière équivalente à 

la distance au bord r. 

Pour tout entier p ̂  0, L est un opérateur linéaire continu de l'espace 

de Sobolev avec poids : m, „ ,m * m J L„ 

CS-r ( n ) = { u < s H ( n ) ; ? u e H 

muni de la norme canonique, dans l'espace de Sobolev usuel H^fi). 

On fait une hypothèse "d'ellipticité générale" sur l'opérateur L, qui 

implique que P r(x ; D x) est elliptique sur r. On introduit alors y opérateurs 

frontière Bj(x ; D x) tel que YB = (YBj ; j=l,...,y) soit un opérateur linéaire 

continu de i £ P _ r ( f l ) d a n s ^ H

r + P - m j i ( r ) . 

On montre que sous certaines hypothèses, le couple (L ; YB) est un opéra-

teur à indice de w m + p d a n s Hp J Hr +p-m 

q,m-rv ' ,'=i 

l'indice étant indépendant de pe DM. 

Le théorème est montré pour p = 0 dans [lÇJ. A partir de l'estimation a 
2 

priori L , on obtient, par la méthode des quotients différentiels, la régularité 

tangentielle ; on est alors ramené, pour la régularité normale, à étudier la 

régularité d'un opérateur différentiel ordinaire sur un segment [0,T[. 
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I. INTRODUCTION ET ENONCE DES RESULTATS. 

Soit Q un ouvert borné delR n, de frontière r, tel que a soit une 

variété à bord de classe C°°. On se donne une fonction (̂ e C°°([Rn ; IR) telle que : 

(a = {xe IRn ; y(x) > 0} ; 

4 r = {x€ [Rn ; (f (x) = 0} ; 

V x ^ r, grad (x) / 0. 

Soit L = L(x ; D ) l'opérateur défini sur n par : 
m** r 

Lu(x) = L(x;D x) u(x) = E P m~ h(x;D x) {(f ( x)
q( m" r" h) u(x)}, où 

( i ) q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o < r ± m et 

q(m-r)e DM ; 
m — h 

( ii ) pour tout h=o,...,m-r, P " (x ; D x) est un opérateur aux dérivées 

partielles à coefficients indéfiniment différentiables sur Q9 d'ordre 

inférieur ou égal à m-h : 
P m " h ( X ; D x ) = , l i h

P « " h ( X ) D " 1 

|-a I <m-h 
m h Si q(m-r-h) ̂ IN, P " (x ; D ) est, par définition, l'opérateur nul. 

A 

(iii) Pm(x ;D ) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans n, c'est-à-dire 
A 

que, pour tout x Q € fi et tout I R n M o } , on a : 

p"VxA ; ç) = z p m(xj ç a t 0. 
nr O ' II o r o' I a I =m 
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Pour tout h=o,...,m-r, on note Р™~ь(х ; D ) la partie principale d'ordre 
m ri x 

m-h de P m' h(x ; D Y). 
On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante : 

(C) Pour tout x Q€ г, tout xeft et tout (R n^ {o}, on a : 
m— r 

l-0<x0 , x . O - ^ £ 5 ( x 0 ; 0 f ( x ) 4 ( - ^ ) M . 

Cette condition implique que l'opérateur Pr(x ;D ) est elliptique sur r, 
A 

c'est-à-dire que, pour tout Xq<5 г et tout I R n M o } , on a : 
P|> 0 ; 0 / o. 
Pour tout x Q^ г, et pour tout couple de vecteurs de IRn linéaire

ment indépendants, soit y le nombre de racines т de l'équation : 
РГ

Г (x 0 ; ç + тс') = о 
telles que Im т > 0. On suppose que y ne dépend pas de x Q ^ r , et de (?,£') pour n=2. 

On définit alors y opérateurs frontière, à coefficients C°°(ft) : 

B.(x,D ) = z b. (x) , j=l,...,y , 
| o t | <m. J a x 

j 

où, pour j=l,...,y, m. est un entier inférieur ou égal à r-1. 
j 

On note YB = (YB. ; j=l,...,y), où Y est l'opérateur restriction à r. 
j 

On suppose que le problème (P r, YB) est régulier, c'est-à-dire que la 

condition suivante est vérifiée, (voir [8]) : 

(C) Pour tout xQ<e г et pour tout vecteur ç cotangent en x Qà r, le problème aux 

limites : r 

J P p ( V ç + g r a d f м D t ) V ( t ) = 0 

B°(>^; ç + grad f (x) D t) v | t = 0 = 0 

n'admet que la solution v=0 dans oû B?(x ;D ) désigne la partie prin-
+ J X 

ci pale d'ordre m. de B.(x ; D ). 
J J x 

(*) désigne l'espace des restrictions à IR+ des fonctions C°° surIR à 

décroissance rapide en t=°°. 
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Définition 1.1. Soient £N et le, Z. On note W (Q) l'espace des distributions — q,s 

H^~S(ft) telles que (ç^S H^(ft). On munit cet espace de la norme du graphe. 

Le principal résultat de cet article est le suivant : 

Théorème 1.1. Sous les hypothèses (C) et (C')3 pour tout p ^ IN, l
foperateur (L,YB) 

est linéaire continu et à indice de W^ +£ (9.) dans Yp(Çl) x n H r +P mj ^ ( r ) 5 et son 
q,m-rx ' v ' . v 1 

j ~~ 

indice est indépendant de p. 

Corollaire 1.1. Sous les hypothèses (C) et (C')3 si u ^ I//" m_ r(G) et si 
— ^ oo oo —- ' 

(L,YB) uCC w(fi) x n C°°(r)f alors ueC°°(ft). 
3=1 

Remarque 1.1. Si P r(x ;D ) est proprement elliptique, on peut prendre comme opéra-

teurs frontière le système des conditions de Dirichlet 

Y B. = Yj > J=o,...,y-l, 

où Y. = — r , avec v normale à r orientée vers l'intérieur de fi. 

J dv3 

Remarque 1.2. Le cas où q<l a été traité dans [2] ; et dans ce cas, la condition 

"d'ellipticité générale" (C) introduite ici doit être remplacée par la notion 

d'équation indicielle. Citons aussi [1] pour un cas particulier. 

I I. PRELIMINAIRES. 

II.1. Quelques espaces de distributions. 

II.1.1. Espaces de Sobolev avec poids S(I)* 

Soient q un nombre réel > 1 et s un entier >_ o tel que q s e IN, 4 € Z 

et I un intervalle de IR. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants : 

W* AI) = ( u ^ H £" S(I) ; t q s u e H£(I)}. 
q, b 

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de la norme du graphe. 
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Remarque 2.1. On a l'injection continue suivante : 

^ " U ( I ) = W q S ( I ) • 

où W £ (I) est l'espace introduit dans [3]. Pour les propriétés des espaces W,(I), 
CJS K 

voir [3]. 

Proposition 2.1. Pour tout entier k tel que 0£k<_s et qk^ IN, l'application : 

u 1 > t q ku est linéaire et continue de W £

 c(IR) (resp. W £

 c(tRJ) dans H
£~ S + k(lR) 

q, s q, 5 + 
(resp. H A _ s + k ( R + ) ) . 

Démonstration : Soit u appartenant à W C(IR). Désignons par u la transformée de 

Fourier, surlR, de u. On a : 

(1+|T|)£"s u(x)e L2(IR) et ( l+|x|) £ df u ( T ) 6 L2(IR) . 

Nous voulons démontrer que si k=o,...,s, avec qke IN, alors : 

( l+ |x | ) £ " s + k D q k u( T)e L
2(IR) . 

Il suffit de démontrer cette propriété sur[R+. Soit T > 0. Sur (o,T), 

on a : u(x)e L 2(o,T) et D q s u (x)e L 2(o,T) ; donc u (x)e H q s(o,T) ; par conséquent 

Dj k u(x)e H q ( s " k ) ( o , T ) c ; L 2(o,T). D'où : 

( l+ |x | ) £ " s + k D q k u (x)e L 2(o,T). 

Sur (T,+«>), on a : 

x £~ S u (x)€ L 2(T,+OO) et x £ D q s u(x)e L 2(T,+«>). 

On en déduit que, pour tout entier j=o,...,qs, on a : 

£" s +ïï i - 2 x q Dj U( T ) g l/(T,+«). 

En particulier, pour k=o,...,s avec qke tN, on a : 

T£-s+k Dqk u ( T ) € L
2(T,+CO). 

En regroupant les résultats sur (o,T) et sur (T,+°°), on obtient que 

( l + | x | ) £ ~ s + k Dj k u(x) appartient à L 2(IR +) , avec : 

| |(l +|T|)
£- S + K D q k u(x)|| <C |||(1+|T|)

£-S U(X)|| 2 + ||(l+|x|)*Dqs u(x)|| g 1, 
HR + ) 1 HR + ) l/(R+)J 

où C est une constante indépendante de u. 



II - 6 

On procède de manière analogue sur R. La proposition 2.1 est donc 

démontrée pour u appartenant à l'espace W q S ( R ) . 
0 

Le résultat, pour u appartenant à l'espace S(R +)» résulte du lemme 

suivant : 

Lemme 2.1. Il existe un opérateur de prolongement P linéaire continu de Ŵj S(IR +) 

dans (R). 

o 
Démonstration : Pour u appartenant à s(R +)> on pose : 

u(t) , si t_>o 
Pu(t) = 

< r 
I a- u(-jt) , si t < O, 

[j=l 3 

avec : r = max (qs-Jl, qs, £-s-l+qs) 

et où : r . 
s a- (-j) = 1, pour k=min (n-qs,-qs),..., max (£-s - l , - l ) . 

j=l J 

On peut trouver des a- satisfaisant ces conditions puisqu'il s'agit 
j 

d'un système carré de Vandermonde. 

1er cas : l >_ o et i-s >o ; dans ce cas, r -i - s-l+qs et k varie entre -qs et 

£-s-l. On a donc : 
r k 
2 a-i(-J) = 1 P o u r k=o,... ,£-s-l ; ce qui montre que P est linéaire 

3=1 3 

continu de H £ _ S(IR +) dans H
£" S(R). 

De plus, on écrit : t q s Pu = Q(t q su), 

o ù fv(t), si t > o 

< W > = J r „. 
I T̂çr V(t), Si t < 0. 

r

 k 

Comme z a. (-j) = 1 pour k=-qs,...,£-qs~l, on a : 
j=l J 

r Ot 

s £=- (-j)k" = 1 pour k' = o £-1 ; 
j« l H ) q S 
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0 0 

ceci montre que Q est linéaire continu de H ( IR+ ) dans H ( R) . On a donc démontré 

que P est linéaire continu de W £

 S(R +) dans W
£

 s(IR) . 

2ème cas : « , < o e t £ - s < o ; dans ce cas, r = qs-£ et k varie entre £-qs et -1. 

Pour montrer que P est linéaire et continu de H £ S(IR +) dans H
£ S((R), 

on montre que *P est linéaire continu de H S _ £(R) dans H^"£(1R+) . On a : 

< * H > u > s-a £-s = K $' P u > s-£, as 
Hq (R +)x H* S(IR +) H S *-(IR) x H* S(IR) 

D'où, par intégrations par parties : 

t r ai t 
P $ (t) = $(t) + z -f- * (- -7) » P ° u r t > 0. 

j=l J J 

r k 
On a : z a-(-j) = 1 pour k = £-s , . . . , - l ; 

j=l J 

donc : 
r 01 i 1 k' 
z -f (- 4) = -1 pour k' = o,... ,s-£-l. 
j=l J J 

Ceci montre que les s - a premières traces de V$ sont nulles. D'où la 

continuité de *P de H s - £ ( IR) dans H^" A(R +). 

Pour l'opérateur Q défini comme dans le 1er cas, on procède encore par 

dualité. On a : 
r k 
Z a-(-j) = 1 pour k=£-qs,...,-qs-l ; 
j=l J 

donc 
£ «.(-j)~qs \ (- i) k' = -1 pour k' =o,...,-i-l . 
j=l 3 3 J 

On en déduit la continuité de *Q de H_£(IR) dans H~A(IR+) ; d'où la 

continuité de Q de H£(IR+) dans H
£(IR) . 

3ème cas : i>_o et £-S£0 ; dans ce cas r=qs et k varie entre -qs et -1. 

La continuité de P de H £ _ s((R +) dans H
£~S(IR) se fait comme dans le 

2ème cas, par dualité. 
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La continuité de Q de H dans H (R) se fait comme dans le 1er cas. 

Le lemme 2.1 est donc complètement démontré. 

Par conséquent, la proposition 2.1 est démontrée pour u appartenant à 

Dans les lemmes qui suivent, m désigne un entier > o tel que qm appar

tienne à IN et p est un entier de Z. 

Lemme 2.2. Soit u appartenant à w"J+£(o,T). Ators3 pour tout j=o,...,m tel que : 
q ,m 

qje. IN, on a : t q j u g Hp+J'(o,T). 

Démonstration : Ceci résulte directement ae ia proposition ¿ . 1 . 

Lemme 2.3. Pour tout entier j=o,...,m tel que qje IN et pour tout entier k=o,...,j, 
l'opérateur : ._. ._, 

u 1 • t q j K Dj K u 

est linéaire et continu de W^+P(0,T) dans HP(o,T). De plus, si k>_lj cet operateur 

est compact de ^^^(0,1) dans HP(o,T). 

Démonstration : Soit u appartenant à W^ + p(o,T). Puisque u appartient à H p(o,T), 
q, m 

on a : tqj'~^ u€ H p(o,T), avec : 

||t q j~ J u|| <_ C ||u|| , où C ne dépend pas de u. 
Hp(o,T) Hp(o,T) 

On en déduit que : 

||t q j" j u|l < C ||u|| m + n 

Hp(o,T) " "lQo,T) 

La continuité de l'opérateur u i—*> t^"^ t?t *u est donc montrée pour k=j. 

Supposons que la continuité de cet opérateur ait été démontrée pour k=h,...,j 

avec h _> Q, et démontrons-la pour k=h-l, si h-l>_0. 

On a : u € Hp(o,T) et, d'après le lemme 2.2, t q j' u € H p + J(o,T). 
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Donc, u e W p + J.(o,T). D'après la remarque 2.1, on en déduit que u e Wpt^(o,T). 

Par conséquent, (voir [3]) : 

tqj-(h-l) u e H ^ - ^ - ^ t o . T ) . 

D ' ° Ù : DJ"^" 1) { t ^ ^ u l e HP(o,T). 

Or • 

' DJ-(h-l) { tqj-(h-l) u } = tqj-(h-l) D j - (h - l ) u +

j _ ( 5 _ 1 )

 c t qj-(h-l)-t Dj-(h-l)-£ u > 

t t £ = 1 £ t 

L'hypothèse de récurrence montre que pour tout £=1,... ,j-(h-l), on a : 

tqj-(h-l)-£ DJ-(h-l)-£ u e H p ( Q j ) > 

Par conséquent : t q j " ^ h _ 1 ^ DJ"^ h _ 1^u appartient à H p(o,T), avec : 

, t qj - (h - l ) 0 j - ( h - l ) u | | i C H . 

H"(o,T) ^ ( O . T ) 

Ceci achève la démonstration de la continuité. 

On montre maintenant la compacité de l'opérateur : 
u t qj-k DJ"k u 

pour j=l,...,m et k=l,...,j, avec qje IN. 

Soit (u n ;nelN) une suite bornée dans Wq
+ p(o,T). On peut en extraire 

une sous-suite, notée encore (u n ;nelN), qui converge faiblement vers u dans 

W^ +P(o,T). Par différence, on peut supposer que u=o. 

Montrons que la suite ( t q j ~ k D;j!~k u n ; n e IN) converge fortement vers 0 

dans HP(O,T) quand n + °° . 

On a : u

n

€ ^ + m ^ ° 9 ^ ^ " D'après la première partie de la démonstration, on en 

déduit que : t q j " k D^"k u p appartient à H
p(o,T). 

Par conséquent, t q j " k + 1 D^"k u n appartient à H
p(o,T). 

Or, puisque k>l , D. { t q j " k + 1 D^k u } = -i(qj-k+l) t q j"~ k D ^ k u +t q j"" ( k" 1 )DÎ" ( k" 1 )u 

appartient à Hp(o,T). 

Par conséquent : t q j ~ k + 1 ûj" k u n e H
p + 1(o,T), avec : 

l|tqj-k+i Dj-k u y < c « j ^ o £ j c e s t u n e c o n s t a n t e 

* n H p + 1(o,T) n V^J(oJ) 

indépendante de n e IN. 
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Or : DJ" k u R e H
p~ j + k(o,T), puisque u p € H

p(o,T). 

Done : DJ" k u n e w P £ k + 1 ( o , T ) , car H p~ j + k(o,T) H P~ q j + k(o,T). 

On en déduit (voir : proposition 1.2 de [4]) que tq^~k ûj" k u p e H
p(o,T) et que, 

pour tout n > 0 , il existe une constante > 0 indépendante de n « IN telle que : 

t n H P ( 0 j T ) t n HP+i( 0 > T) n t n Hp q J + K ( 0 j T ) 

<nC lluj ̂  + C ||DJ"k u J n ... 
~ N \ R p ( o , T ) 11 * n H p^ J + k(o,T) q,mv 7 v 7 

Posons : M = sup lluj m, „ 

Soit e > 0. On prend n = j^m • Ensuite, comme l'injection H p~ d + k(o,T)<£H p' q j + k(o,T) 

est compacte, il existe n Q e IN tel que, pour tout n _> n Q , on ait : 

Donc, pour tout n > n Q , on a : 

n t q j " k
 °Jt"k U J p 

X n Hp(o,T) 

Ceci prouve que la suite ( t q j _ k D^"k u ; n e IN) converge fortement vers 0 dans 

Hp(o,T) quand n -> + ». 

Le lemme 2.3 est donc complètement démontré. 

Lemme 2.4. Pour tout p ^ 2, l'opérateur D̂ . est linéaire continu et à indice de 

H P + 1(o,T) sur H P(o,T) 3 d'indice 1, et de Wq
+ P + 1(o,T) sur Wq + P(o,T) 3 d'indice 1. 

Démonstration : La première partie du lemme est triviale. 

Soit u é w ! J +m + 1( 0' T)- On a : u e H p + 1(o,T) ; donc D t u € H
p(o,T), avec : 

llD+ull n 1 e N I m m i i » o ù c e s t u n e constante indépendante 
Hp(o,T) W Q X 

de u. m+D+1 
D'après la remarque 2.1, on sait que u s W ^ m

P (o,T). Par conséquent, 

(voir [3]), t ^ " 1 u«s H m + p(o,T), avec : 
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l | t q r a " l u | H - ( 0 , T , i C | | U | l

C - ( „ , T , i C O o . T , ' 

Puisque 
tqm u e H m + P + l ( 0 j T ) ) o n a . „ { tqm u } € H m + P ( o J ) 5 a v e c . 

* H ^ o . T ) ( 0 j ) 

Or : D T { t
q m u} = -iqm t q m _ 1 u + t q m D T u. On en déduit que t

q m D tu appartient 

à H ^ o J ) , avec : 

1 H m + p(o,T) W ^ P + A(o,T) 

On a donc montré que D t u 6 K!|
+m(0'T)' a v e c : 

llD-i-ull I e llull m x r . x i » o u C e s t u n e constante indépendante 
* C £ ( ° > T ) M Î T ( ° > T ) q,nr ' q,m v ' 

de u. 

Montrons maintenant que est surjectif de ̂ ^ ( o . T ) sur W^ +^(o» T)-

Soit donc u e W^+J(o,T). Comme u e H p(o,T), il existe v ë H p + 1(o,T) tel que D tv = u. 

On a : t q m v € HP + 1(o,T). 

Or : D T 1 {t q mv} = c m + 1 t ^ - 1 v + E c. t q m - k D Ï + 1 - K v t m+1 k = Q k t 

= c ^ , t^-™" 1 v + E c. t q m " k D Ï " K u. m+1 k = Q k t 

Comme u € l/"+p(o,T), le lemme 2.3 permet de dire que, pour k=o,...,m, 
q »m 

tqm-k Dm-k u 6 H P ( o j ) . D e p l u S ) puisque v e H p(o,T), on a t^"" 1" 1 v e H p(o,T), 

(car qm-m-leJN). Donc : DJ*1 { t q m v } e Hp(o,T). 

Et comme t q m v € H p(o,T), on en déduit que t q m v e H m + p + i(o,T). Par conséquent : 

v e ^ p + 1 ( ° 

,T). La surjectivité de l'operateur D t est donc démontrée. 

Enfin, il est clair que le noyau de l'opérateur D t dans Wq
+^ + 1(o,T) est 

de dimension 1. 

Le lemme 2.4 est donc complètement démontré. 
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99 
Lemme 2.5. Soit p e TL et soit b(t)^ C ((R) telle que b(o) = o. Alors, pour tout 

j=o,...,m-l tel que q j e IN, l'opérateur b(t) t q^ D^ est un opérateur compact de 

W^P(o,T) dans Hp(o,T). 

Démonstration : pour p=q, le résultat est trivial. 

Pour p >_ o, la démonstration se fait par récurrence. Supposons donc que 

le lemme soit démontré pour p £ o et montrons-le à l'ordre p+1. 

Soit j un entier compris 0 et m-1, tel que qj€tN. Pour montrer que 

l'opérateur b(t) t q j est compact de W^ + p + 1(o,T) dans H p + 1(o,T) il suffit de 

montrer que b(t) t q j DJ est compact de W^ + p + 1(o,T) dans Hp(o,T) et que 

D, {b(t) t q j dh est compact de W^ + p + 1(o,T) dans Hp(o,T). 

Or, d'après le lemme 2.3, t q J est continu de w J j + p + 1 ( o > " 0 dans H ^ o J ) . 

Comme l'injection H p +*(o,T)c; Hp(o,T) est compacte, on en déduit que l'opérateur 

b(t) t q j est compact de wJj + p + 1(o»T) dans Hp(o,T). 

De plus : D t {b(t) t
q j D"j} = -i[b'(t)+qj ^ - ] { t q j D̂ } + b(t) t q j DJ {Dj..} . 

Comme b(t) € C°°(|R) et que b(o) =o, on déduit que [b'(t)+qj ^^-]€C°°(IR) ; 

par conséquent : [b'(t)+qj ^ - ] { t q j D̂ .} est compact de wJj + p + 1(o,T) dans Hp(o,T). 

Enfin, comme D T est continu de
 Wq +^ + 1(o>T) dans Wq + p(o,T) et que, par hypothèse 

de récurrence, b(t) t q j D^ est compact de w T ^ o . T ) dans H p(o,T), on déduit que 

b(t) t q j DJ {Dt.} est compact de W^
p + 1(o,T) dans Hp(o,T). Par conséquent, 

D t {b(t) t q j DJ} est compact de W^ p + 1(o,T) dans Hp(o,T). On a donc montré que 

b(t) t q j DJ est un opérateur compact de W^ p + 1(o,T) dans H p + 1(o,T). Le lemme est 

donc démontré pour p ̂  o. 

Pour p _< o, on procède encore par récurrence. Supposons que le lemme 

soit démontré pour p £ o et montrons-le à l'ordre p-1. 
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Soit j un entier compris entre 0 et m-1. Comme toute partie bornée de 

(o,T) est l'image par l'opérateur d'une partie bornée de W m + p(o,T) , 

il suffit de démontrer que l'opérateur b(t) t q j (D̂ ..} est compact de 

l/"+p(o,T) dans.H p - 1(o,T). Or, on a : q,nr ' v ' 

b(t) t q j D J {Dt.} = D T {b(t)t
q j DJ} + i[b'(t)+qj t q j . 

L'opérateur [b'(t) + qj ̂ f t t q j DJ est continu de w"*P(o,T) dans 

HP(o,T) ; comme l'injection Hp(o,T) Q H p" 1(o 9T) est compacte, cet opérateur est 

compact de v/"+p(o,T) dans H p _ 1(o,T). De pl us, par hypothèse de récurrence, 

b(t) t q j D̂ . est un opérateur compact de Wq +£(o> T) dans Hp(o,T) ; donc 

D. (b(t) t q j d{} est un opérateur compact de W™ + p(o,T) dans H ^ ^ o J ) . 
L L CJ ,lll 

Par conséquent, b(t) t q j D̂ . {D^.} est un opérateur compact de Wq +^(°» T) d a n s 

H p~ (o,T). Ceci achève la démonstration du lemme pour p <_ o. 

Le lemme est donc complètement démontré. 

II. 1.2. Espaces de Sobolev avec poids W £

 c(IR
n) et W* C ( R " ) . — „ , q*s q,s + 

Soient q un nombre réel > 1 et s un entier >_ 0 tel que qs€ IN, ze. Z et 

I un intervalle de R. On définit les espaces de Sobolev avec poids suivants : 

W„ c(IR
n) = {u€H £~ s(R n) ; t q s u * H£(|Rn) } q *s 

w n c ( R ï ) = {U€H £" S(R") ; t q s u e H £(R") } q, s + + + 
et 

W„ C(I ;L
2 ( R n - 1 ) ) = {U€H^" S(I ;L 2dR n _ 1)) ; t q s ue H*( I ; L 2( IR n _ 1) ) }. 

q* 5 

Ce sont des espaces de Hilbert si on les munit de la norme du graphe. 

Remarque 2.2. On a l'injection continue suivante : 

W^ s(IR
n) ç. w J j q s(IR

n) = W*$(IR
n) , 

où (R n) est l'espace introduit dans [2]. De même sur IR". Pour les propriétés 

de ces espaces, voir [2]. 
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Proposition 2.2. Soient ï € Z et se IN tel que qse IN. Alors, pour tout entier k 

Qk 

teZ- que o < k < S et qke IN, l'application : u 1 — » t M u est linéaire et continue 

de W ^ s ( R
n ) (resp. W* j S(1R"); dana H

£" S + k(IR n) (resp. H £ _ S + k ( Rj) ;. 

Démonstration : 

1er cas : i-s >_o. Soit u e W n S ( K ). On a, puisque % et ji-s sont des entiers >_ o : 

u â H£~S(IR ; L 2^"" 1)) et t^ s u € H£(IR ; L 2 ( R n - 1 j ) . 

Par transformation de Fourier surIR, on obtient, de la même façon que 

pour la proposition 2.1, que t q k u«=H £ _ s + k(IR ; L 2(IR n" 1)), pour k=o s tel que 

qke IN. 

Comme fc-s+k>o, on a : t q k u € L2(IRn) . Pour montrer que t q ku appartient 

â H £ _ s + k ( I R n ) , il suffit donc de montrer que D*~ s + k {t q ku} appartient à L2((Rn) et 

que, pour i=l,...,n-l, D*~ s + k {t q ku} appartient à L2(IRn) . 
xi 

Nous avons montré que t q k u ê H £~ s + k(IR; L 2 ( ( R n " 1 ) ) . Par conséquent : 

D£-s+k { tqk u } a p p a r t i e n t à L

2 ( J R n ) . 

Par ailleurs, u e H £ _ s(lR n) et t q s u € H£(|Rn) ; donc ueL 2(K ; H^^IR"'1)) 

et t q s u e L 2 ( I R ; H £(IR n~ 1)) . Un théorème de dérivées intermédiaires, appliqué 

après transformation de Fourier surIR, permet d'en déduire que, pour tout entier 

k=o,...,s tel que qkelN, on a : t q k u«=L 2(IR; H

J l " s + k ( ( R n _ 1 )) . D'où, pour 

i=l,...,n-l : D*~ s + k {t q ku} «S L 2(fR n). 
xi 

La démonstration de la proposition 2.2 est donc achevée sur IRn lorsque 

i-s >_0. 

2ëme cas : £-s < o. Soit u e w j c(IR
n)- On définit une distribution v sur K n par : 

q » s 
A=s_ 

-1 2 2 2 -
v(x) = y {(l+|ç'| +T ) u (£',T)} (x), où . désigne la transformée de Fourier 

sur I R n et SF^ désigne l'inverse de la transformée de Fourier sur R n . 

Comme u e H £ " s ( I R n ) et t q s u e H £ ( R n ) , on a : v e L 2 ( R n ) et 

t q s v e H s ( ( R n ) . Donc, v appartient à c ( l R n ) . Et, d'après le 1er cas, pour 
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tout entier k=o,...,s tel que qkelN, on a : t q l < veH k((R n). On a donc, pour tout 

k=o,...,s tel que q k ^ N , v é wjj k(IRn) Ç N q ^ ^ ) • D'après [2], on en déduit que, 

pour tout j=o,...,qk, on a : tq'c"J" v e H^"^(IRn). Par conséquent, pour tout 

k=o,...,s tel que qkelN et tout j=o,...,qk, on a : 
k-j £-s 

(X) V C P . (l+U'^+T 2)" 2" D P {(l + l ç ' l 2 ^ 2 ) " 7 " } D

q k _ j " P G(ç', T)e L2(IRn) . 
p=o K' J T T 

On a : D p {(1 +U'|
2

+T
2) 2 } = z (l+U'| 2+x 2) 2 . oû [f] désigne 

r =L2j 
le plus petit entier positif ou nul supérieur ou égal à ̂  . 

k-qk+£-s 

Pour j=qk, la formule (X) donne : (1+|Ç'|2 + T2) 2 u e L 2 ( | R n ) . 

Pour j = qk-1, on a : 

k-(qk-l) £-s k-qk+l+£-s j 

|(1+U'| 2

+T
2) 2 D t{(1+U'|

2

+T
2) 2 } u | < C | x|(l+|ç'|

2

+ T

2) 2 ~| G | 
k-qk+£-s 

< C (l+|ç'|2+x2) 2 |u|eL2(IRn) . 
k-(qk-l)+£-s _ j 

Donc, T(1+|Ç'|2+T2) 2 u appartient à L2(£Rn) . Et, par différence, 
k-(qk-l)+£-s 

la formule (*) donne que (1+|Ç'|2+T2) 2 D t ueL
2(IR n) . 

Soit maintenant j un entier tel que o<j<^qk-l. Supposons, par récurrence 

que, pour j' = j et j' = j+1, on ait, pour tout p = o,... ,qk-j' et tout r = £|] ,... ,p : 

x 2 r " P ( 1 + l c ' l V ) " 7
 " Df- J*'- p u € L 2 ( I R n ) . 

Soit alors p=l qk-(j-l) et soit r = [ f ] + 1.--..P- On a : 

k-(j-l)+ft-s _ 
| T2r-p ( 1 + | Ç . , 2 + T 2 )

 2 " Dqk-(j-l)-p ; ! 

l C | T 2 ( r - l ) - ( p - l ) ( 1 + u , | 2 + T 2 ) - T " Dqk-J-(P-D J |6 LZ,,,», , 

d'après l'hypothèse de récurrence car p-1 est compris entre 0 et qk-j et r-1 est 

compris entre [ ̂ ll J e t p-1. 

Pour r = £ | -J , si p est impair, le calcul précédent est toujours valable 
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car [|J -1 = [-^"J • Si p est pair, on a : 

k-(j-l)+i,-s-p 

( i + U ' l 2

+ x
2 ) ~ ^ Dqk-(M)-P u = 

k-(j+l)-H-s-(p-2) 
( 1+1 ç . 12+T2 j - 4 — ^ Dqk- ( j +l ) - (p-2) ; fi L2 ( ̂ n } ̂  

par hypothèse de récurrence puisque o£p-2 <^qk-(j+l). 

Et, par différence, la formule (X) montre que : 

k-(j-l)+&-s 

( l+|ç' | 2

 + x 2) 2

 D q M M ) Û e L 2 ( l R n ) . 

On a donc montré par récurrence que, pour tout j=o,...,qk, tout 

p=o,... ,qk-j et tout r = ,... ,p , on a : 

k-j+it-s 

T 2 R" P ( l + U ' | 2 + t 2 ) ~ ^ r D q k " j - p u6L 2(F N). 
En particulier, pour j=o et p=o, il vient : 

k+£-s 

(1+|Ç'|2 + T2) 2 D q k u<£ L 2(R n) . 

ok £~s+k n 
Ceci prouve que t M u appartient à H (R ) . La proposition 2.2 est 

donc montrée surR n, dans le 2ème cas. 

Le résultat, lorsque u appartient à S ( R + ) » découle du lemme suivant : 

Lemme 2.6. Il existe un operateur de prolongement P linéaire et continu de 

W ^ d R ? ) dans wJFS(F
nj. 

Démonstration : 

{ u(x' ,t), si t o 
r 
I a. u(x',-jt), si t <o, 

j=l J 

r k 

avec r = max (qs-£, qs, £-s-l+qs) et où i a. (-j) = 1 
3=1 J 

pour k = min (£-qs, -qs),..., max (A-S-1,-1). On peut trouver des a. satisfaisant 

j 
ces conditions car il s'agit d'un système carré de Vandermonde. 
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On montre, de la même façon que pour le lemme 2.1, que P est un 

opérateur linéaire et continu de S(IR+) dans $(IR
n) . 

Dans les deux lemmes suivants, m et r sont deux entiers tels que 

o < r <_ m et q(m-r)e IN. 

Lemme 2.7. Soit pelN et soit u e ̂ q +^-r^+^ que* Pour tout i=l,...,n-l , 

on ait D u ê W™"P ( £R̂? ) . Alors, pour tout h=o,...,m-r tel que q(m-r-h)e IN x ̂  q, m"" r • T 

et tout a = (a'jajé INn tel que |a| £ïïl-h et a^<m-h, on a : 

D a ; D«n { t q ( « n - r - h ^ H p t l ( R n } f a y e c . 

| | D a ; D^n { tq(m-r-h) u } | | c { | | u | +

 n " x j, u | | 

x t H P + l ( R n } W^P.r(IR;) i=l xi ^ ( R j ) 

où C est une constante indépendante de u. 

Démonstration : D'après la proposition 2.2, on a t q( m" r - h) u <£ H M + P _ H ( I R " ) . 

1er cas : |a| <m-h. Alors, on a : Dj! D^n

 { tq(m-r-h) u } e Hm+p-h-1« I ( } 

Comme m-h-|a|>l, on a donc : D"! D" 1 1 {t q^" r" h'u}eH p + 1(|R") , avec : 

llDj! D^n

 { tq(m-m-h) u > | | c ||u|| n , où C est une 

constante indépendante de u. 

2ème cas : |a| = m-h. Comme a n < m-h, il existe i=l,...,n-l tel que >_ 1. Alors : 

D°\ D° n

 { t

q( m- r- h) u} = DK û! n

 { t

q( m- r- h) D ¥ u} , 
X L X L X ̂  

avec : 
g' = (o^,..., a i_ 1 , a i + 1 a ^ ) . 

Si Ton pose g = (B',aJ, on a : |e| <m-h. De plus : D v uel/"
+P JR?) . 

n x ̂  q, ni"" r + 

On applique le premier cas à D u . Par conséquent : D*| D.n {t q^ m' r" h^u}e H p + 1 ( f") , 
X ,* A u ' 

||D«: D^n

 { tq(m-i-h) u > | | ( u|| n > où C est une 

x t H ^ r J ) xi R?) 

constante indépendante de u. 

Le lemme 2.7 est donc démontré. 
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Lemme 2.8. Soient p e D et u e W^JJ.^ K+) * S i p o u r i = 1 » - • • » n _ 1» D

x.
u e Wq!m-r( I R+) 

et si u e W ^ r (R+J L 2 ( R n _ 1 ) ) , alors U € W ^ - r < K + > » a y e e : 

f n 1 

ou C est «ne constante indépendante de u. 

Démonstration : On a : u e HP+R(IR") ; donc, pour £=o,... ,p+r, on a : 

u e H p + r ' A ( R + ; H ^ I R " " 1 ) ) . 

Puisque, pour i=l,...,n-l, D x

 WqtS-r(IR+) ' on a : Dx. u € "^("O '* 
Donc, D u e H p + r ~ £ ( R ; H £(R n~ 1)) pour £=o,...,p+r. Par conséquent, pour tout 

xi 
£=o,...,p+r, on a : , -

u e H p + r £ ( R + ; H £ + 1 ( R n l)) . 

Mais on a, de plus, par hypothèse : u e w j j + p ^ ( I R + ; L
2(IR n" 1)) ; donc 

u e H r + p + 1 ( l R + ; L 2 ( F n " 1 ) ) . 

Par conséquent, pour tout £=o,.,p+r+l, on a : 

u e H p + r + 1 - £ ( i R + ; H^R"" 1)). Donc, u € H P + R + 1 ( RJ ). 

Pour montrer que u e Wq +^pCR+) » 1 1 reste à prouver que : 

tq(m-r) ugH^P+^RJ)! 

Par hypothèse, t q( m - r) u e H m + p(Rj) ; donc, pour tout £=o,...,m+p , 

0 0 3 : t q( m- r) u € H m + p - £ ( R + ; H W 1 ) ) . 

De même, t q ^ m _ r ^ D u e H m + P ( I R " ) , pour i=l,...,n-l. Donc, pour tout i=l,...,n-l 
xi 

et pour tout £=o,...,m+p, on a : 

D {tq(m-r)u}€HM+P"£ (R+ ; HW"
1)). 

xi 

Par conséquent, pour tout £=o,...,m+p , on a : 

tq(m-r) u 6-rf«H-p-A ( R +. H^TR""1)). 
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Comme u e W^(IR+; l-V"
1)), on a : t q^" r> u e HM+P+1(0R+ ; LV"

1)) . 
On a donc : t q ( m _ r ) u € H m + P + 1 ~ £ (R +; Ĥ f tR n _ 1)), pour tout £=o,... ,m+p+l. 

Ceci implique que : t q( m- r) u e H^P+^RJ) . 

Le lemme 2.8 est donc démontré. 

II.2. Etude d'un opérateur différentiel ordinaire. 

II.2.1. Notations et résultats. 

Soit M l'opérateur différentiel défini sur (R par 
m-1 

M(t,D.) u(t) = D™ ( t q m u(t)} + E a.(t) {t q j u(t)} 
1 j=o J z 

où 

( i ) q est un nombre réel > 1, m un entier > o tel que qme IN ; 

(ii) pour j=o...m-l, a.e C°°(IR) et a. = o si q. ̂ IN. 
j j j 

On considère l'hypothèse suivante : 

(H) Pour tout t e [R et tout T e IR, on a : 

M n(t ,x) = xm t q m + V a.(o) Tj t q j * o. 
j=o J 

Cette condition (H) est équivalente à dire que les polynômes 

m-1 
P+(T) = T + Z a.(o) x J 

j=o J 

et m j 
P"(T) = ( -D q m TM + l a.(o) (-l)qj x j 

j=0 J 

n'ont pas de racine réelle. On notera m + (resp. m_) le nombre de racines T de 

P +(x) = o (resp. P"(T) = o) telles que Im x > o. 

Théorème 2.1. Sous l'hypothèse (H)3 pour tout, pe Z et tout T >o, M(t,D̂ .) est un 

operateur linéaire continu et à indice de ^^("^jT) s u r H^(-T,T) d'indice indé

pendant de p et égal à m-m + + m_ . 
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Corollaire 2.1. Sous l'hypothèse (H); soit ï. Si u appartient à Wq +£(* T> T) ei> 

si M(t,D.) u appartient à H P + 1(-T,T), alors u appartient à W m + P + 1(-T,T) et on a : 
^ • q,m 

Il "Il < C {||M(t,D )u|| j + ||u|| } 
Cm ("T'T> HP+1(-T,T) CS (" T , T ) 

où C est uns constante indépendante de u. 

Corollaire 2.2. Sous l'hypothèse (H), si u&0'(-T,T) et si M(t,Dt) u e C°°(-T,T), 

alors u € C°°(-T,T). 

On retrouve ainsi un résultat qui découle du théorème 4.2 de [5] et du 

théorème 3 de [6] . 

Le théorème 2.1 se déduit d'une étude sur (o,T). 

Pour cela, on introduit l'hypothèse : 

(H ) Pour tout t e R + et tout T £ K, on a : 

M o(t ,x) / o. 

Ceci équivaut à dire que le polynôme P+(T) n'a pas de racine réelle. 

Théorème 2.2. Sous l'hypothèse (H+)3 pour tout p€zï et tout T > o , M(t,D^.) est un 

opérateur linéaire continu et à indice de W^+Jîj(0>"0 s u r H P(o,T) 3 d'indice indé

pendant de p et égal à m-m + . 

Corollaire 2.3. Sous l'hypothèse (H+)3 soit p^Z et soit u e Wq + P(o,T) tel que 

M(t,D.) u e H P + 1(o,T); alors u W m + P + 1(o,T) et on a : 
L U ,III 

N xn+D+l < C f||M(t,D ) u|| j + ||u|| 

C ( 0 J ) 1 H ( 0 > T ) C ( o J )

 t 

où C est une constante indépendante de u. 

(*) 

Corollaire 2.4. Sous l'hypothèse (H +) 3 si ue^'([o,T])\ et si M(t,Dt) ueC°°([o,T]) 

alors u € C°°( [o,T] ). 

(*) *#'([°>T]) désigne l'espace des restrictions à (0,T) de^)'(lR). 
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IL2.2. Démonstration du théorème 2.2 pour M (t,Dj.). 

Proposition 2.3. Sous l'hypothèse (H +) 3 M (t,D^) est un operateur linéaire continu 

à indice de m(o>T) sur L
2(o,T) 3 d

findice m-m + . 

Démonstration : Cette étude est analogue à celle faite dans [10]. On fait le chan
t a 1 % % 

gement de variable : y = iq+T" S e t > d a n s l'équation : t M

0(t»
D

t) u(t) = t *f(t) 

% % 
on fait le changement de fonctions fj(y) = t L f(t), w(y) = t ù u(t). 

L'équation précédente devient : 

P(y.Dy) w(y) = P Q(y,D y) w(y) + Pjty.Dy) w(y) = f^y) 

où : m-1 . 

W • Dy + £ aj<°> Dy 

et m j _. ._. 
1 y j=o k=l J K y 

On a : 

u€Wq>(o,T) w € A""' y(T)) î 

f é L 2 ( o , T ) f1e L 2(-«, y(T)). 

L'hypothèse (H+) implique que P 0(y»D y) est linéaire continu et à indice 

de Hm(-°°> y(T)) sur L 2(-~, y(T)), d'indice m-m + . 

Les coefficients de Pj(y,D^) tendent vers 0 quand y tend vers -°° , et 

l'ordre de Pi(y,D ) est inférieur ou égal à m-1 ; on en déduit que P^y.D ) est 

compact de Hm(-°°, y(T)) dans L2(-°°, y(t)) ; par conséquent, P(y,Dy) est à indice, 

d'indice m-m + , de H
m( —, y(t)) dans L 2(-», y(T)). 

Par un argument de perturbation, on obtient facilement la surjectivité 

de P(y,Dy) de H
m(-<», y(S)) sur L 2(-«, y(S)), pour S assez petit tel que o < S < T , 

car la norme de P^y.D ) dans ^ ( H m ( —, y(S)) ; L2(-°°, y(S))) tend vers 0 quand 

S tend vers 0. 
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En revenant à la variable t, on a donc démontré que MQ(t,D^) est à 

indice, d'indice m-m. , de m(o,T) dans L
2(o,T) et qu'il existe S, avec o < S < T , 

tel que M Q(t,D t) soit surjectif de W^ m(o,S) sur L2(o,S). 

Démontrons maintenant la surjectivité de M Q(t,D t) sur (o,T) : 

Soit f€L 2(o,T) ; il existe u £ w J j^o.S) tel que M Q(t,D t) u = f 

sur (o,S). 

Soit (f une fonction de£){$+), égale à 1 sur ( 0 , 4 ) et à 0 sur (S,T), 

avec 0 £ ^ <_1. On a : 

M Q(t,D t) ( (f u) = f sur (o, S/2 ) 

et M

0(*»D t) ( (f u) = g sur (S£,T) avec g € L2(o,T). 

Soit v £ H m(%,T) tel que : 

M Q(t,D t) v = f-g 

et D^ v (S/2) = o pour j = o ... m-1. 

••v SA 
Si v désigne le prolongement par 0 de v sur (0, £), on a : 

* € Wq,m(°' T) 

M Q(t,D t) v = f-g sur (S/2,T) 

et M (t,D.) v = o sur (0,%). 

Posons : = ^ u + v ; on a : 

et M Q(t,D t)# = f sur (oj). 

Ceci démontre la surjectivité de M

0(t>D t) sur (o,T). La proposition 

2.3 est donc démontrée. 

Pour démontrer le théorème 2.2 pour p/o, on utilise la méthode de [3]. 

On écrit : 

M Q(t,D t) = M ^ t . D ^ + M 2(t,D t), 

oû : 
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n m m m " l n - î -i 

M 1 (t,D.) = t q m D; + z a.(o) t q j Dj 
i x 1 j=o J z 

m J ai-k i-k et M 9 (t,D.) = z s a . . t q j K Dj k 

ù Z j=l k=l J' K 1 

avec a. . = o si qj fÈIN. 
J > K 

Le lemme 2.3 nous dit que l^tjDj.) est un opérateur compact de Wq +^(°> T) 

dans H p(o,T), pour tout p dans 2. 

Démontrons que Mj(t,Dt) est un opérateur à indice, d'indice m-m + , de 

W^ p(o,T) dans H p(o,T), pour tout p dans Z. 

Pour p=o, ceci découle de la proposition 2.3 et du fait que M 2(t,D t) 

est un opérateur compact de WJjlj m(o,T) dans L
2(o,T). 

Supposons le résultat démontré pour p >_ o et montrons-le à l'ordre p+1. 

Pour tout u € w"] + p + 1(o,T), on a : q,m v ' 

D t {M^t.D^u} = (M1(t,Dt) + M'(t,Dt)} (Dtu) 

M'(t,Dt) = i {qm t ^ "
1 D™"1 -f V q(j+l) a j + 1(o) t ^ * 1 ^ 1 DJ

t } . 

Le diagramme : 

M. + M' 

C ( o > T ) • > h P ( o J ) 

t " 

C + 1 ( 0 J ) — ~ * h P + 1 ( o J ) 

est donc commutatif. 

Par hypothèse de récurrence, Mj(t,Dt) est un opérateur à indice, 

d'indice m-m, , de W^+p(o,T) dans Hp(o,T). D'après le lemme 2.3, M'(t,D.) est 
T q ,m t 

un opérateur compact de w ^ ( o » T ) d a n s Hp(o,T). 
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Le lemme 2.4 et le fait que le diagramme soit commutâtif permettent 

de conclure que M 1(t,D t) est à indice, d'indice m-m + , de
 Wq + Jj j + 1(o»T) dans 

H P + 1(o,T). 

Pour p < o, on utilise la même méthode : on suppose que le résultat 

est vrai pour p+1 ; et, comme ci-dessus, on le montre pour p. 

La compacité de M 2 (t,Dt) de
 Wq +£(°> T) d a n s L 2(°> T) n o u s permet de 

conclure que M

0(t>
D

t) est à indice, d'indice m-m + , de
 Wq +Jjj(°>T) d a n s H p(o,T), 

pour tout p dans Z. 

Puisque l'indice est constant, la codimension de M Q(t,D t) (Wq
+P(o,T)) 

dans Hp(o,T) est constante. La surjectivité de M Q(t,D t) de m(o,T) sur L
2(o,T) 

entraine la surjectivité de M Q(t,D t) de
 W ^ ( 0 » T ) s u r Hp(o,T) pour tout p dans Z. 

Ceci achève la démonstration du théorème 2.2 pour M Q(t,D^). 

II.2.3. Démonstration du théorème 2.2 pour M(t,D t). 

On a : M(t,Dt) = MQ(t,D^) + [M(t,Dt) - M Q(t,D t)] 

0 U • M(t,D.) - Mn(t,D.) = E b.(t) t q j DJ

f 

. j=o J 1 

avec b.(t)€C"(R) et b.(o) = o. 

J J 
Le lemme 2.5 montre que M(t,Dt) -M Q(t,D t) est un opérateur compact de 

W^P(o,T) dans Hp(o,T). 
D'après II.2.2, M (t,D.) est à indice, d'indice m-m. , de W^JVo,!") 

u x» • q, ni 

sur Hp(o,T). Ceci entraîne que M(t,D.) est à indice, d'indice m-m , de W m + p(o,T) 
L « q, m 

dans Hp(o,T). 

Pour montrer la surjectivité de M(t,D t), on procède comme suit : 

M (t,D.) admet un inverse à droite R de L^(o,T) dans l/" m(o,T) ; l'application 

f > R f (où f est le prolongement par 0 de f sur (S,T)) est un inverse à droite 
2 m 

pour M (t,D. ), de L (o,S) dans W m(o,S) pour tout S €]o,T], de plus, sa norme 

est indépendante de S. 
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Par un argument de perturbation, on en déduit facilement qu'il existe 

m 2 S assez petit tel que M(t,D.) soit surjectif de W m(o,S) sur L (o,S), car la 
"C q , m 

norme de [M(t,Dt) - M Q(t,D t)] tend vers 0 lorsque S tend vers 0. 

La méthode utilisée pour M Q(t,D t) permet d'obtenir la surjectivité de 

M(t,Dt) de W^ m(o,T) sur L
2(o,T). 

Puisque M(t,Dt) est à indice, d'indice indépendant de p, la codimension 

de M(t,D.) (W^ p(o,T)) dans Hp(o,T) est constante. Comme M (t,D.) est surjectif u q, m u 

de Wjj m(o,T) sur L
2(o,T), on obtient que M(t,Dt) est surjectif de W^

p(o,T) sur 

H p(o,T), pour tout p € Z. 

II.2.4. Démonstration du théorème 2.1. 

Proposition 2.4. Sous l'hypothèse (H)3 M(t,Dj.) est un opérateur linéaire continu 

et à indice^ d'indice m 3 de W^
+P(-T,0) sur H P(-T,o) 3 pour tout p € Z. 

~ q >m 

Démonstration : On fait le changement de variable y = -t. L'opérateur M(t,Dt) 

devient : m-1 . . . . „ m^ m m 

N(y.Dy) = z a j (y) D£ ( y * . ) + ( - D q m + m (y q m.). 

Puisque M(t,Dt) vérifie l'hypothèse (H), on a : 

Pour tout y e (R et tout x € IR , NQ(y,x) / o et le nombre de racines x de NQ(l,x) =o 

telles que Im x > o est égal à m - m_ . 

Le théorème 2.2 nous dit que N(y,Dy) est à indice, d'indice m-(m-m_) =m_ , 

de W^+p(o,T) sur H p(o,T), pour tout p € Z. 

En revenant à la variable t, on obtient que M(t,Dt) est linéaire continu 

à indice, d'indice m_ , de W™+p(-T,o) sur Hp(-T,o). 

Pour démontrer le théorème 2.1, on utilise le diagramme commutatif 

suivant : 
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O - T ' ° ) x C ( 0 ' T ) — * h P ( " T j 0 ) x h P ( o J ) 

r r 

W£P(-T, T) > HP(-T, T) 

où r(u) = ( U | ( . T f 0 ) , u | ( o J ) ). 

Le théorème 2.1 découle du lemme suivant : 

Lemme 2.9. Stoit p^Z ; l'opérateur r est linéaire continu et à indice3 dfindice 

-p, de HP(-T,T) dans HP(-T,o) x HP(o,T) et de W^ P(-T,T) dans W^ P(-T,o) xW^ P(o,T). 

Démonstration : La première partie est triviale. 

Pour démontrer la seconde partie, on utilise le diagramme suivant : 

C < - T J > — r C ( - T - 0 ) x C ( 0 - T > 

A î 

D t D t x D t 

^(-T.T) > C + 1 ( " T ' 0 ) X 0 ° ' T > 

L'opérateur D t étant à indice, d'indice 1, de
 Wq +^ + 1(" T> T) dans 

W n + E ( - T ' T ) ' de ̂ ^(-T.o) dans WM+P(-T,o) et de WM+P+1(oJ) dans W*+P(o,T), q,mv 1 q,m x 1 q,mv 7 q,m v ' q,mv ' 

le lemme 2.9 sera démontré si l'on montre que r est à indice, d'indice 0, de 

wî! m(- T> T) d ans W*J m(-T,o) x w"J m(o,T). q,mx 1 q,mv 1 q,mv ' 

Soit (u, , u 9 ) € w"J m(-T,o) x wj m(o,T). On note u la distribution X ¿1 q, m q, I N 
2 

définie par u|(_y 0)
 = ui e t u | ( 0 y)

 = u2« ̂ n a : u ^ L (~T,T). 

Pour montrer que t q m u é H m(-T,T), il suffit de démontrer que : 

Dj ( t q m u)€ L 2 (-T.T). 

On a : D? ( t q m u) = Z C u et : 
j=o J z 
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D™~J U - D"J"J U x - Df~
J U 2 =

 M E 1 a. Ô ( i ) , pour j=o ... m, 

car c'est une distribution à support réduit à {o}, qui appartient à H J~ m(-T,T). 

On a donc, pour j=o m : 

tqm-j nm-j u = tqm-j + tqm-j ^ j " ^ 

d'où D* (t q mu)€ L 2(-T,T), soit t q m u 6 Hm(-T,T). 

Ainsi, la surjectivité de r, de m(-T,T) sur W™ m(-T,o) x l/" m(o,T) 

est démontrée. L'injectivite de r est évidente ; le lemme 2.9 est donc démontré. 

III. THEOREME D'INDICE DANS Q. 

III. 1. Estimations a priori dans [R" . 

On considère l'opérateur L = L(x,t ; D v) défini sur |R
n par : 

A 
m- r 

Lu(x) = L(x,t;DJ u(x) = £ P m" h (x ; D J {t cl( m _ r- h) u(x)> , 

où h=° 

( i ) q est un réel > 1, m et r sont deux entiers tels que o<r<_m et q(m-r)e!N; 

(ii) pour tout h=o,...,m-r, P " (x ;D ) est un opérateur aux dérivées par-

tielles à coefficients indéfiniment différentiables et à dérivées 

bornées dans lRn, d'ordre m-h au plus : 
P m- h(x;D x) = E p^ h(x) ; 

x |o|<m-h a 

Si q(m-r-h)^IN, P m _ h(x ;D ) est, par définition, l'opérateur nul. 
A 

(iii) P m(x ;D ) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans (R̂  , c'est-à-dire 
A T 

que pour tout x e (R̂  et pour tout ç £ (Rn \ {o}, on a : 

O x ; ç ) = , ,E p > ) ^ a * °-
| a | =m 01 

m h 

Pour tout h=o,...,m-r, on note P mI n(x ; D x) la partie principale d'ordre 

m-h de P m" h(x ; D J . 
A 



II - 28 

On introduit alors la condition "d'ellipticité générale" suivante : 

(Cj) Pour tout x'€ IR n _ 1, pour tout t€lR^ et tout ç e | R n M o } , on a : 

m— r 
L (x'.o;t;ç) = z P ^ (x\o;ç) t ^ " ^ fi o. 

h=o 

Cette condition implique en particulier que l'opérateur à coefficients 

constants P r(o ; D Y) est elliptique, c'est-à-dire que, pour tout ç € (R
n x {0} , 

on a : 

Pr (0 ;ç) * 0. 
n — 1 

Pour tout ç'€ IR \ {0}, soit y le nombre de racines T de l'équation : 

Pp(o ; ç ' , T ) = 0 

telles que Im x > 0, Si n=2, on supposera que y ne dépend pas de ç'. 

On définit alors y opérateurs frontière, à coefficients C°°(|R̂ ) : 

V X ' D * } = 1 i z

m

 BJ«(X) D* • J-1"-*'' 
|a|<m. 

J 
où, pour j=l,...,y, m. est un entier inférieur ou égal à r-1. 

n — 1 
On note YB = (YB. ; j=l,...,y), où Y désigne la restriction à R " . 

j 
On suppose que le problème (P r, YB) vérifie la condition de Sapiro-Lopatinskii : 

n — 1 

(CJ) Pour tout ç '€ " \{o}, le problème aux limites : 

fa (0, ç \ D t) v(t) = 0 

}B°(o;C, D t) v | t = 0 = o 

n'admet que la solution v=o dans 5^(TT)J o ù B ? ( x ; D ) désigne la partie prin-
+ J x 

cipale d'ordre m. de B.(x ;D ). 
J J x 

Pour tout pélN, (L,YB) induit un opérateur linéaire continu de 

W ^ r ( R j ) dans H p(R;) x Ï H ^ f l d R ^ 1 ) . 

Dans ce paragraphe, nous allons montrer le résultat suivant : 
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Théorème 3.1. On suppose que les conditions (C^J et (Cp sont vérifiées. Soit 

p€fN. AlorSj il existe deux constantes > 0 et > 0 telles que : si ll€W^ m_ r(lR+)5 

avec support de u contenu dans la boule de centre 0 de rayon e et si 

y r+p m - P 

(L,YB) u €H P(IR") x n H J 2(R n" 1) , alors : 
j = l 

( i) u appartient à W ^ P _ p ( IR+) ; 

NI m + D n ± C d { " L u H p n + = HyBiull r+p-m-i n-l + " UH m+o-1 n } • 

Démonstration : Pour tout e > o, on note B(o,e) la boule de centre 0 et de rayon e. 

On démontre d'abord l'estimation a priori (ii) dans le cas où p=o. Avec 

les hypothèses (Cj) et (CJ), on déduit du théorème 2.6 de [9] (voir aussi [10] ) 

qu'il existe 6 > o et C > o telles que, si u 6 m.r(RÎj!) et si 

supp u C IR x [o,ô[, on ait : 

M l m < c f||L(o,T;D )u| 2 + ï ||YB,(o,D)u|| 1 + ||u|| \ 
" q V ^ O ^(Fj) j=l J H r m j 2 ( | R n l ) Wq,m_r(»R+) ' 

Les hypothèses faites sur les coefficients de L et des B. impliquent 
j 

que, pour tout n > o, il existe > o et p > o telles que, si u € m_ r(p") et 

si supp u C B(o,p), on ait : 

||L(o,t ;D ) u-L(x,t ;D )u|| 2 < n||u|| 

e t : "-(*:> Wq,m-r(^) 

||YB.(o,D) u - Y B . ( x , D ) u | | 1 j < n | u | B N + C l|u| j . 
H r m j 2 ( | R n l ) W q , m _ r ( < ) " Wq.m-r^") 

Par conséquent, en choisissant n de façon que (y+l)C.n = ̂  , on montre 

qu'il existe eQ = min (6,p) et C Q > o telles que, si u e W ^ m_r(IR+) et si 

supp u C B ( o , e Q ) , on ait : 

H l m n < C Q / l|Lu| 2 + ï ||YB.u|| 1 ^ + ||u|| j ' . 
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Pour montrer le théorème 3.1 pour p >_ 1, on procède par récurrence sur p. 

Soit tout d'abord u appartenant à WJ" M JIR_?) tel que son support soit 

contenu dans B(o,e) avec o <e < eQ et tel que 

(L,ïB) u € H 1 ( R ? ) x S H r + 1 ^ 4 ( R n " V 

On utilise la méthode des quotients différentiels. Pour h appartenant 

àlRMo} et pour tout i=l,...,n-l, on pose : 

P i h u(x) = ~ [u(x 1,...,x i - 1 , x^h , xi+1,...,t) - u(x)]. 

Si h est assez petit, on a : supp P i h'u C B(o,e Q). De plus, p i h u 

appartient à wJJ m.r(IR") • D'après le résultat pour p=o, on a donc : 

On écrit : 

L(p i hu) = P i h Lu + [L,pih] u 

6 t : VB.(p.hu) = p i h YB.u + [YB. , p 1 h] u . 

Les hypothèses faites sur les coefficients de L et des B. , et le fait 
j 

que supp uCB(o,e) impliquent qu'il existe une constante C > o , indépendante de 

u et de h, telle que : 

HD-.P1h]u|| 2 n < C ||u| 

• - ( « ; > • C - X ) 
et • 

H L>B.,P.Juli 1 x < C ||u|! . 
H r mj 2(|Rn X) Wq.m-r^ï) 

D'autre part, il existe une constante 6 > o, indépendante de u et de h 

(pourvu que h reste dans un borné fixe, par exemple o< |h| <1) telle que : 

l|pih Lu|| 2 n i M M I j 
l h L ( R") HA(|Rj) 

et : 

in j Hr m. ? ( | R n ij j Hr+i m. 2 ( | R n 
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En regroupant tous les résultats précédents, on déduitr-qu'il existe 

une constante > o , indépendante de u et de h assez petit, telle que : 

ilpihu" m n - C o " L u | 1 1 n + * H Y B i u " r+l-m-i n-1 + N m n ' * 

Il en résulte que, pour i=l n-1, D x u e W ™ M _ R ( R + ) , avec : 
• i 

[|Dv u|| m n < C' J|Lu| . + £ ||YB-u|| m 1 n , + ||u|| m n , 
1 \ , m - r ( I R " r 1 H ( < > j = 1 H ^ - Y ^ R " " 1 ) W q s m _ r ( < ) 

D'après le lemme 2.8, pour montrer que u é w

q

n +

m_ r(^+)» ^ reste à 

montrer que u € Wq+J,_r((o,e) ; L
2(DR""1)) . 

On pose : m_ 

M ( x i D t > = ̂ 0 C - h ) < x »
 DÏ"R"H «Q(RA"R"H)-> 

D'après l'hypothèse (Cj), pour tout x'êlR 1 1" 1, M(x',t;D t) vérifie la 

conditions (H+) énoncée dans II.2. 

De plus, on écrit : 

Lu = dl M u + R (x,t ; D )u, 
L A 

où R(x,t ; D x) est combinaison linéaire de termes de la forme : 

aa(x) D;! D^n

 {t^
m- r" h).} , 

avec a = (a',an) tel que : |a| <_m-h et a n < m-h. 

1 n 

D'après le lemme 2.7, on sait que R(x,t;D Y) u é H ( 0 0 , avec : 

||R(x,t ;D )u|| ! < CJ||u|| + Z ||D u|| . . 
H X > 1 Wq,m-r(<) 1 = 1 1 Wq,m-r(^). 

Par conséquent, D£ Mu appartient à H*(R") , avec la majoration : 

K N I i n < cJ||Lu|| 1 + E ||YB.U|| j 1 j +||u|| , . 
t H (|p") j H A(Rj) j=l J H r + 1 mj ?(IRn X) W^ m_ r(!R^) 

n — 1 

On a, maintenant, pour presque tout x'€ IR " : 

Mu€H r(lR +) et D£ M u € H 1 ^ ) . Donc M u é H r + 1 ( R + ) e t : 
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I N I r+i < C(x') Nu H , + ||Mu|| 

H ( R+) \ 1
 H ( R+) H ( R+) 

Comme, pour tout x ' e R " , M vérifie la condition (H +), on déduit du 

corollaire 2.3, que u appartient à (o,e), avec : 

M - « <C(x'){||Mu|| +||U|| 

V 

C(xl) dépend continûment de x'. Comme supp u c B(o,e) dans IRn, on peut donc 

majorer C(x') par une constante C. 
n — 1 

On intègre alors par rapport à x ' e IR ; il vient : 

u e C U > L V 1 ) ) 
avec : f 

11 u|f j 2 . < C ||DT Mu|| x + ||u|| 

Et le lemme 2.8 permet de conclure que les propriétés (i) et (ii) du 

théorème 3.1 sont vraies pour p=l. 

Pour p > 1, on raisonne par récurrence par une méthode analogue. 

II1.2. Démonstration du théorème d'indice (théorème 1.1). 

On reprend les notations du paragraphe T. 

Pour p=o, le théorème d'indice est démontré dans [10] . Pour p ̂  1, il 

résulte du résultat de régularité suivant : 

Théorème 3.2. On suppose que les conditions (C) et (C) sont satisfaites. Soit 

pelN. Alors, il existe une constante C > 0 telle que : si u appartient à W m (Ù) 
P ^ q,m-rv ' 

et si (L,YB)u appartient à HP(ft) x S H r + P " m j " 2 ( r ) 3 alors : 
j=l 

( i) u appartient à Wq+P_r(tà) ; 

<W I"l l i m + P < C (l|Lu|| + ï ||YB.U|| _1 + ||u|| , . 

%ï-R<A> 1 H № j = 1 H r + P m j 2 ( r ) »£ï-R<N>. 



II - 33 

Démonstration : Pour p=o, la propriété découle du théorème d'imfcke. Pour p ̂  1, 

on raisonne par récurrence. 

Par "cartes locales" et "partition de l'unité", on se ramène au 

théorème 3.1 et aux estimations a priori pour les opérateurs elliptiques. 

En effet, soit (0^)^ < < |\| u n recouvrement fini ouvert de Q et soit 

* ei*l<i <N u n e P a r titi° n de l'unité C°°, subordonnée à ce recouvrement. 

Soit u € WM

 M ta) tel que (L.YB) u e Ul(çi) x n H r + 1" mj"2"(r). 
q.m-r j = 1 

Pour étudier e.u, i=l,...,N, nous distinguons deux cas : 

1er cas : i est tel que 0.fl û = 0. , c'est-à-dire O.cn . 

On a : 0. u e W m _ _(n) et L(e.u)€ Hl{n). La régularité à l'intérieur 1 q,m— r i 

pour les opérateurs elliptiques donne que 0.. u €. W q m_ r(n) et que l'on a : 

| E I V I , < c J l iMe^ ) ! ! - L | 0I u | ,,2, o, -
W q , m - r ^ L H ^ 1 ^ 

D' o û : r y ) 
lle^l m l l C ||Lu|| x + ï ||YB.u|| r + 1 . m . l +||u|| m 

2ème cas : i est tel que 0.. 0 a ^0^. . 

Soit -| un difféomorphisme de 0̂  sur B(o,e^), étant la constante 

introduite au théorème 3.1. On a, puisque u ê W ^ m- r(
n)» 0i u 0 W q m. r('

R+) 

et supp (e^u o ij^ 1) c B(o,ej). 

L'opérateur L se transforme en un opérateur^ . et les B. se transforment 
• j 

en des opérateurs . . . 
J 5 1 

Puisque est un difféomorphisme, le problème 1 > satisfait 

aux conditions (C^) et (CJ). 

1 

Nous savons que L u € HA(ft) et que l'on a : 

[L(0IU)] o ̂  = èf. (e. u o f l ) 
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et L(0..u) = 0. L u + [L.9.] U 

1 m 

[L,0..]u e H (n) car u é W ^ m- r(
f i) ' c e c i montre Que 

[L(0.u)] o f.1

 € H 1 ( ( R " ) , c'est-à-dire que if.(0 i u o f^) e H 1 ^ " ) . 

Par un raisonnement du même type, on obtient que ; 

yêi Ae* u o tK 1) e H r + 1 - m j - 2 ( R n _ 1 ) . 

La fonction 0.. u o i^ 1 appartient à m. r(R+) > son support est contenu 

d a n s : B(o,.ei) et ( 4 S , y£y) ( 0 i u o H^R?) x n H ^ ' Y ^ R " " 1 ) . 
J — 1 

Il résulte alors du théorème 3.1 que 0.. u o î "1 appartient â Wqn+m_r('R+) 

et que : 

H 0 i u ° "'î1!! m+l n l c | l l ^ ( 0 i u ° ^ î 1 ) ! ! l n

 + 1 l ^ A i V 0 ^ 1 ! r+l-m-i n-1 
K T m - r ( 0 O I H ( R + J j = 1 H r + 1 mj 2((R n 1 ) 

+ Il o Î T1!! 

^ . m - r ^ î ) . • 

d'où : e.u& Wj +J )_ r(n) , avec : 

l e1 ul IIH-1 /||L(© u)U j + ë ||YB (0 u)|| j 1 +||u| 

Cette étude de G^u par i=l,..,,N montre que : 

m+l 
( i ) u appartient à Wq)[n_r(fi) ; 

(11) M m l < C l ||Lu| j + ? «YB.UH ^ _1 + ||u|| 

C m - r ( Q ) j H j = 1 H j 2 ( r ) Wq,m-r^> 
Pour p > 1, on raisonne par récurrence sur p et on utilise la même 

méthode que ci-dessus. Ce qui achève la démonstration du théorème 3.2. 

Pour finir la démonstration du théorème 1.1, notons l'opérateur 

(L,YB) considéré comme opérateur de w"j + p In) dans Hp(a) x n H r + P " m f \ (r). 
q,m-r j.=1 

Il résulte du théorème 3.2 que le noyau de éP coïncide avec l'espace 
{ u e w " | (n) ; (L,YB)U = 0} et que l'image de , notée Im fi^ est égale à q,m-r p p 

Im / f tfl{H
p(fi) x n H r + P" mj'2(r)}. 

° j=l 
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L'injection de Wq +£_ r(^) dans
 w ^ l J . ( ^ ) étant compactée on déduit des 

estimations a priori du théorème 3.2 (voir lemme 5.1, chap. II [8]) que le noyau 

de „ est de dimension finie et que Im $ \ est fermée. 
P P 

Donc, la codimension de Im $ est égale à la codimension de Im JPQ . 

Comme JPQ est un opérateur à indice, on en déduit que JP est aussi un opérateur 

à indice et que son indice est égal à celui de JPQ . 

Le théorème 1.1 est donc complètement démontré. 

Corollaire 3.1. Sous les hypothèses (C) et (C')3 pour tout p^LN 3 le noyau de 

l'operateur JP dans W ^ P (Çl) est égal à l'espace N = ( u 6 ^ ) ; $ u = o} . p q,m-r p 

Démonstration : Ceci résulte du théorème 1.1 et du fait que^(tt) = f) Hs(ft). 

s 

Remarque : La méthode utilisée dans cet article est encore valable pour une 

classe plus générale d'opérateurs elliptiques dégénérés ; ceci sera détaillé 

dans un article ultérieur. 
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