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.1- - Position du problème. 

Nous désignerons par V et H deux espaces de Hilbert satisfai
sant aux hypothèses : V est inclus dans H, V est dense dans H et l'injec
tion canonique de V dans H est continue. Nous noterons \\ . \\ la norme dans 
V, ( é , . ) et \m\ respectivement leproduit scalaire et la norme dans H. 
Nous identifierons H à son dual, ce qui nous permet d'identifier H à un 
sous-espace dense d ' un dual V de V et de noter encore par (...) le produit 
scalaire mettant en dualité V 1 et V. Nous obtenons ainsi le triplet : 

V C H C V* 
Nous nous donnons maintenant un opérateur A linéaire continue de V dans \Z', 
vérifiant 1 * hypothèse d 1ellipticité : il existe une constante <x > 0 telle 
que : ? 

Re (Au , u) > o( jlulr ¥ u € V 

Nous nous intéressons à l'approximation du problème suivant : Etant donné 
f(t) et g trouver u(t) € V telle que : 

( u f(t) + A u(t) » f(t) V t € ] 0 , T [ ( 1 ) l „(0) - g 

La variable t intervenant ici sera appelée variable de temps. 

2 - Le schéma d 1 approximation• 

a) Approximation en espace. 

Nous nous donnons une méthode d'éléments finis avec intégra
tion numérique que nous décrirons abstraitement par : à chaque valeur 
d'un paramètre h, nous associerons : 

- un espace de dimension finie V, C V* servant à approcher les espaces 
V, H et V 1 . h 

- un produit scalaire (...)^.approximation du produit scalaire (...) de H. 

- un opérateur A^ g ©6 ( f ) f approximation de 1'opérateur A • 

- pour tout t 6 ] 0 , Tt un élément f h(t) de V,, approximation de f(t). 

Nous supposerons qu'il existe deux constantes c et > D , 
indépendantes de h f telles que : 

i C K I < K I H < 4 K I 

où [•[^ désigne la norme associée au produit scalaire (...)^. 

Etant donné un opérateur B^g o£ ( V ^ f \ / ^ ) . nous désignerons par |J B^|| ̂ '-"la •' 

norme d'opérateur définie par : 

( 3 ) llBJh - , s ^ J V h l h 
b) Approximation en temps. 

Nous allons utiliser une méthode de Runge-Kutta(en général 
implicite) ; pour cela nous nous donnons q nombresréels *Z>29 * • # 9 ̂  e^ 
les formules de quadrature approchée : ^ 
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)o * { t )
 d t * h a i j 1 < i < q 

SQ g(t) dt « £1 bj g(r.) 

Nous nous donnons d'autre part un pas de discrétisation A t et nous 
posons t = n £ t et t . = t + Z. A t . 

n n, i n i 
La solution u(t) du problème (1)^vérifie : 

u(t .) = u(t ) - ( n , i ( A u ( t ) . f ( t ) ) d t 
n, i n >x 

n 
Nous avons donc les équations approchées : 

(u(t .) * u(t ) - At £Z a. .(Au(t . )-f(t .>) j n,i n J=1 ij n,j n,j 

]u(t .} * u(t ) - At JZ b. (Au(t .)-f(t .)) I n+1 n j = i j n, j n, j 

Nous sommes ainsi amenés à considérer le schéma d'approximation : 
u^ € V. est donné ; u^ +^est défini à partir de u" par les éauations : n n n n 

u " ' 1 = u" - A t ZJ a . . ( A . u ; ' j - m .)) 1 < i < q 

[ u " + 1 -• u" - A t £ b. ( A V ' j - f J [ t .)) v h h j«1 j h h n n,j 

Nous allons d'abord chercher sous quelles conditions le schéma (5) 
admet une solution unique ; nous étudierons ensuite la stabilité de ce 
schéma. 
Nous noterons & l a matrice d'élément générique a.. : (£1-( a . . ) e i R q x q 

^1 \ 
b le vecteur € d'élément générique b. : b= : 

l 4 q ifii 
e le vecteur € d'élément générique e.=1 : e- : 

1 \\\ 
3 - Existence de la solution du schéma. 

Théorème ; 1 « ^ ^ e s v a ^ e u r s p r 0 p r e s d é f o n t leurs parties réelles supé

rieures ou égales à zéro, alors le schéma (5) admet une solution unique. 

Démonstration : . 
— — — — — — — — i n, i » / n . « / . x 

K _n Vh\ n ffinj1! 
Posons : U, = : U, = : F. » : 

h : h l : h : 

et notons par A, £] la matrice appartenant à £ ( V u , V j q X q d'élément gêné-
n h n 

rique a..A, . Avec ces notations le schéma (5) s'écrit : 
ij h 

(I + AtA.GDu" = G* + At & F * 
(6) ' h h h h 

n+i n k i X i / « ,,n rn» 
l u h a % - A t b ( A h u h - F h } 

Il existe une matrice 36 inversible et une matrice £L triangulaire infé

rieure telle que : 

Nous avons donc : I + At A .Û-3C" (I + A t AJO) 
n n 
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L f élément générique diagonal de la matrice triangulaire I + AtA, l£l_ est : 

I + At a .A, où Re a , . ̂  0. Cet élément est inversible puisque les 

valeurs propres de A ont leurs parties réelles strictement positives. 

L'opérateur I + A t e 5 ̂  donc inversible ; il en est donc de même 

peur l'opérateur I + A t A^£t, d ! o ù le théorème. 

Remarque—^ Dans tous les cas on peut démontrer l'existence et l'uni
cité d'une solution au schéma (5) sous l'hypothèse : 

A t p(£U p(A h) < 1 

(où p(T) désigne le rayon spectral de l'opérateur T) 

4 - Résultats fondamentaux pour l'étude de la stabilité . 

Notre outil fondamental d fétude de la stabilité sera le 
théorème suivant dû à J. von Neumann. Dn pourra en trouver une démons
tration dans le livre de F. Riesz et B. Sz. Nagy. 

Théorème—2^ Soit H un espace de Hilbert, B un opérateur linéaire con

tinu de H sur H et f(z) une fonction holomorphe eu voisinage du disque 

{•z € C j jz| < H B!l#( H fH)} ' a l ° r S f ( B ) v é r i f i e s 

Nous considérons maintenant un opérateur A (en générai non 
borné) linéaire sur H. Nous supposons que cet opérateur est fermé, que 
son domaine D(A) est dense dans H et qu'il existe un nombre réel a 
tel que : -

Re (Au , u) > a ||u||fj ¥ u •€ D(A) 

Le théorème de von Neumann nous permet de démontrer : 

Théorème—3^ S Q ^ - J. r ( ̂  ) une fraction rationnelle de la variable z, bornée 
dans le demi plan ^ z £ C { Re z ^ aj , alors r(A) est un opérateur 
linéaire continu de H sur H et on a : 

l|r(A)|i^ < sup |r(z)| 
Re z > a 

Démonstration : 

Posons : B » (I -(A-al)) (I +(A-aI))~ 1 

et f(z) = r(a + l^l) 

Les hypothèses faites entraînent : 
B G #(H,H) , || B i ^ ( H f H ) < 1 

f(z) est holomorphe dans un voisinage du disque jz £ C { |zl 4 ^} 
d'autre part : r(A) = f(B) 1 

et max (f(z)|= sup |r(z)| 
|z| ̂  1 Re z ^ a 

Dn en déduit le théorème 3 par application du théorème 2. 

5 - Etude de la stabilité du schéma. 

D'après (6) le schéma (5) s'écrit : 

u" + 1 = (I - At A , V ( I + A t A u a ) ~ 1 e ) u " + At *b ( 1 +AtA. ÉL) " 1 F-" 
h n h n n h 
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Pesons : . 

(r(z) = 1 - z b U + zû) e 
( 7 ) If" - Sd+AtA.Qi'V" 

h h h 

Le schéma (5) s fécrit maintenant sous la forme condensée : 

(6) u|J+1 . r(AtA h) u
n

h + A t fn

h 

Définitions : 

* Nogs dirons que le schéma (5) est faiblement A-stable ssi : 

¥ z € C vérifiant Re z } 0 , on a |r(z)| < 1 

* Nous dirons que le schéma (5) est fortement A-stable ssi : 

( ¥ z € C vérifiant Re z > 0 f on a |r(z)| < 1 

| et lim |r(z)| < 1 

* Mous dirons que le schéma (5) est consistant (avec le problème (1)) 

(c'est à dire ssi la formule ] q g(t) dt ^ -4-^ b^ g {Z^ ) est exacte 

pour les fonctions g(t) = constante). 

La stabilité du schéma (5) est donnée par le théorème : 

Théorème 4. ^ ^ ^ schéma (5) est faiblement A-stable, on a ¥At ^ 0 : 

«r(AtA h)|| h £ 1 

b) Si le schéma (5) est fortement A-stable, alors ¥ A t > 0 
o 

il existe une constante a > 0 telle que ¥ A t vérifiant 0 < A t ,A* Q

 : 

|jr(AtA h)|| h < e " a A t 

c) 5i le schéma (5) est consistant, il existe une constante 
t > 0 (ne dépendant que de €i e z de b) telle que, pour toutAt vérifiant : 

* -1 

°" * U : l|r(AtA h ) | | h 4 1 

Ilémonsj^r^atipjn 

— 6^ k^ Dn a, d'après (2) et d'après la continuité de l'injection 
canonique de V dans H : 

( A h V u h ) h > 2 | | u h | |
2 ^ C\uh\

2

h avec C > Q 

Nous déduisons donc du théorème 3 que : 

[|r(AtA )|| ( sup |r(z)l 
Re z^ CAt 

On obtient ainsi immédiatement le a) du théorème 4. Sous l'hypothèse b) 
on peut démontrer l'existence d'une constante a y 0 telle que : 

jr(z)| ^ e ~
a ^ pour tout z vérifiant Re z ̂  C At , 

d'où le résultat. 
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c) Le schéma étant consistant, on a r(Cl) = 1 et r'(0) *= -1 • r(z) étant 
holomorphe au voisinage de 0, on en déduit 1 fexistence d'une consxante 
% > 0 telle que : ^ 

lr(z)| ^ 1 pour tout z vérifiant (z - — | ^ ^ -

La condition imposée à At entraîne : 

l l (A h I)|h<| 
On en déduit le théorème 4 par application du théorème de von Neumann. ^ 

Associons maintenant au schéma (5) un schéma perturbé vérifiant : 

(9) v £ + 1 « r(AtA h) v£ + At f£ .+ A t eJJ 

Sous les conditions a ) , b) ou c) du théorème 4 t nous obtenons la majoration 

, , . i n ni / | o oi , max i ki 
d f o u u, - v.l. 4 u. - v.i. + t v u > -, e. . 

' h h 1 h N h h' h n o ^ k ^ n - l ' h ' h 
Sous l'hypothèse b) du théorème 4 nous avons de plus : 

, n n, y - a t n i o Oi A . > -a(t n-t|< + 1 ) I ki 
l uh - vhlh < e K " vhih + A t fco e l ehl h 

Nous avons donc la majoration :. aAt . i n n i J . -a t n i o oi e i ki u. - v, |, / e u. - v, , +— — max le. , 
i h h»h * ' h h«h a o^k^n-1 n n 

6 - Exemple. 

Le schéma défini par q » 2 et par : 
/' -r 2 + V2 2 - V2 

T 1 " 3 - VT 2 " 3 - \jT 
4 - s/2 - \JT . 4 + il + v/B" 

b1 — 8
 b2 * ' B ~ 

(10) 

2/7+1 2v7+3 

[2/2-3 2/2-1, 
est fortement A-stable et d'ordre 3. En faisant le changement de variable 

h 2V2 h 2v/2 h , 1 
.•*r < n . et en posant c = + _.-».-

vn,2 . V l ^ un,1 un,2
 H 2 2VJ 2 u 2 

ce schéma s'écrit : 

' { I + c A t A h ) v ^ '
1 - u£ + At((2-V?)f ( t n J ) + (2+̂ 2-)f(tn(2)) 

( I + C A t A h ) v ^ 2 - u£ + 3(v^1-u^) + At((V2+Df(tnf1)-(v7-1)f(tn>2) 
. n +1 n , 5 4 \ / n f 1 n . , 2 \ v , n 12 n . 

% = u h + ( ^ r - 1 ) ( v h - ° h ) - ( v T - 1 ) ( v h - u

h

) 
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