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SECULARISATION INTERIEURE ET CONVERGENCE LOCALE D'APPROXIMATIONS 

D''EQUATION ELLIPTIQUES PAR ELEMENTS FINIS 

J. DE SC LOI) X 

1. INTRODUCTION 

Soient SI C I R n un ouvert borne et le produit scalaire réel 

(u,v1 = [uv . Soient a(u,v) = [ J a D a u D p v une forme 
i à |a|;|0|<m ù 3 

bilineaire elliptique réelle et f :' R -> IR • On suppose que les 

coefficients a ~ et f soient ' C (ÏÏ). 

On considère u satisfaisant à la relation 

a(u,v) - (£,v) V v G K m ( Q ) ; (1) 

d'après un résultat classique (cf [8]), on sait que pour tcuc 

entier k et tout A C , il existe c telle que 

en particulier cette relation implique que u G -^(fO \ ici 

Il l{j est la norme de Sobolev dans 11^ * ; pour k < 0 , on 

pose U | ! k - H | j 0 . 

On peut se poser la question de l'existence de relations siriil^i-

res à (2) dans le cas de versions discrétisses de (1). Tìio/.^e ci. 

Wcstergrcn [13] ent obtenu des résultats impertsntspour des dis-

CÏ Otihations par différences finies ; naturellement dans (2). 

Jcs normes de Sobolev doivent être remplacées par des nprnes ad5--

qarites de fonctions définies sur des grilles ; les deux auteurs 
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en ont déduit de plus des résultats de convergence pour les déri

vées. 

Ici, nous nous intéressons aux approximations de Galerkin de (1) 

par éléments finis. On remarque tout d'abord que 1 1 on ne peut pas 

espérer qu !une approximation de Galerkin soit ou même qu'elle 

appartienne à un espace de Sobolev d'ordre plus élevé que l'espace 

de type élément fini dans lequel on travaille ; en fait, on sait 

que l'on a tout intérêt (dans le cas "conforme 1 1) à choisir l'es

pace de type élément fini dans H . On est donc conduit à intro-
m 

duire un espace et des normes ad hoc. 

•DEFINITIONS 

Pour À C Çi ouvert, Cj(A) est l'ensemble des fonctions v 

telles que : 

a) il existe les ensembles ouverts disjoints A-,...,A dépen-

N 1 N 

dant de v avec A = U A. , 
i-i 1 

b) les restrictions v. de v à A. sont de classe C (!.)• 
1 " N 1 N 0 0 i 

On pose alors ;jv||J - I ||v.||2 - J Y f ( D a v ) 2 

O ;i 

Cj(A) est le sous-ensemble des fonctions de Cj(A) dont le 

support est dans A . 

Les espaces de type élément fini que nous considérerons seront 

des parties de Cj ce qui exclut en particulier les cléments ra

tionnels ; toutefois la généralisation des résultats à ces élé

ments ne devrait pas poser de difficultés. 
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Les résultats de convergence locale sont en fait beaucoup plus 

intéressants que des relations du type (2) pour des approximations 

par éléments finis. Pour en saisir la portée, il faut imaginer que 

le problème considère ne porte pas sur fi lui-même mais sur un 

domaine fi C fi de frontière arbitraire et tel que les fonctions 

a^g et f ne sont pas nécessairement régulières sur fi - fi . 

Si est 1 approximation de u par éléments finis (h paramètre 

de finesse), on montre que lim ||u - W,|L . * 0 , ACCfi , k = l,2,...,r 

h+0 n • 1 C» A 

où r dépend de l'espace de type élément choisi. Nitsche et Schatz 

[11] ont obtenu des résultats plus forts du type ||u - W ^ l l ^ ^~ 

r-k ' 
8 5 0(h ) en faisant l'hypothèse supplémentaire que la frontière 

de fi est régulière. 

2- ELEMENTS FINIS 

On considère une famille S d'espace S de type élément fini 
_ o 

sur fi . Si A C fi et S 6 5 , S(A) désigne la partie de S 
à support dans A • 

On introduit trois hypothèses relatives à S . r désigne un nom

bre fixe >m . 

Hl Soit A C C f i . Alors il existe h^ > 0 et c tels que pour 

o 

tout u 6 C^CA) et tout S G S avec h(S) < h Q il existe 

o 
v € S(fi) avec 
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c est une constante absolue ; dépend de A . 

Hl est une version particulière du théorème fondamental d !appro

ximation par éléments finis ; voir par exemple [4], [12] pour les 

éléments de type ''ingénieur11. 

o 
H2 Soit A C fi , a) G C^fA) . Il existe h Q > 0 et c tels que 

pour tout S £ S avec h(S) < et tout u G S il existe 

o 
v G S(A) avec 

c et 1IQ dépendent de o> . 

Cette propriété a été introduite par Nitsche et Schatz [10]. 

Elle est discutée dans [6] pour des éléments triangulaires poly-

nomiaux et pour d'autres types d'éléments par Nitsche et Schatz 

dans des papiers à paraître. 

H3 (Inverse assumption ; voir [ 9 ] , [6]). 

Soit A C C $ C C f j . Il existe > 0 et c tels que pour 

tout u G S 6 S avec h(S) < h Q on a 

N l k + P , A ' c h " P l " u l l k , $ > k + p * r > 

c et dépendent de A et $ . 

A titre- d 1 exemple, considérons une collection S d'éléments sim-

pliciaux de l fun des types introduits par Zlamal [ 2 ] , Ciarlet-

Raviart [3], Dupuis - Goël [7]. Pour un simplexe c , soient 
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d 1 ( a ) son diamètre et ^ 2 ( a ) le diamètre du cercle inscrit ; 

on introduit les trois propriétés : PI) d ^ C a ) / d 2(a) ^ const 

pour tous les simplexes de tous les S G S ; P2) V S G S , 

{polynômes degré r-1} C S ; P3) V S G S , si et a 9 sont 

des simplexes relatifs au même S , alors ^ ( a ^ ) / d ^ c ^ ) £ const 

(indépendante de S ) . Alors PI et P2 impliquent Hl et H2 

alors que PI et P3 impliquent H3. 

3- REGULARISATION INTERIEUR ET CONVERGENCE LOCALE 

Les théorèmes qui suivent sont démontrés dans un papier à paraître. 

Dans ce paragraphe on suppose : 

a) la fonction f et les coefficients a D de la forme bilinê-
a p 

aire a(u,v) = f \ a

a f i D
a u D 3 v sont CJÏÏ) ; 

i > [ , | e | * m 
b) a(u,v) est elliptique , i.e Y a o C x ) ? 0 1 ^ > 0 

M . ! * | - » a B 

V Ç / 0 , x e îî ; 
o 

c) a(u,v) est coercive sur Hffl) i.e a(u,u) >• Y||U|I N 

m m y èi 

V u 6 H m(fl) , y > 0 . 

Le premier résultat peut être interprété comme une propriété de 

consistance. 

THEOREME 1 

On suppose Hl et H2. Soit r.CGft . Il existe c et h Q tels 

que pour tout S 6 S avec h(S) < h Q et tout w G S tel que 

o 
a(w,u) = 0 V v G S(H) on a 
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|a(w , c p ) | < c h r - m l i w | | m > J | < p | | m ^ V cp G H n ( D . 

Désignons pour la suite par c une constante générique indépen

dante de S G S • Plaçons-nous dans les conditions du théorème 1 

^ _ . o 

et soit A C C r • Montrons qu'il existe u G H (ft) tel que 

1) a(u,cp) - 0 V cp G H m ( A ) , 2) ||u-w|| m > r è c h r ~ m || w | | m ^ . 

Soit Jlf 6 C ^ C f l ) , i|i(x) = 1 x 6 T et coG B j T ) , o)(x) • 1 x 6 A . 

o 
Vérifions que u 6 H^fft) défini par la relation a(u,cp) * 

o 

8 8 a(^w, (l-cj)cp) V cp 6 Hm(ft) satisfait bien aux conditions 1) et 

2 ) . Puisque l -o ) = 0 x G A , la condition 1) est satisfaite. 

Quant à la condition 2 ) , elle est une conséquence de la coercivite 

de a et du théorème 1 : 

2 

YIJU-^W||^ ^ g a ( u - \J;w, u - <iw) = a(u,u- i|w) - a(i|/w,u- ^w) 

= a(if;w, (l - o ) ) (1 - \JJW) ) - a(^w,u- i|/w) « - a(ijjw, (u - ^w) ) 

- -a(w fiû(u- *w)) S c h r ~ m l | w | l M J | o ) ( u - m O H ^ 

* c h r - * | | w | | m > n l | u - * K i | m j G ; ' 

On en conclut que ||u- xpw|| £ ch m ||w|| n et finalement que 

||u-w||m r $ c h r ~ m I I w l l i n Q • Plus généralement, on a le théorème 

suivant. 

THEOREME 2 

On suppose HI, H2 et H3. Soit A CCQ . Alors il existe c et 

h Q > 0 tels que si w 6 S G S avec h(S) < h Q satisfait à la 
o o 

relation a(w,cp) * (f,<p) V CP 6 S(ft) , il existe u G H (p) avec 

a(u,cp) = (f,cp) V cp 6 H m ( A ) et i|u-w|| k > A * c h r " k ( | | w | ^ Q + H f | l k . . 2 l n ^ ) 

k * m, m+1,.. * , r . 
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REMARQUE 

Pour k = m , le théorème 2 est valable sans H3. 

Plaçons-nous dans les conditions du théorème 2 , soit r C C A . 

Le théorème 2 implique en particulier : H H I ^ A ^ c C l l w ! l m ^ + H ^ I I Q * 

D'après le théorème classique de régularité, on a 
l 

I H I k , r * c C I | u | | B > A * B*'lt-2«.oï « c C H w " m . n * « % - 2 n , ' n ^ ; 

par le théorème 2 , on obtient 

l | w | l k > r t Hu|| k ? p . | | u - v , | | k > r « c ( H w m f a . ||f | ^ 2 n > n ) , k - m , m . l r . 

Cette dernière relation est précisément l'analogue discrétisé de la 

relation (2) citée dans l'introduction. 

Du théorème 2, on déduit également le théorème d'approximation 

locale suivant. 

THEOREME 3 

Òn suppose H l, H2, H3 . Soit r CCfi . Il existe h Q > 0 et c 

o 

tel que si u G H m ( f t ) avec a(u,cp) = (f,<P) V cp 6 Hm(n> , 
o 

w G S 6 S. avec h(S) < h 0 et a(w,cp) = (f,<P) V cp 6 S(f2) , on a 

| |u-w|| k >-« c d l u - w l ^ , . h - k ( | | u | | m _ a . I | r | l k . 2 r a > n ) ) • 

DEMONSTRATION 

Soit A tel que r C C A C C f t . D'après le théorème 2, il existe 

o o 
v G H '(fl) . tel que a(v,cp) ^ (f,cp) V cp 6 H j n(A] et 

| | v - w | | M t c h r - k ( l l " i i c l i ! i * l l f H 1 ; . 2 m , r i ) , k - • r . (3) 

• O 
Puisque a(u-'V,cp) = 0 V cp G H (A) on a , d'après le théorème 
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classique de régularité : 

" u - v " k , r * C l l u" v!'m,A ' k = m » - - - » r • C 4 ) 

De (3) et (4), on déduit : 

| |u-v|| k i r S c||u-v | l n > A « c{||u-w|i;>A . | | w - v H m _ A ) 

« c t | | u - w | | B > A . h r - k ( M I . , a • ! U I ! k . 2 m , a ) . k - ......r'; 

l l « - » l l k , r « I K v | l k > r * l |v-w|| k i r «cf l|»-w|^ t A . h'- k(||wH, i 0 . H f | l k . 2 m > n ) ! 

« c { | | u - w | | m ; n . h r - k

( | | u | | r a > ! , . I | f | l k . 2 m > [ 1 ) ) 

4. APPROXIMATION L 2 

Pour le cas particulier m = 0 , a(u,v) (u,v) , on peut obtenir 

de façon simple un théorème plus fort que le théorème 3 (cf [10]). 

Soit f2 "3 fi , S une collection d'espaces S ; à chaque S G S 

est associé un S 6 S tel que tout v G S est 1 1 extension 

à Çl d'un v G S ; on pose h(S) = h(S) . Soit f : + TR dont 

la restriction f à Q est de classe C^CÏÏ). Soit w G S 6 S 

2 

la meilleure approximation L de f dans S , c'est-à-dire 

| wv = fv V v 6 S . On a alors 

Q h 

THEOREME k 

Soit A C C Q . Si Hl, 112 'et 115 sont satisfaits, il existe h Q > 0 

et c tels que si h (S) c h ^ alors 

| | £ - w | | M < c h r - k ( | | ï | | 0 ^ + | | f j l r > Q ) , k - 0,1, . . . . . r . 
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DEMONSTRATION 

a) Supposons f(x) = 0 x 6 F où A C C r C C Q et montrons que 

l'hypothôse H2 implique l'existence de constantes c^,c 2>Cj,... 

telles que l | w | | 0 A ¿ c k h
k ! 1 ? H 0 £ , k - 0,1,2,... . Soient 

o 
© 1 et 0 2 tel que A C C e ^ C S ^ C C T et u> 6 0 ^ ( 0 ^ avec 

to(x) = 1 x 6 © 2 . On a (w,v) = 0 V v 6 S(0 ] L)> D'autre part 

o 

H2 implique l'existence de cp S S(0^) tel que 

" U ) r v " c p " o , 0 1 *
 C h " i î " o , 0 1

 - ° n a a l 0 r s 

i W l J Q * ( > w , w ) = (u)w-cp,w) g ||"cuw-cp||-0 e I i w ' | ! 0 ^ Q * ch ||W||Q 0 , 
2 1 1 1 

et par consequent ||\V||Q Q £ ch^ ||W||Q q . En introduisant 0^ 

2 1 

tel que A C C O ^ C C Q ^ on obtient de même I I ^ I I Q Q * 
3 

* ch* ||w|| O ) 0 et ||w|l 0 ) Q * c h ||w||0^e . Par un_ nroc6d6 d U n -
2 3 1 

k k 
duction, on obtient l ! w | l 0 > A * c k h ¡[WIIQ^Q * c k h ||f | l 0 >g 

o 

b) Soit, pour le cas général, o> G C (iî) , w(x) = 1 x G r . 

On pose £ 1 = o)f , f 2

 s (1-w)£ et l'on a ^ + f 2 = £ ; 

2 
soient et les approximation L de et f 2 ; 

on a w - + w 2 . Par un procédé classique, Hl et H3 impli-

r-k -
quent ll £

1"
, w

1!l k A ¿ .ch ||£||r Q . H3 et a) impliquent 

" £ 2 " «zh.a* ^ r " k i r f | l o , ñ • ' 
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