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I N T R O D U C T I O N 

Le travail ainsi presente est une rédaction autonome d'un certain 

nombre de résultats obtenus sur l'intégrale stochastique et certaines applica

tions aux équations différentielles stochastiques par Monsieur Mêtivier et nous, 

soit séparément» soit en collaboration. 

Quelques résultats ont été déjà publiés ( ¡J 6] , [ ) ? ] > D*CD E T N O U S Y 

faisons références ; mais en règle générale, nous apportons des améliorations 

ou proposons des démonstrations nouvelles. 

Dans le chapitre I, nous donnons une définition de l'intégrale stochas

tique basée sur la remarque que nous avons fait sur la nécessité d'avoir la possi

bilité d'intégrer les processus faiblement mesurables à valeurs opérateurs dans 

le cadre de l'intégrale de Kunita ¡J î] . 

Dans le chapitre II, nous étudions certains cas d'équations d'évolution 

stochastiques à partir des méthodes introduites notamment par Curtain-Falb [V] 

et Bensoussan^TemamQfj . 

L'appendice concerne quelques notions de la théorie générale des pro

cessus de Meyer [l 9] et Dellacherie [f>] qui sont utiles pour les chapitres I et 11· 

Je remercie vivement Monsieur Métivier sous la direction duquel ce 

travail a été réalisé 

Je remercie également Messieurs Geymonat, Jacod et Pellaumail pour 

l'aide qu'ils m'ont apportée et pour avoir bien voulu faire partie du jury* Je 

remercie aussi Mesdames Cherriaux, Lanneau et Mouezy pour le soin qu'elles ont 

apporté à la dactylographie du manuscrit. 

Une partie du travail a été effectuée alors que l'auteur bénéficiait 

d'une bourse du CNR (Consiglio Nazionale delle Recerche) ; je remercie vivement 

Messieurs Rigamonti, Rettore du Politecnico di Torino, et Buzano, Directeur de 

l'Istituto Matematico, qui ont bien voulu autoriser le congé qui m'a permis 

d'accomplir ce travail-





C H A P I T R E I 

UNE FORMULE D'ISOMETRIE ET EXTENSION DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE. 

Sommaire. 

Dans plusieurs travaux sur l'intégrale stochastique, notamment dans 

EG* Es] > SQ|> des intégrales du type / 4> a p sont écrites, g étant un processus 

de Wiener à valeurs dans un espace de liiihert E et <f> étant un processus, à valeurs 

dans l'espace iê»(E, fF) des applications linéaires bornées de E dans l'Hilhert 8? et 

faiblement mesurables» 

L'espace fF) étant, pour (E et: fF de dimension infinie, non sépara-

hle, / <j> d $ n'est pas une intégrale au sens fort tourne, dans [ 4 ] . Nous développons 

ici les détails d'une définition de / j> d M , (H étant une martingale du second 

ordre dans (E) qui généralise la définition classique au cas de la faible mesura-

bilitë. L'existence de / # d M vient alors de l'existence d'une semi-norme sur 

l'espace des processus faiblement mesurables telle que l'application $ / <j> d M 

soit une isométrie dans l'espace de Frecbet des martingales du second ordre dans 

fF, cette sami-aorœe étant donnée par une formule explicite, à savoir 

| * I M t * j !l • Q I 2"
 d A ^ # 1 2

 norm* de Hilberfc-Schmidt âm 

v Q X ] o, t] 
operateurs), J J 

On obtient ainsi un théorème de convergence dominée pour la topologie 

faible des opérateurs et la caractérisât ion de l'espace fermé des processus inté-

grables pour une martingale hilbertienne- (Ce problème a été posé par Qo])« 

Les références du chapitre sont indiquées au § 8. 

La terminologie est précisée dans l'appendice ainsi que les hypothèses 

sur la ?îbase stochastique" (S, P, ^ t \ ^ i ^ ^ * Partout IR *] °>+**\j R * ~ L 0' **L » 

E, fF, <£ sont des espaces de Hilbert réels et séparables ; si u est un opérateur, 

u X est l'adjoint de u , 
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Signalons les suivants abus de langage : 

- le terme "martingale" signifie martingale de carre de la norme ià*$gra&!e» 

continue à droite et pourvue de limites à gauche ("d-continue") ; si la 

martingale est seulement de norme integrable, nous dirons "martingale 

integrable" ; 

- "processus continu" signifie : "presque sûrement continu", etc.. 

Nous avons essayé de ne pas sortir du cadre de la théorie % de 

lfintégrale stochastique 
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§ 1. Rappels sur les martingales hilbertiennes» 

Soit E un espace de Hilbert (réel et séparable) dont la norme sera 

notée |.| et le produit scalaire (.»·)· ̂ (|E) est l'espace vectoriel des martin

gales (pour la famille ) * ) à valeurs dans 1E nulles pour t*0. (Le temps 

* + 

0 n'est pas dans ÏR , mais une martingale est d~continue, donc M » l x t n M par 

définition et M est adapté pour 35 0 If ; les remarques analogues sont sous-
o o £ t 

entendues dans la suite) · Rappelons que Wfc(E) est un espace de Frechet dénombra-

blement hilbertien pour les formes bilinëaires (M,N) t · E(M ,N ) et que la con

vergence d'une suite dans E) implique la convergence d'une sous-suite dans 

2 
, uniformément en t ̂  t Q pour chaque t Q donné. L'espace ^ (CE) des martingales 

continues est fermé dans ^(tE) ·. L'espace ^ ^ ( E ) des martingales bornées dans 

2 2 
% (i.e. sup E |M I <+ *> ) est dense dans *%( E) . Démontrons ceci. Soit He%((E) 

t 11 

et soit (^t) la famille naturelle de M, à savoir ^ t * a ^ u » u ~ t ) U Q > $ étant 

la tribu des éléments de $ triviaux pour [P. La famille ( e s t continue à droite. 

Soit M n une famille de martingales bornées telles que * E 1 ̂  |^ | < n j | ^¿3 " 

Alors, chaque M 1 1 est dans ^ ( Ê E ) et M n > M. 

Pour tout M €%(E) soient A et A respectivement, la mesure de Doleans 

2 

de la sous-martingale |M| et le processus naturel de X. (cf. Appendice). Pour 

tout B x]«,t] prévisible, on a : E [ l B |M f c-M | 2] - A(Bx]s,t])
 m&l\lAt~*jl 

et 1'application 

1Bx]s,t] ^ V t A u " hhJKc ÎB+ 
est une isométrie de l'espace «&j i O CW

,»^ >* dans l'espace *̂ >( E) , dont le pro-
longement à tout 3 ^ o c sst l'intégrale stochastique 4> ^—> / 4» d M. Le symbole 

/ <j> dM dénotera la valeur de la martingale / <J> d M au temps t. Pour tout t, on a 

t 

/ o $ dM * / o "3 4? d M. Soit T un temps d'arrêt ; le processus U| q tj est 

prévisible et on montre facilement que les processus (M̂ , ̂  ̂ ) et / ^ J 0 î] ^ ^ sont 

indistinguables, donc que est une martingale dans 'fy(E), bien que, en général, 

t 

^ ^ l o c e s t l f e s P a t c e * ^ e * É aux s^td-normes j ^ ; ^ ^ o ^ |
2 d X 
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f 2 
La mesure de Doleans À T de la martingale / $ d M est $ .A et son 

2 

processus naturel A T est J <J>*" d A. 

§ 2· Processus naturel d'une martingale hilbertienne» 

Soient E,ÍF deux espaces de Hubert réels separables. L'espace %{E, ÏF) 

des operateurs compacts de E dans ÍF est un sous-espace ferme de l 1 espace ÍF) 

doué de la norme uniforme et les éléments du type 

e, & f, : e ·> (e,e.) f. 
i J i J 

forment un sous-ensemble total dans Se (E, ÍF), (e^), (j*) étant des bases ortho-

no raée s données de £E et ÎF respectivement* Soient ^^(E,(F) et «£.,(6, IF) respecti

vement l'espace des opérateurs de trace finie et des opérateurs de Hilbert-Schraidt. 

y¿>0(ÍE,{F) est un espace de Hubert pour la norme |u|^ » Ç ju(e.)p * T (u* * u) et 
c. ¿* £ x r 

(e. 8> f.) est une base orthonormée» 
i j 

Etant donné «^(Œ^fF) C·· "&Q( ̂ » ̂ ) & v e c injection dense et continue, le 

dual de (IE,ÎF) s'identifie avec un sous-espaee de áL(ÍE,fF) et ce sous-espace 
o i 

est (théorème de Shatter) l 1 espace $j (£E,fF) qui est donc un Banach pour la norme 

|u|j « sup {|ï§(v**u)| : v g » , M <,!}„ En plus, le dual de ^ s'identifie 

avec SE> ( CE » IF ) ; sur ¡3&(£,F), on a donc une topologie faible qui s f identifie 

avec la topologie de la convergence faible des opérateurs, ñ savoir : 

a) u ·> o faiblement · 

n 

b) (u^(x),y) > o pour tout x c Qü et y c IF, 

c) sup < + «> et (u^Ce^), e,) — — > 0 

sont équivalentes (Hanh~ Banach). 

Les espaces ¡£ et sont respectivement équivalents aux produits 

tensoriels ÍE ®j W et E ^» g r§ee à l'identification x & y / >—?» x © y. 



-6-

Nous allons démontrer Inexistence du- processus croissant naturel de 

M ^ ^ E ) «("croissant" au sens de la positivitê des éléments de tE ® E) . 

Définition 1. 

On dit que <M> est le processus croissant naturel de M si < M > est 

. „ croissant ^ 
prévxsibiejy a valeurs dans E ®^ ÎE, xntegrable, d-continu, nul pour t»o et tel que 

& 2 . 
M ~<M>soit une martingale intégrable. 

fcÉ" ;sïi|-3ittti;4iôtiL• j.. €&8€i.- jû -t:-££'££̂  par la remfptep^run tel processus mt 

unique c*r tinè Sŝ rltîtlgalte prévisible et dè variatiôft bornée eêt nulle tlk pro-

jppfïîtifefi: ItUlvlfl'té' aftntrè* 1 *existeùce de <M) et precise sa structure. 

Proposition I. 

Il existe un processus prévisible C, à valeurs dans IE S>^ E, positif, 

tel que Tr C * 1 X-presque partout et < M > * / C dA. 

(C sera dit processus de covariance de M ? ou bien covariance de M ) . 

Démonstration : 

Soit (e.) une base orthonormëe de E et soit X(i,j) ** *4 [x(e.+e«) -

A(ej -ej)], où, pour tout x £ X(x) est la mesure prévisible de la martingale 

réelle (M»x). Pour chaque couple >̂ d'éléments de *ê> (^f,£P, X ) on a 

/.l|,#f dX(i„j> d M , ej) ( JV dM, e^)] . Pour tout F € 5^* on a : 

|X(i»J) £ (F), donc la mesure X(i,j) est absolument continue 'TfQnit^WS^ 

densité C(i,j) « dX(i.,j)/dA bornée en valeur absolue par 1. Pour \~vr&t^é^$ti^ :\ 

(u),t) on a : 

a) |C(i,j)| < ! : 

b) C(i,j) « C(j,i) 

c) C(i,i)>0 

d) Z C(i,i) - i 
i 

Montrons d) • Etant donné C(i,i) >^0, il nous suffit de vérifier que pctrr 

tout T dans f on a : / 1i l C(i,i) dX « / Il dX. On a : 
1 i 1 
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/ 1 r £ C(i,i) dX » S / 1 r dX(i,j) " ï E [(/ l r dM. e.,)
2] - / "Ij. dX. 

Quitte à remplacer [c(i,j)] par une suite de densités X-équivalente, 

on a : a) - d) pour tout (w,t). Soit C « £ C(i,j) e.®e. . C'est un processus 

à valeurs dans IE&j E, prévisible, à valeurs symétriques et positifs, tml que 

| | c | j r « I pour tout (u),t). Définissons < M > « / C g d A j . Le processus <M> 

A 

est prévisible (C et A étant prévisibles), â valeurs dans E & } B, continu à 

droite et pourvu de limites à gauche et tous ses sauts sont contenus dans des 

sauts de A. On a 

M ® 2 - < M > t « [\E (M t , e p ( M ^ e ^ ) - / C (l,j) dt J e ^ e j . 

D'après la définition de C(i,j), M -<M>est une martingale intégra-

ble car e^&e^ [M - < M > J sont des martingales intégrables. 

Remarquons que le processus < M > est unique ; autrement, la différence 

entre deux processus naturels serait une martingale intégrable à variation bornée 

et prévisible, donc la martingale nulle. 

De l'unicité de A on tire, étant |<M> t|j ) [ * T r < M > t , l'égalité 

Tr<M> * A. Le processus < M > étant croissant au sens de la positivité dans 

y*. · 

C ®j E, sur chaque trajectoire T 2 < M > est la frontière variation 4* 

tout processus rftX-4&l»4ue / ^ dM existe, on s : 

< / * dM > * / <|>2 d < M > - / $ 2 C 4A · / %Ml , 
oû A v est le processus naturel associé à la martingale / $ dM (dans ï& ffimçmMtim* 

2 
tion plus haut, on peut prendre A * (i, j) « <{> X(i,j) donc, on peut prendre C f «C, 

2 

étant A' * <J> .X-)« 

Remarque : 

La démonstration plus haut est une démonstration sur un exemple du 

résulat suivant : 

Soit y une mesure positive à valeurs dans E ® j E ; alors y « Tr y , 

la densité dy/dTr y existe et Tr(dy/dTr y) * 1 presque partout. 
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Proposition 2 . 

Soit u e £ ( E , IF). Alors, < u(M) > =* u ® 2 < M >. 

Démonstration : 

Si u,v € & ( E , IF), u <8> v est l'élément de J&(Œ £>j E, IF @j fF) défini 

par u ® v : x ® y •> u(x) <2> v(y). 

0 2 
Etant M - < M > une martingale intëgrable dans E S> OS, le 

0 2 ,0 2 & ® 2 
processus u (fri - < M > ) ~ (u(M)) - u < M > est une martingale. D'après 

l'unicité du processus naturel, o n a : u ~ < M > ~ < u(M) >. 

§ 3. Processus faiblement prévisibles. 

Soient IE, IF deux espaces de Hilbert réels et séparables et soit V un 

espace de Banach, sous-espace de o&(l£, ÎF), tel que ll'Bj^çg jp) 1. ^ 11*1 y · 

Définition 2 . 

Un processus <f> à valeurs dans V est faiblement prévisible si pour tout 

e e E et £ € IF le processus réel (<J> e,f) est prévisible. 

Pour toute mesure admissible X, (ftr, £P, X ; V) est l'espace des 
^loc 

t 2 
processus faiblement prévisibles dans V tels que / ||<j>|| dX <+<» pour tout t. 

o * 

(On suppose v > jjv| ̂  mesurable pour la topologie faible : c'est vrai, si V 

est le dual d'un Banach separable, par exemple si V = %(tE, IF), ou bien si V est 

separable). 
2 

Si V est separable, chaque processus dans <&j o c(^)
 e s t * a limite de 

processus du type £ vk * a v ^ c ^ réel prévisible et v^ el/. Soit M une 
k <̂ n 

martingale dans ^ ( E) de mesure prévisible X et définissons : 
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/ * \ v dM » E v / * dM. 

Quitte a remplacer ) par une suite orthogonale pour X, on a : 
t t 

E(|/ Z *k v k dMJ(|) < K r |v |* / * 2 dA « k /|| E v k * J* dX , 

° k £ n k 1. n n 0 ti 

donc ^application $ j $ dM se prolonge par densité et continuité en applica-

tion de & j o c (V) dans ^(IF) . Remarquons que cette définition d'intégrale sto~ 
séparable 

chastique n'est plus utilisable si V n fest pas (par exemple, si V »î6(fE,iF)) 

et que l fon a perdu, par rapport au cas réel, la propriété d'isomëtrie 

E 3 / 9 dM| 2 « / ty2 d\. 
o 

Pour une définition convenable de / $ dM dans le cas V » «&(B, IF), 

nous adopterons pour les processus <j> à valeurs dans «£(tE, fF) la semi^norme 
t 2 

naturelle BE £|J <J> dM| p 

Proposition 3. 

Sont équivalentes : 

a) $ est faiblement prévisible dans & ( E , IF) ; 

b) pour tout e € E, $ e est prévisible dans IF ; 

c) il existe une suite . ) _ ̂  de processus prévisible .r̂ ela 

que suît^ n B 

converge vers $ faiblement pour tout (w,t) € Q f Re*)et(**) ët«H«RBÏi? 
i i 

bases orthonormées de IE et IF respectivement 3 * 

La démonstration est triviale . Remarquons que si 

H : e Z (e,e.) e. et ïîf : f Z (f ,f, ) f. alors Y* * 1Ï' * <J> * II · 
n , ' i i u . 9 k k n T n 

1 £k k <n 

Proposition 4, 

Soit M dans ^ ( E ) et C sa covariance. Pour tout t, l'application : 



-10-

l i ^ , : * ~ > (/ Tr ^ 2 C dX)V2 

est une semi-norme sur l'espace des processus faiblement prévisibles à valeurs 

dans ¿&([E,fF). Si <|> est une suite qui converge faiblement vers 0, pour tout 

(o),t), alors ||<t>n|| . > 0 si et seulement si Tr <{>r ̂  2 C est uniformément 
n, t 

integrable pour À sur Q x ]o,t]. 

Remarque : Signalons des écritures équivalentes de Tr <f> C que 1 on retrouve 

dans la littérature. Etant donné (<\> C) = <f> 0 C 0 <f> , on a : 

Tr • C = Tr<f> 0C°<{> • Tr • o C / ¿ · (C ) o • , étant donne C auto-adjoint, 

Démonstration : 

Soit u 1 1 une suite dans &(0E,iF) faiblement convergente vers u°. Alors, 

n n ̂  

pour tout C de trace finie : u 0 C ° (u ) est convergente vers u° °C° (u°) pour 

la trace ; donc Tr 4> C = ||<f> <>C 2||̂  e s t un processus prévisible réel et |4>1M t 

est bien définie. En plus, ||-||M vient d'une forme bilinéaire, donc est une semi-
ri, t 

norme. Si <j>r > 0 faiblement, alors T^ <j)®2 C > 0 et, d'après l'uniforme inté-

grabilité,
 ! U r | M 5 t > 0. 

Proposition 5. 

Soient A(M) et e(M) respectivement l'espace des processus faiblement 

prévisibles dans a&(EE,IF) de semi*normes ||»||M finies et l'espace des éléments 
M, t 

de A (M) de la forme Z <(>, . e, ® f. . Alors, e (M) est dense dans A (M) et, 
h,k <_n "> k h k 

si un des espaces (E, ÍF est de dimension finie, A(M) est complet. 

Démonstration : 

Soient ( n̂)> (̂ n̂  r e s P e c t î v e m e n t i e s systèmes de projecteurs associés 

aux bases (e-,), (f..). Soit <f>€A(M) et <f>n = IT <> <f> * . Tout f est dans e(M) : 

étant T r (<j>-<ff
2C = T r <|>®

2C - Tr(<f>n)®2C, on a : Tr (<{>n)®2C < Tr (<|>)®2C. En plus, 
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$ n est faiblement convergente vers t' pour tout (u),t), donc <j>n—~> <j> dans A (M). 

n '^2 
Si (4> ) est une suite de Cauchy pour A (M), alors (4>N °C ) est une 

suite de Cauchy dans ( Œ 1 , ^ , A ; ^ 0 ( L E , Î F ) ) qui est un espace complet. Soit 

n ^¡2 n * . n ' v î / 2 
H « lim <j) c C . Quitte à remplacer * par une sous-suite, on a : ' *> C > 

pour presque tout (w.t). Four <a),t) fixe, on a : C ~XXj(u>,t) x_. <S?x̂  , (x^) étant 

une base orthonormée (qui dépend de (to,t)). Soit: Jî le projecteur 

e > r.(e,x.) x : ^[Xm^0y On a : 

H n. ; J/ 2 m ^ „ 2 v .2 i „ n .m. ,2 
I I* °C - • ° t . | | 2 - J A, |(* * + > e i l p · 

Si E est de dimension finie, (il suffirait rang C (u>,t) < + <»), ceci 

implique que $ est de Cauchy dans , fF). Si IF est de dimension finie, ceci 

implique que sup ||<J>nf «^^g? < + <*>; dans les deux cas, il existe un processus 

<J> £&(IÏE,IF), tel que lim <|>n * $ o n dans &(E,IF) faible. Or, c|> o[{ est prévisible 

et <{> ° ïï « C ~ é °C ' * H . 

Remarques. 

a) Dans le cas général, on peut caractériser la limite d'une suite de Cauchy 

dans A(M) en termes d'opérateurs non bornes de E dans ÎF dont les domaines 

^V? r i r n 
contiennent C "(CE) . cf. [16j et [î8J . 

n 

b) On peut énoncer la propriété de Cauchy de la façon suivante : Soit ) de 

Cauchy pour A (M) et telle que sup jj<t>n| q? / r~ -pv < + 0 0 « Alors, la limite des 

<j>n est dans A (M). 
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§ 4. Définition de l'intégrale stochastique. 

Soit <}> un élément de e (M) : 0 * Z . e <g> f . D'après 
h,k$n h , K 11 k 

les propriétés du processus naturel% on a 

<(M,eh)> « e®
2 <M> - «M> e ^ ) ^ Tr <M> - A , 

donc k d(M,e^) est bien défini. Définissons 

;> dM « T f K d(M,eh) f . 
h,k<n * 

et, si tous les termes sont bien définis, 

/<(> dM •* I e f e S f (/ iph k dM) . 
h,k<n " * 

Proposition 6« 

L'application $ ^i^/(|>dM se prolonge en isotnétrie de A (M) 

dans '%(iF) . 

Démonstration : 

E(M) étant un sous-espace dense de A(M) et l'application 

<() ̂ £-~~->/(j)dM étant linéaire, il suffit de vérifier l'énoncé pour un <j) du 

type î ê  & f . D'après les propriétés du processus naturel, on a 

<H> % 0 £ k dM)« / t 2 d<e h 0 f k M> 

" /0f> -e h ® f k)®
2 C dA 

d'où la proposition. 

L'intégrale stochastique est donc définie par la formule 

/<j> dM - El /(<|> e h f k) d(M,e b) f . 
h,k 

Proposition 7. 

Soit <J> faiblement continu à gauche, et uniformément borne dans 

î£(E.F) · Alors 

/• dM - lim E * k / < W n ~ W . 

n k 2 2 2 
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Démonstration : 

Appliquer la propriété de convergence dominée dans A$$) . · 

S 5. La variation quadratique 

ÎSIous allons associer â chaque martingale M dans ¿̂((E) un procès-

sus à valeurs dans E ®j Ë qui jouera le role de "variation quadratique", â 

savoir 

[M] Z ( Mk*l ""k A ^ 

n k 2 ^ W 

" - 1"rite étant prise dans le sens précisé plus bas» Bien que l'existence de 

la variation quadratique soit bien connue, nous reprenons ici les démonstrations 

avec un système d'hypothèses qui permet de travailler partout avec la notion 

d'intégrale stochastique que nous avons définie, i.e. la définition de type 

2 

pour les processus faiblement mesurables. Nous montrons que la variation 

quadratique est liée à un processus "densité" de la même façon que le proces

sus naturel est lié à la covariance. 

Définition 3. 

Une martingale M é'ty(E) est admissible (pour la variation quadrar 

tique) si la suite ¡Mn|^ , oü (M n) est la suite des approximations dyadifj'iei 

- .uniformément integrable pour la mesure admissible X sur tout ft* ]o,tJ. 
donn| que ^ 9 

Si la martingale M est admissible, étantï Tr(M C |Mn|~ et M n -+ M ~ 

dans E pour tout (uo,t) , l'intégrale f(lÇdM) est bien définie et 

/(Mn,dM) -* /(M*¡dM) au sens de la métrique de l'espace des martingales réelles. 

[pn pourrait aussi bien prendre comme condition d'admissibilité la condition 

"Tr(Mn,.)^2C uniformément integrable" ] -
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La définition 3 n fa pour but que de préciser une terminologie commode 

pour les énoncés qui vont suivre. Voici deux conditions suffisantes pour 

1 1 admissibilité. 

Proposition 8. 

2 
Pour tout t soit U = sup |M | . Si pour tout t E Í U ^ ) < + <*> 

s<t 
A étant le processus réel naturel de la martingale M , ou bien si 

2 
E(U j M l ) < + CO alors M est admissible. 

TL t i ' » 

Démons tration. 

On vérifie aisément que le processus U est croissant et continu 

à gauche. Etant U > |Mn| pour tout u),t,n, si U est integrable pour X 

sur t o u t Q x J o , t J , alors M est admissible. Soient U n les approximations 

dyadiques de U . Etant o ̂  U n < U n +^ , le processus ^ ^ x ^ J 0 jfj e s t ^ n t ^ -

g r a b l e s i e t seulement si (Beppo devi) on a sup x J Q j-J ^ dX < + 0 0 

D ' a p r è s la définition de X et de A on a 

jVio.ti ^ = l E [ uk K + i J 2 " K \2U e P t l M t l 2 3 
J J K A t A t -J 

2 n 2 n 2 n 

et analoguement f_ -i -» U ndX x ¡EÍU A 1 . 
6 J ftxj o , t] L t tJ 

Remarquons que les hypothèses 

a) A est borné presque sûrement pour tout t ; 

b) |Mt| est borné presque sûrement pour tout t , 

impliquent que M est admissible. 

L'inégalité de Doob 

E(U*) < 16 E|M t^|
4 

donne la condition suffisante 

c) E[Mt_|^< + OO pour tout t . 

En utilisant la condition a) on peut montrer que chaque martingale 

e s t " loca lement" admissible. 
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Proposition 9. 

Soit M c mu«E) et soit A le processus réel croissant naturel de M. 

Il existe une suite (s n) de temps dTarrêt telle que cJn t + 0 0

 et A soient bor-

nés, donc telle que les martingales arrêtées M soient admissibles. 

Démonstration. 

Soit " n = ( a < n^ = ]o,T n[, (T n) étant une suite de temps d'arrêt crois

sante vers +00. Soita n le temps d'arrêt défini par : 

AN(O)) = m a x { T K O ) ; Tk<>>) < T n(w) } 

avec 1 ° = 0.· Etant donné o n < X N , on a A < n. On a encore °N /I + 0 0 car 
A 1 1 

l'ensemble (J 0 (̂ ) n'est pas^fini pour presque tout <o et est contenu dans l'en-
n 

semble (J Tn(oo). 
n 

Définition 4. 

Le processus [ [>G] réel, croissant, d-continu, adapté, intégrable, 

est la variation quadratique réelle de la martingale M si pour tout temps 

d'arrêt o* tel que la martingale arrêtée M Q soit admissible, on a 

Remarques : 

a) la variation quadratique est évidemment unique 

b) étant données M~Q I J ^ - J = M~ et dM a = ïj q ^ dM Q la 
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formule précédente peut s'écrire 

l M C A t . | 2 * 2 ; > > a ) + M a A t 

c) Soit (crn) une suite croissante de temps d*arrêt telle que 

M soit admissible et M ~>M . Le processus 
n n 

" t " 1 . 1 " / k d V * | H | 2 ' < u w > j > c 

n 
est une martingale integrable qu'on peut noter 

2 

bien que l'intégrale à droite ne soit pas définie dans le sens c£ · 

Proposition 10. 

Pour toute M e'tyflS) la variation quadratique [püj existe. Si 

la martingale M eat admissible on a pour tout t 

<*> lim E[sup|[[MÜ - l Jm - H . | 2 | 2 j > 0 . 

Si <$^ M^ e^t le processus réel naturel de la martingale M , le pro-* 

ce8sus - jptjj est une martingale integrable dont les trajectoires 

sont à variation bornée. Si M est continu, <<M)) » JJ[mJJ . 

Demonstration : 

Soit ft admissible. Si (H n) est la suite des ap$*$xîi^& 

diques de M* on a 

|M t|
2 - 2 O^.dM) • I l ^ , - ̂  | 2 

k — — At -r 
2 2 n 

d'où, d'après la convergence de /(Mn,dM), vers /(M~dM) dans ^(E) on a 

<*> et toutes les propriétés de t$ . 

Si M n'est pas admissible, soit (crn) une suite de temps d'arrêt 

telle que M ̂ -^M et M soit admissible (avec a* £ (J^*") . est alors 
a aJJ 

défini localement. Soit Y la variation quadratique réelle de M · Si 

am $ an on a Ym « Y N sur Jo.crM3 et J|M3J » lim Y N 1-^ ̂n-j sur 
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U 3°»0n3 · Ailleurs .Jprçjj * l M

t I
2 ' 4 L a V â r i a t i a n quadratique est integrable 

n 
car 

B 14 t - li»E|M n I 2

 + E [ { M t |
2 l { t £ n l a « + o o C } ] - E |M t|

2- . 

Etant | M T | ^ - <<fM>) une martingale integrable <̂ <M)̂  - [[M}J est une mar

tingale integrable à variation bornée sur chaque trajectoire. Si M est con

tinue, alors j(M,dM) est continue, donc (<M$ ~ [JM]J est continue, donc 

«M» - [[M]] · 

Passons à la version vectorielle de la variation quadratique. Pour 

* î 

tout x,y£E , soit x 8 y « y ( x ô y + y g x ) le produit tensóriel symétrique 

de x et y . L'application j : e ^ ( { ^ e È f) est une isométrie de E 

dans if(E,E &2 *0 > donc pour tout processus $ prévisible dans E , tel 

q U G ^ft*3o tj '^ï E < + 0 0 » l'intégrale stochastique © dM * j(<f>)dM 

est bien définie dans (fll(E ®~ 9E) . (îl suffirait / . (̂Ccj) ,$)dX < -f»). 
~ «6̂  «J O , tj 

Définition 5. 

Le processus [Mj| à valeurs dans E ®j E , croissant au sens 

de la positivité dans E ®j E , d-continu adapté, integrable est la v^yjj^jgp 

quadratique de M «i polir tout temps d'arrêt, o tel qu# la martingale 

soit admissible on a 

(M f 1 2 ; A / N T M" I dK 4 CM] 
cr A t 7 o o t\ t 

Remarque : 

Cette égalité est valable dans l'espace E ® 2 JE dans le sens 

-0 A t ~ I t * " 7 * 
; il 1 ® dM « / M ® d M .On verra plus bas qu'on peut interpréter 
o o n n r * ' 

t _î * o a-
t—>/ q M ® dM comme martingale integrable dans l'espace E <®j E « 

Proposition 11 » 

Pour tout M£: '>U(£) la variation quadratique DhQ existe et est 
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unique. Si a est un tea$>s d'arrêt pel que soit admissible on a pour 

tdut t 

C*) h . e sup I i M S A a - i - < ) 0 2 ! i 2

2 « o . 

n s£t k ^ 8 — a s 

2 n 2 n 

Soit (Hy**Jc d <<fH )̂ le processus naturel de M · Alors le 

processus {M) - jJMf] est une martingale integrable dans iE JE de va~ 

riation bornée et, si M est continue, ^ M ) «= [li] . 

La variation quadratique est de la forme [m]* /D d |jlM"Jl » °Q 

D est un processus bien mesurable et |[l£j| « Tr [m} · 

Ssaaryie : Nous n'avons pas étudié le lien entre C et D · 

Démonstration* 

L'espace tE ® étant un hilbert, la proposition se démontre 

exactement comme dans le cas réel saur que toutes les propriétés sont inter

prétées dans l'espace E ®£ ^ * existe donc un processus unique £m] , 

à valeurs dans E ^ E » croissant, adapté, integrable et tel que 

M * * 2 / M ® dM + QtL 
t o *- t 

où l'intégrale stochastique est une martingale integrable. D'après la positi~ 

vité de [M} t 

E [il M t {},] - Tr t ( C M l t ) « Tr « (M*2 » £ f*¿f* 

donc £Mj¡t est presque sûrement dans ¡E ® ? ÍE et / M ® dM est une marfcÎfcĵ ïfc' 

integrable dans E ®j B · 

Soit (ÏÏn) un système de projecteurs de Ë · Alors îlf̂ 2 est un 

élément de $(E ® 2 E , E Y â ( E) et 

(ïï m j ® 2 « 2 ·/* RI m~ ¿ d(N m) + it® 2 Cm] 

n t o n n n u 

d'où, dfaprès l'unicité, II® 2[>Ü « [ïïn M*] et 
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TiTm] « lira Tr T®2 [Ml «-lim 2/(11 M", d I M) + |M I 2 

n 

« - lim 2 "/(Il M~, dM) + |M t|
2 « [[M]) 

n 

[M] étant croissant» un calcul analogue montre que jptl) est la fonction 

variation de la mesure djHfê] à valeurs dans E ®j E , donc que [M] 

est d-continu pour la topologie de (E ®^ E , et que la densité D de la 

mesure E £/.d (M ̂  3 P a r rapport â la mesure E Q\ d [ChITJ existe» 

c.q.f.d. 

Etudions la structure de [/ <f> dM ]] · Pour tout u»v dans 

£(E,(F) , u ® v est l'élément de ^(E ® E, (F ®> (F) tel que 

u ® v : x 8 y -£̂ > u(x) <E> v(y) » 

[M] étant croissant, sa variation sur chaque trajectoire est 

Tr [kj et la variation de la mesure y est y = E [ f. d Tr Ml '] · Soit 

D « dy/dy' . (cf. la remarque après la proposition 1). On a 

£mJ « D d Tr [M] , étant donné pour tout e^ 

e. & e. [MJ « e. « e . D dTr [M! 

et la variation quadratique de la martingale (M,e/) étant unique. 

Soit <J> un élément de A(M) . Nous étudions la structure de 

[/ $ dM 2 · Pour tout .fùv dans r£(E»f) , soit u ® v L'ëlêsient de 

^,(E ® E, E @ î E) défini pour tout x ® y par 

u & v (x & y) « u(x) v(y) » 

Proposition 11. 

On a 

[/4)dM] - / f2 à [M] 

l'intégrale à droite étant définie par 

/(f)®2 d [M] » /<f 2 D d Tr [M] 

où $ D est un processus prévisible à valeurs dans F ®j /F . 
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Pour la démonstration noup faisons référence à \}B\ avec la 

remarque qu'il suffit de démontrer l'énoncé pour des <j> fortement mesurables. 

Signalons seulement un cas particulier dont on aura besoin dans la suite. 

Pour tout u&^GE^F) on a 
s s 

u (x ® y) ** u s(x) Ô u 6(y) , 

d'où on montre 

u * /M ® dM - /u(M ) ® d u(M) 
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§ 6. Formule de Xto. Cas continu 

La formule de îto pour une martingale vectorielle continue est 

bien connue. Nous reprenons ici les parties de la démonstration dans lesquelles 

interviennent les notions de processus faiblement prévisible et de covariance 

d'une martingale. Remarquons d'abord qu* une fonction ne doit pas nëcessai-

(2) 
rement être de classe c pour avoir une formule de Ito. Soit par exemple 

(2) 
(g t) un brownien réel et soit f une suite de fonction de classe c 

dont les dérivées f 1 et f" soient bornées uniformément, On a 
n n 

f (8J 88 f (o) + /* f'(B ) d g + ~ / f"(B ) ds . 
n pt n o n p s ' p s 2 o n M s 

Soit f|j f,f partout et ^ n(°) f (o) » * étant défini à partir de f" . 

On a 

f(Bt) « £(o) + j'I f
f (Bfi) d A G + \ ¡I f"<68) ds 

mais f,! n'est pas nécessairement continue. 

Dans le cas vectoriel avec dimension infinie, on peut démontrer 

la formule de ïto très faiblement sous des hypothèses qui n'impliquent pas 

la dérivabilité deux fois au sens de Frechet. Voici les hypothèses les plus 

maniables. 

Définition 5, 

Une application (j) de E dans l'Hilbert (F est régulière (pour 

la formule de ïto) si pour tout x, y dans (E on a 

<f>(x) - 4><y) - <f>'(y)(x~y> + j * n(y)<x-y)® 2 + R(x.y) · 

2 

où |R(x,y) | 3 5 o(|x-y| ) et 

a) <f>! : lE + <£(E,#) est continue de E dans $(E,F) faible 

b) tp" : E •> £(IE ®j E,F) est continue de E dans £flE ® ? E;F) 

faible 

c) <jjf et sont uniformément bornées en norme. 
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Démontrons alors que si W est une martingale continue et si 

^ M ) * ̂ C g d A g on a p.our toute fonction régulière <f> la formule de Ito* 

• (Mfc) -•(©)
 + / ^ ' ( M g ) d M g • j / * * ' 1 ^ ) C s d A s 

Tous les lemmes sont bien définis : <f> est continue de E dans 

F > • ' ( M ) est un processus faiblement prévisible et borné, $ n(M)C est 

prévisible et borné dans F · Soit (M11) la suite des approximations dyadi-

ques contenues à gauche de M . On a 

f$ 1 (M n) dM+ /* f(M) dM 

donc un calcul classique montre que 

• (ML) « <No) + /* <J>! (M) dM + lim 

où 

La martingale M étant continue on a [MJ « /C d A , d foù 

i Ç 2 - 2 M » dM + / l C d A 
t o o 

et 
s 

(M -M )® 2 » 2 / ' ( I L - M ) ® dM- + / t C d A . 
t s s ^ s *· s 

C . » « c i r e U° .o». L £ . ™ 

0° - S <r<M. ) ( J (M-Mn) S dM + i <*>"(Mn) C dA . 

S 
Rappelons que l'intégrale /(M-M n) ® dM est l'intégrale du 

^ n s 
processus à valeurs dans ^(E,E © 2 E) défini par e (M~M ) ® e ; ce 

processus est au fait à valeurs dans $(E,1E »j E) et la formule de la varia-

b n 8 

tion quadratique montre que l'intégrale / (M~M ) ® dM est pour tout a 
a 

et b un élément de ^ ^ j } E · 

Soit (Il m ) une suite complète de projecteurs de E ; pour tout 
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x dans E ®, E on a ÎI x x dope, *f,(M. )IÏ ' étant à valeurs dans 
î m K_ ni 

2." 
^.(E(ê 2'Ë,F) 

k-H k+J_ 
f n A t s f~"n"At s 

*" ( Mk } ) k (M-Mn) * dM « lira ^ ^"(M^ ) IT (M-M ) ® dM 

— y — At RA / _ ~ A, t --·-

2° 2 n 2 n 2 n 

« lim ^ [*"<Mm)]S (M-Mn) dM 

2 ° 
S 

s s 
où on dénote par u l'élément de ÇE, '£ tel que u (x,y) 8 2 u(x & y) > 

u étant dans ^(E ®j E,F) . 

On a donc 

U n * / tr* f ,(M n)l 8 (M~Mn) dM + i /* <J)"(Mn) C d A 
t o *~ -*1 z o 

d'où, si M est admissible, 

lim - ~ / C <J>lf(M) C d A 
t 2 o 

n 

et la formule de Ito, Il suffit encore de remarquer qu'il suffit de démontrer 

la formule pour une suite de martingales arrêtées (M ) • 

La formule passe à la limite pour une classe de fonctions limites 

de fonctions régulières au-sens suivant. 

Définition 6« 

Une fonction $ est admissible (pour la formule de Ito) s 1il 

existe une suite (j>n de fonctions régulières telles que $ n(
x) <K X) 

pour tout x dans E et si les suites (<j>n)1 et (<J>n)n sont convergentes 

vers <j>' et dans le sens 

{ [ ( • V - <j>?] (M)}® 2 C 0 dans t\Qc f?9\; F ® { IF) 

(<j>B)" (M) C -> $lf(M) C dans ^ J o c F faible . 

En fai% la premiere condition implique l'existence de /$ f(M) dM et 

/ ( * n ) f (M) dM + /(J)'(M) dM ; 
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la deuxième implique l'existence de /<|>"(M) C d A et 

(H) C d A + <fr"(M) C d A 

pour tout t . 



-25-

§ 7. Intégration par parties 

Proposition 12. 

Soit <|> une application de Q1 x [atb] (a,b réels) dans %¿P(E,fF) 

faiblement mesurable pour la tribu produit Borel [a,b] et uniformément 

bornée en norme de <£.(E,F) . Pour,tout t 1 1 application u -?~y>f $ (u)dM 
o s s 

est mesurable de pa fb| dans ¿ Í ¡ (dL) et l'application (uî,t) é (ü),u)du 
, u ~* |r t a t 

est un processus faiblement prévisible et uniformément borné dans <£ (iE ,F) . 

En plus on a l'égalité 

Démonstration. 

Si <$> eoX fortement mesurable, c'est le théorème de Fubini pour 

l'intégrale vectorielle (<W) . Autrement on approche $ par <j> o n » 

(lî̂ ) étant un système de. projecteurs de E . L'uniforme majoration permet 

de passer à la limita * c.q.f .d. 

Signalons le cas particulier suivant. Soit X un processus faible

ment prévisible dans Í(E,F) et appliquons la formule de Fubini à 

<!> » ï (u) X (o>) . Si X est uniformément borné, on a 
s Jlo»sj u 

/ V X du) â H * </* X du)*! - / t X M du 

Proposition 13. 
t 

Soit V un processus de la forme V * v • / A du , A étant 
t 'o u * 

un processus faiblement prévisible dans · Supposons V integrable 

pour M • Alors on a 

St
 V d H - V M - / t A M du 

o s s t t ' o u u 

Démonstration. 

Soit * v + /* A n du , où A n est une suite de processus bornés 
t ' o u v 

(-#) On démontre le théorème de Fubini pour un produit de deux mesures vectorielles 
dont l'une à variation bornée. 
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dans t̂(iE,(F) telle que A n -*· A dans ff* pour tout u> . On a 

fl V n d M - V n M - fl A n M du * o s s t t o u u 

et tous les termes passent â la limite. 

Remarque : 

Dans le chapitre 2 nous utiliserons plusieurs variantes de la 

formule d * intégration par parties que nous démontrerons cas par cas. 

La démonstration de la formule plus générale nécessite de la 

définition de 1' intégrale stochastique pour des martingales à valeurs dans 

un Banach et de la formule de Ito pour M discontinue*. Nous ne développons 

pas c e s notions. 
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5 8. Commentaires bibliographiques 

La construction de l'intégrale stochastique que nous avons donnée 

reprend la définition de mesure stochastique vectorielle de [ l4 ] , [\5] , [20] 

et généralise la notion d'intégrale stochastique faible donnée pour le cas 

brownien par [V] et [5] . La généralisation au cas des martingales locales 

et des processus à valeurs opérateurs non-continus est faite dans [}fî] et 

[18] . 

La notion de Variation quadratique a été définie dans [14] pour 

le cas vectoriel ; les conditions d'admissibilité (proposition 4) sont dues à 

M. Métivier. 

La formule de Ïto pour une martingale hilbertienne se trouve dans 

[lOJ et [l4]| ; pour le cas non-continu, qui n'est pas traité ici, voir [8j * 



C H A P I T R E II 

APPLICATIONS AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES 

SOMMAIRE. 

La construction de l'integrale stochastique développée au chapitre I 

est motivée, entre autres, par la remarque suivante.. Soit A un operateur non bor

né dans un espace de Hilbert H et soit R le semi-groupe genere par A ; autrement 

dit supposons que x soit, la solution unique de l'équation dy/às = Ay de condi

tion initiale x* On sait que la solution du problème non homogène dy/ds - Ay + f 

peut, dans certains cas, être écrite sous la forme x + j R^^f(u)du. Censi-
G 

dérons un problème stochastique analogue : 

dY c = AY ds + dMv< , 

M étant une martingale. On se demande si la solution est: de la forme 
R x + /*" R dM et dans quel sens est prise 1' Intégrale stochastique. En gë-
t J t-u u 1 i e j. t, 

o 
néra! le processus (indépendant de oj) R n'est pas fortement mesurable en tant 

qu'application de R + dans £(!H, 21) · D'après la construction du chapitre I, le 

t 
processus f R dM est bien definì, si t -—*R est faiblement mesurable et 

t-u t 
o 

si / Tr R®^ C dX(s) < + <& pour tout t. 
flx]0,t] 1 s 

Dans le cas ou M est un processus de Wiener le problème (*) a été 

étudié notamment par JJ3J et. [/fj . Dans le cas général nous faisons référence à 

f Î8J . Au paragraphe i nous étudions le problème (*) en définissant une notion 

de solution au sens fort ; autrement: dit on demande que AY soit défini pour tout 

(io,t). Au paragraphe 2 nous étudions un cas d'équation d'évolution ou A est un 

opérateur non linéaire ; en utilisant les méthodes de et JJ22J nous nous in

téressons à l'existence de la solution et. aux propriétés de continuité des tra-
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jectoires. Le résultat est le même que dans jj 7J sauf que la méthode d'approxi

mation n'est pas la même. 

Les méthodes et les résultats du paragraphe 2 s appliquent en parti

culier aux équations linéaires considérées dans [l] . 

Rappelons les abus de langage : 

- "martingale11 sous entend -1'intégrabilité du carré de la norme ; 

- autrement on dira "martingale intégrahle,r. 
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S 1· Le cas linéaire» 

1.1 Hypothèses générales* Problème» 

Sont données une martingale M dans 1'espace de Hubert H (de norme 

I ·l et produit scalaire (.,.)) et un opérateur Á sur H de domaine D. 

Nous supposons A fermé ; D est alors douée de la norme associée au 

produit scalaire (x,y>D * (x*y) + (Ax.Ay), un espace de Hubert tel que l'injec

tion D H est continue. 

Nous associons à A et M l'équation dyévolution stochastique. 

(1.1) d Y « A Y dt + d M , 0 < t < t Q . 

Définition 1« 

Soit Ç une variable aléatoire à valeurs dans H, ^-mesurable. 

Un processus Y à valeurs dans H est une solution de 19 équation (1.1) dé condi

tion initiale Ç si AX est défini presque partout pour la mesure d P x dt et 

si presque sûrement 

(1.2) Y « Ç + / t A Y u du + M t f 

o 

pour tout 0 <̂  t ̂  t . 

Le problème éteint - linéaire* nous supposerons dans la suite £ * 0· 

Reaar<tuoi3ks que %a soîtition X est, 4Tâpirê$ l'égalité <M j N i^mntim^ (;# É p ^ 1 

nue si M est continue). D'autre part, si ̂  est un procaadUf tel que l-oto ê%4 

l'égalité (1.2) pour presque tout t, alors le processus 

(1.3) Y t » Ç + A ̂ u du + M t 

o 

est d-continu et Y » Y presque partout pour la mesure dP & du, donc on a (1.2) 

pour tout t. 

Supposons que A soit générateur infinitésimal d fun semi-groupe forte

ment continu dans H. Autrement dit : il existe une famille (IL) d'opérateur 
t t>o 
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borné de 01 dans (H telle, que R » I, R » R o R , pour tout h é (H l'application 

• R h est continue de lo.t 1 dans H et pour tout d 6 D on a 
t *~ o 

(1.4) R„ d - d + f A o R d du 
t ' u 

o 

l'application u — > A ° R

u

 é t a n t continue de Jo,tJj dans CH. On sait (cf. [9 

que sup jJR j| o < + ro et À o R d = R o A d pour tout d € O et t > 0, 

o<t<t t % m ' m } t t 
o 

d'où 

M $ . * , « » ^ l R t d ! 2 + i A o R t d |
2 ; ildil^^U 

(1.5) - sup { i R c d|2 + |Rt o A d j
2 ; ||dj| < 1} 

- 2 W Rt"£aH, « ) 

^ o < S ! i R t ! l K J D , ( D ) l + -
-, O 

Si M est une martingale dans VtytP), le processus (indépendant de to) 

R l"i i est alors intégrable pour M et on a le théorème d'existence suivant : 
t- · J O f t J 

Proposition 1 « 

Soit M une martingale dans 7^(D)* Pour toute C dans L*(ft, $V # P) 
• .# 

1 1 équation < 1. t> & <$&ê «plutiôïi unique à valeurs dans fi e* é^pa*|^ie^ 4ÈtàÊ#M& 
pour tout t pat la fbrmule 

0 . 6 ) Y t - * / ^ t - u d V 
O 

Si Ç€ <J^, alors fEJY^j < + « pour tout t. 

Démonstration> 

L'unicité résulte de l'unicité de la solution du problème homogène 

associé. 

Soit $ « ffc R d M . R étant borné uniformément dans JlOD, fi)) 
t J t-u u u °* 

o 



-32-

on a sup E |JY || < + °°f et 
t<t <— o 

(1.7) A Y. - jl A o * d M . % / t ' t-u u 
o 

Etant donné R * I + /*" A o R du sur (D, on a 
t-u s-u 

u 

(1.8) Y - J* (I + /' A o R ds) d M u. 

o u 

La fonction A o R t r est bornée dans £( (P, fitt), donc, 
s-u lu<s<ti 

d'après la formule de Fubini, 

(1.9) ^ t * M t + ( / ' A ° V u d M u ) d S -
o o 

De (1.7) 

(1.10) Y * f A ï ds + M. 
t * s t 

o 

et Y est la solution cherchée. D'après la linéarité la solution de condition 

initiale j£ eat hien {l«6)-f 

En analysant la démonstration donnée on s'aperçoit que l'on peut 

considérablement affaiblir le» hypothèses. Au fait les deux points essentiels 

sont (I.J) et la formule de Fubini. 

I t â M t a tfe'ÏNftijod dans le cas 

6oit M une martingale dans W^H) et soit ̂  une application<'<Éi; 

[ P - t J x [ û»t^ à valeurs opérateurs bornés ou pas de E dans 0. 

Nous <Ji*ons que / >(s) dM est bien définie pour tout s si (s) C existe 

0 2 

(i.e. si le domaine de <fr (s) contient, pour tout s, le rang de (u>,u)'%"%-• (^(o*), 

et si i^ ajciate une auite £ir ) de projecteurs telle que 

/ n ïr[*(s)oir - <Ks)f*2 C dX — • 0 
QxjO.t^l * 

pour t<H*t », ${*) I o ir étant un .éiéfaent de ĉ flH, (p). Si / <{> dM est bien définie, 
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la suite de martingales dans fy£(D) donnée par /<)> o ir dM est convergente vers 

un élément définissant j $ dM. 

Proposition 2. 

Soit Mtî||M) et <f>(0) telle que s ~> / <j>(s) dM soit bien défini* 

Si 

A / 0 x - | 0 t 1 Tr #®
2(s) C d À xds < • -

o J * o J 

alors l'application 

(1.11) j1 $(s) dM 

o 

est integrable pour la mesure de Lebesgue et à valeurs dans V̂ (¡D) et Iapplica

tion 

(1.12) ï ( t ) * ( u ^ u ) ^ ^ $(s) ds 
o 

est telle que 

/ f ( t ) dM 

et bien définie pour tout t. 

En plus on a 

t t t 

(um f.* f i t ) an * / ° ( / ° du) de 
6 o o 

Démonstration. 

L'application s — - > £^(s)] ]^ C est mesurable de ]p , t j ] dans 

cfe1 (8 x ( P f t J ^ ; O ® ÍD) et donc (1.12) est bien défini par 

¥(s) » lim /<{> o ir̂.. dM, mesurable et borné de [o,tJ] dans ̂ ïh ÛD) » d'où (1.13). 

L'égalité (1.13) se déduit alors de la proposition 32 du chapitre 1 par projec-

02 ® 2 
tion et troncature, étant donné (4> o tr ) C s f j \ \ , n \ ~~~ * * C 

n lit! <J> ir < ni 
u>l A * n — 

dàxiÈ ob(Û x ÎP^J» A ® d s f £D ®j O)) 
M 
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Si on reprend alors mot par mot la démonstration de la propostion 1 

dans le cadre de la proposition 2 on a le résultat suivant. 

Proposition 3> 

Soit MeT5\(pri) et ( R

t ) t > 0

 t e l c l u e ( e n t a n t 3 u e famille d'opérateurs 

non bornée de £H dans (D) l'on ait 

t t ^ ? 

(1.14) f 0 f ° Tr (R ) C d Q dF(u) < + <» 
o o 

où F(u) » (E |M I 2 . 

Alors (Î.6) est la solution unique de l'équation (1.1) de condition 

initiale Ç € (ft, ^,{P;(D). Si en plus £Rt(tti)CO pour tout t > 0, on peut pren

dre Ç dans <&°(ft, *^ o4P;H). 

Démonstration. 

Il suffit de remarquer que dF * dX pour tout "processus" indépendant 

de oj. 

§ 2 . Le cas norr-linëaire monotone. 

2 . 1 Position.du problème. 

Rappelons quelques résultats d'analyse fonctionnelle (pour les dé

monstrations cf. jj} J et Q2I ) . 

Soit H un espace de Hilbert réel separable, dont la norme sera notée 

L et le produit scalaire (.,.). Soit A une application, de -f son domaine t) vA)dH 

dans M. 

Définition 1> 

A est un opératetrr monotone si pour tout x, y dans le domaine 15L)(à) on a 

( 2 . 1) <Ax - Ay, x~y) ̂  0 . 
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On montre que la condition (2.1) est équivalente à la condition 

(2.2) pour tout x,y€5)(A) et X > 0, |x-yj < j (x+A Ax) - (y+A Ay) j . 

Autrement dit, pour tout opérateur monotone A et tout A > 0 

l'application (I + A A) est une bijection dont; l'inverse est une contraction 

(en général non stricte) dans H* L'application J ? ~ (I + AA) * est dite résol-

vante de A. On a le cas plus utile quand est définie sur tout M. 

Définition 2. 

A monotone est maximal si (1 + AA) est une surjection sur H pour 

tout A > 0. 

Dans la suite A est toujours un operateur maximal monotone. 
r\> 1 . . . , ^ 

Soit A - A o J - -~ (I *"* J\) 1 approximation de Yoshida de A. 

On montre que, pour tout A , X est maximal monotone, de .domaine H et lipschitzien 
A 

de paramètre 1/A. 

Donnons l'exemple d'opérateur maximal monotone avec lequel on tra

vaillera. Soit V un espace de Banach réel, réflexif, separable, dont la norme 

sera notée ||. || , tel que V C M , l'injection étant continue et V étant dense 

dans £H. On identifie £H et son dual ; alors le dual W ' de. V s'identifie avec un 

sur-espace de (H, l f injection de (H dans W' étant continue et & étant dense dans 

#'. On notera |J :|| la norme de Qf1 et <.,.> la dualité entre W et W* Pour 

tout v e W et h e & on a <h,v> = (h,v)-

Soit A un operateur de W dans ®* tel que 

(2.3) Â est continu de S fort dans V faible , 

(2.4) pour tout xeGf, ||Ax|| <, c |jx|| P ~ ! , 

(2.5) pour tout xe$/, <Ax,x> >̂  a ||x[j P , 

(2.6) pour tout x, ye$r» <Ax~Ay, x-y> >̂ 0, 

p étant un réel > 2, a et c Vtant des réels positifs. 
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On m o n t r e que l a c o n d i t t t m 4 -2 .3^ e s t é q u i v a l e n t e , , s 4 < 2 . S ) &t ( 2 . 6 > 

s o n t , v é r i f i é e s , à l a c o n d i t i o n d * h é m i c o n t i n u i t é e t que ( I n A ) e s * une s u r j . e c ~ 

t i o n ' d e W s u r V 1 . S i A est: l a r e s t r i c t i o n de A a l ' e s p a c e {x : Ax 6 {H}, A e s t 

m a x i m a l e m o n o t o n e . 

Dans l a s u i t e A v é r i f i e (2.3) - (2.6) et: nous n ' é c r i r o n s p l u s l a 

t i l d e : p a r e x e m p l e A^ signie.-K ~: A o Jy Sous l e s h y p o t h e s e s (2.3) (2.6) 

on é t u d i e d a n s ^2~} e t §2^ l ' e x i s t e n c e d e s s o l u t i o n s d e s é q u a t i o n s du t y p e 

(2.7) Y - Y° - / t A Y s ds + Mfc , 

o 

où M e s t un p r o c e s s u s a v a l e u r s d a n s H s a t i s f a i s a n t d e s h y p o t h è s e s c o n v e n a b l e s . 

I c i n o u s é t u d i o n s l ' é q u a t i o n (2.7) s o u s l ' h y p o t h è s e que M s o i t une 

m a r t i n g a l e d a n s 77UJH), p a r une m é t h o d e d ' a p p r o x i m a t i o n "de Y o s h i d a " . Nous nous 

i n t é r e s s o n s s u r t o u t a u x p r o p r i é t é s d e s t r a j e c t o i r e s du p r o c e s s u s Y. Le r é s u l 

t a t e s t é n o n c é p l u s b a s . Remarquons que l e s mêmes m é t h o d e s s ' a p p l i q u e n t , en 

p a r t i c u l i e r , a u c a s où (H e s t d e d i m e n s i o n f i n i e , d o r m a n t l i e u à un t h é o r è m e 

d ' e x i s t e n c e d e s s o l u t i o n s d e s é q u a t i o n s de I t o s a n s h y p o t h è s e s de L i p . s c . h i t z . 

Dans |j22j e t [j2 3 o n t r a v a i l l e a u s s i l e c a s où A dépend du t e m p s . Nous n ' é t u 

d i e r o n s p a s c e c a s . 

D é f i n i t i o n 3. 

S o i e n t M une m a r t i n g a l e d a n s ^TLQIi) ̂  A un o p é r a t e u r v é r i f i a n t ( 2 . 3 ) -

(2.6), y^ un é l é m e n t de SI. Un p r o c e s s u s Y e s t une s o l u t i o n de l ' é q u a t i o n 

f dY - - A Y d s + dM , t < t 
— o 

(2.8) 

- Y - y 

s i p o u r p r e s q u e t o u t a> 

(2.9) Y (w) · y » J t A Y J a > ) d s + M (w) , t < t , 

O 

A Y (a)) é t a n t , p r e s q u e p a r t o u t , un é l é m e n t d e o ê i ( 0 , t ; d s ) . ^ ^ 
s y, o 

(·#·) AY e s t p r i s e d a n s l e s e n s s u i v a n t : l ' e n s e m b l e Q ~ { ( ^ , t ) : Y ( w ) ^ W } e s t 

b i e n - m e s u r a b l e e t de m e s u r e n u l l e p o u r d W © d s . A l o r s 

AY « A ( Y ) s u r Q C e t * 0 s u r Q. 

http://Lip.sc.hitz
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2.2 Existence et unicité. 

L'idée est d'approcher Y, solution de (2.8), par une suite de 

solutions des équations d\'A » - A Y * ds + dM, à savoir : 

(2· 10) Y * - y - f A Y A ds + 14 · 
t o ; A s t 

o 

étant lipschitsienne de (H dans H, l'existence de (Y*) est donnée par le 

lemme suivant. 

Proposition 1. 

Soit $ : IH • Ql telle que 

(2.11) pour tout x, y e K |<J>(x) - <j>(y) | ̂< K ĵ c-y {. 

Il existe un processus Y à valeurs dans M, adapté, d~continu, dans 
ïÈf (d ÍP ® dt ; ÍH) ^ \ unique tel que, pour tout y donné dans (H, 
toc u 

( 2 . 1 2 ) Y T - y o + J * *<YB) ds + M t . 

o 

En plus Y vérifie 

( 2 . 1 3 ) ! Y J 2 - i y j 2 + 2 / * (YG_ ,dM g) + 2 f (* (Y G ) ,Yg)ds + Tr [K] t , 

o o 

pu l'intégrale stochastique est la martingale integrable définie par 

jtAc ( y ^ > ( j $ j ) « J t ( Y _ > d M ) pour tout temps d'arrêt a tel que 
_ S** S _ S"*** o A s 

* 2 
la martingale arrêtée M soit telle que / sup JM A | dX(u) < 

Qx]0,t] 8<U 
; X étant la mesure deyïJoléans de M. 

2 
Pour les notions liées à 1'intégrabilité de -sup l ^ 0 ^ s í » 

s<u 
chapitre î, § 5. 

Of) à savoir / • | Y | * d B ? ® d u < + < » pour tout t. 
flx]oft]-

 u 
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D émon s t r a t ion * 

k ^ . . 
Soit (Y ) la suite des itérées définies pour tout t <^ tQ par 

j t yo t 

( 2 * 1 4 ) I k+I tt k 
K - Y + J <K* ) d s + M * * 

k t •'o ; s t ^ o 

k 

Chaque Y est adapté et d~continu. D'après l'hypothèse (2. M ) on 

peut supposer |<|>(x )| ̂  K(l + |x|) pour tout x 6 (H, d'où 
(2.15) [Y1 - Y°i < K / (1 + |M |)ds < K t (I + sup |M |) 

~ . t<t 
o 

Pour tout k ̂  î on a 

(2.16) ! Y k + I - Y k| < K / |Y k - Y k" J| ds 

et d'après (2.15) et l'inégalité maximale de Doob 

i (K t ) k , 
(2.17) ||Y k + 1 - Yk|i < rr- (2K t )<1 + 4 CE ]M j 2 ) . 

%Z(à (P © ds;K) K* o 

k 
La suite (Y ) est une suite de Cauchy dans 

& (G x [Q,t 1 ; , d IP © ds ; IH) - (JH) * Soit Y un processus bien-
o J t 

mesurable tel que Y k — • Y dans <ÎH) et soit Y - y + J* )ds + M . 
t t o s t 
o o 

Le processus Y est adapté et d-continu, et» étant Y * Y pour presqfce totifc 

(uj,t), Y est la Solution sur (p^ol àe Inéquation (2#Ï2)# 

Comme la même démonstration marche pour une condition initiale 

dans ^ (fl, ^ Q»Pî &D» on peut prolonger la solution pour tout t ̂ > 0. 

2 r 
Soit Ufc * sup |Mgj et supposons J QXIQ tl ^ ^ * + °° P o u r t o u t t - L a m a r ~ 

s<t s J » J 

tingle M est alors admissible (cf. chapitre 1* § 5) et 

O O a ^ | M ^ 2 . 2 J * <lf ,dM,) • Tr [M] FC 
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D'autre part, étant donné 

(2.19) Y - y Q + f *(Y ) ds + Mt" 

O 

on a 

(2.20) |Y | 2 < 3|y | 2 + 6 t~ K f (1 + |Y U J 2)du + 3 |M ; ¡ 2 

O 

donc ils existent deux constantes C,(t ) , C_(t ) telles que 
1 o ¿o 

(2.21) |Y t_|
2 < C,(t o) + C 2(t o) U t , t < t 0 , 

et le processus Y * Y est integrable pour la martingale M. 

D'après la formule d'intégration par parties et (2.8) on a 

f 2 / f c (Y~,dM) » 2 /' (y + f6 +(Y ) du, dM g) + 
o o o 

J + 2 / C (M", dM) -

(2.20) < ° 

- 2 (Y t - M t , M t) - 2 J*1 (<KY s), M g) ds + 

o 

+ | M J 2 - Tr £m] 

d'où 

^ |Y tt
2 - |Y t « M j 2

 + JM tf
2 • 2 <Y t - M r I 

- | y 0 l 2 + if W Y

B > » W d s + 2 ' / ' < * < V ' V d s * 
o o 

(2.21) • 

\ + 2 / f c (Y"., dM) + Tr '(M) -
o 

- |y o|
2 + 2 /* (Y", dM) + 2 /* <*<Y ) ,Y ) ds + Tr [M] fc . 

L 
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Sí M est générique dans 7>\JÎE), il existe unp suite de temps jarret 

((jn) croissante et telle que 

(2.Í2) |Y- | 2 « | y n I
2 + 2 /*" (Y~,dM u) + 2 / ^ ^ ^ ( Y ) ?Y )ds + Tr[M] 

t At o o a At 

(même démonstration que plu3 haut ; la suite (o n) est définie au § 5 du chapi

tre 1) ; le processus N défini localement est tel que N * 2 /*"(Y »dM ) 

a At o o 
est integrable et donc une martingale integrable. • 

Reprenons l'étude de l'équation dY = - AY ds + dM . Soient 
s s 

(Y*) les solutions des équations 

dY A * -A. Y* ds + dM 
(2.23) A 8 

O J o 

D'après la définition de A e la propriété (2.5) (dite "coercivitë") 
A 

on a, pour tout ycftï, 

J ( A A y,y) - (AA y, J A y) • A |A x y|2 > 

(2.24) < ? 

L > a | a a y |
2 + , « | | J v y l ! p 

de (2.13) on tire 

J o o 

(2.25) \ 

1 ¡ Y o l 2 + 2 f c£_,« >V-Tr ( | g £ > 
L ° 

Le terme à droite étant une sous-martingale positivé, on a 

fsup B | T Î | 2 * X B / t o|A Y^| 2 ds + a«E | | J YX

g||
 P ds < 

t<t o o 
— o 

(2.26) S. 

< | y 0 l
2 + ® \ \ I 2 

o 
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et 

(2.27) BMsup JY^i > e> <~ i \ y \ 2 * E J m | 2 } . 
t<t e o o 

-,c 

Considérons les espaces rëflexifs 

- £F(èiV) - &P(fl « [O.tj, Z , d IP ® ds ; V) 

(1/p • 1/p») - D-

La majoration (2.26) et 

(2.28) «E J'° !iAA Y^i!
 P* ds < c P' Œ A |JJX

 P ds 

impliquent l'existence d'une suite <X ) telle que et (en posant 

Y* k « Y k etc.) 

k ^P2 
Y f c converge dans faible ; 

o 

(2.29) J Y k converge dans %P(6m faible vers Y ; 
K 

k. t^ûo ' 
Y converge dans £y (3;®') faible vers X,. 

Jf&t défiaitiqn 4e , on a Y k - Afc A f e Y
k + Jfc Y

k , et d*après (2.29) 

J k y * — * y 4 f e * J ^ j f a f t * ^<a*[p i t û 3. '$» d $ ® d s î»> faible. 

L'inégalité (2.24) dit que vT̂ . A f e Y
k est bornée d»tu o^CSîlH) donc 

A, A, Y — • 0 dans %2(fbiB) fort et Y k — • Y dans è?(^fi> faible» 

Soit 

(2-30) Y t « y o - J* * u du + M t ; 

o 

Y est un processus adapté et d-continu dans (J?f · 
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II ttouâ reste à déflbntrer que x * AY sauf sur un ensemble de mesure 

nulle pour d £P ® d s . 

On a 

( 2 . 3 1 ) Y j - T t . - f ( x „ ~ A k Y*) du 
o 

Etant donné Y k — * Y dans faible et A f e Y
k — • x u dans 

& p f faible, on a J* ( x u - A f c Y
k) du • O dans faible 

d foù Y * Y^ sur un ensemble de mesure nulle pour d DP ® ds. 
t 

Analbgnement on montre que.Y - — • Y^ dans S u faible. 

o o 

Proposition 2 . 
t 

Soit MeTHflH) est telle que IB / ° | |M | | p du < +«> . 
o 

Supposons M localement bornée dans Alors Y - M est continu dans fi èt 

( 2 . 3 2 ) £E|Y | 2 - | y 0 | - 2 « f < x u t V i u
 + œ l M t l 2 

o 

Sous les mêmes hypotheses on a x « AY et 

(2 .32 bis) lim B / ° <A, Y k , Yk> ds « (E / ' <AYE, Y > ds 
« K s s s s 
IfH-co o O 

Demonstration. 

^ d'un t h & r « « ^ 

cations aux équations stochastiques), que nous utiliserons ~4àti*'l*'^ÔfiiPfSBRR 

vante 

Soit f f e & p \ [ o , t J , d s j V f ) et f(t) « f(0) • . J * f f(s) ds 

t o 
Si f(0)SK et / ° H f (a) H p ds < + alors f est continue de [p,tj 

o 
dans H et 

|f(t)| 2«Jf(b)J 2Vfc /* < f,(s),f(s)> ds . 
o 
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Nous appliquons ce résultat à chaque trajectoire du processus Y - M. 

Alors Y - M est continu dans (H, Y est d-continu, tous ces sauts étant de 

de U et 

(2.33) |Y t - M t |
2 - |y o|

2 - 2 f < x , Y u - H y> du 
o 

t 
où ffi / ° l<x , Y ~ «t >l du < + oc. 

J ' u u u 1 

o 

On a encore 

f ®iY t|
2 « iy o|

2 - 2 E f <x u , Y u> du + E J M J 2 + R ( t ) 

o 

(2 .34 ) 

c R(t),.- 2Œ(Y t - M , M t ) + E f < X ) | , Mu> du 
o 

Pour toute martingale M' bornée dans V on a, si V * Y - M £ et 

(ti£) est un découplage de R), 

/ Œ(V t ,Mp - £ CE (V n - V q r M«n) « 

k £ k Ck~i t k 

(2 .35) 

{ - S f <X u, 2 M ' N K (u) > du 
k Se > k - I ^ k l 

La martiagslJU H f étant d-continue dans M et bornée dans V, e t dotsc 

' É ^ é ô ^ ^ #.4*aite de (2«35) mt êg|$ à 

o 

So i t ( S n ) une suite de temps d'arrêt croissante v e r s et tèîÎ€ 

que Mg éo i t uniformément bornée dans On a : 

f E ( V f M S A t ) œ Œ /' < V M S Au> d « 
n o n 

( 2 . 3 6 ) 4 

L /< < X u , M u> -, du + B ( V t H { s < t } > M s A f c) 
o -* n-4 n n 

e t , étant donné ^ C ^ , M g — • Mfc dans <$ 2» <X,M> € (0,tQ;ds) on a R(t)«0. 
n 
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Démontrons x • AY. Nous utiliserons seulement 1'égalité (dite "4a 

l'énergie") (2.32). 

Etant donné Y K - — • Y F C dans $ ^ faible, on a 
o o 

(2.37) lin» inf ffi[Yk [ 2 >tEJY. j 2 

o o 

ét de (2.32) on tire 

r 2 os / * > <x u , y u> du * -e |Y t |
2 + | y 0 l 2 . + œ|M t I 2 

o o o 
(3 .38) 1 t . . 

^ > lim sup { 2 E J ° (A. Y~, Y k ) ds } 
k o k s s 

D'après un calettl classique, en utilisant l'inégalité 

(3 .39) < A K Y K , Y K > > < A K Y K , J K Y K > 

on iasntre que pour tout x g ^(Uv) on a 

t 
r E / ° <X^ - AXG, Y g-X s> ds > 

(3.40) < t 

\ > lim inf Œ f ° < A , Y K - AX , J, YK~X > ds > 0 v — , ; T e s s k s s — 
k o 

et ceci implique x « AY ( cf. [2 j pour un calcul analogue). 

Or d'après la monotonie (2·6) on a : 

(E / ° (A. Y K , Y K ) du > 6 J ° (A. Y \ Y ) du + 
J i c u u — y k u u 
o o 

•'A, k 
+ CE / <A Y , J, Y -Y > ds 

; s k s s 
o 

Etant donné A R Y K • AY dans <fcV) faible et Jfc Y K • Y 

dans faible, (3*14) et (3.42) impliquent 
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t t 
(3 .43) IE / ° (A k Y*, Y~) du • B / ° <AY u,Y u> du. 

o o 

(cf. £l2 pour un calcul analogue). 

Remarquons que la démonstration de la (3.43) peut se faire chaque fois que 

yk »» -Yg dans faible pour démontrer le même résultat avec t à la placa 

de t . 
o 

En |>lus de (3.43) on tire que 

(3 .44) (EÎY^ 1 2 ^tE|Yt |
2 

o o 

donc Y^ Y dans ¿e 2 fort, 
t t In 
o o 

Proposition 3 . 

Soit U&rffb(&L)f localement bornée dans C/ et telle que 

& C/. ° Il̂fjil P <^ l0 < * 0 0 · Alors le processus 
o 

(3 .45) N t * (Y t - M t > M t ) - J* <AYU,M > du 
o 

est unemartingale integrable, et 

(3 .46) |Y t|
2 - ¡ y j 2 - 2 J* <AY u,Y y> du - 2 H t + Tr [M] FC . 

O 

est un processus continu dans fi! et on a (2 ,33) avec % m AY#>ê-Mt^êi^ ¡ ¡ 1 

(3.47) lY. - M I 2 « |y J 2 - 2 f <AÏ ,Y - M > du. 
* t t !^o f J U U U 

o 

On a encore, d'après la formule de la variation quadratique 

(3 .48) |Y t|
2 - |y o|

2 - 2 /' <*\,\> du - 2 N t + Tr & ] t . 
O 

Le processus N est d-continu et adapté. 

Soit A e ^ . Alors, si M' * (M - M ) 4 1 A , 
^ S C t S A 
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RŒPÏA.(Nt-Ng)J -ŒpD A(V t-V 8,M t)] -£EpDA f <AY u >Y u> du] = 

( 3 . 4 9 ) J 

-Œ L(Vt-Vs,Mp] - E [ f <AY^,M^> du] 

S 

d'où, d'après la démonstration de la proposition 2, CE Pu (N ~N -* O, étant 
A r s 

M' une martingale pour la famille ($\),,. » 

Résumons les résultats obtenus. Nous donnons e H. 

Proposition 4, 

Soit M 6,771 (iH), localement bornée dans &? et telle que 
t 

Œ / ° fJM j) P du < +o:>. Alors il existe un processus unique Y à valeurs dans 
o „ 

H, d-continu, dans % P Ct$N) 9 tel que 

(3.50) Y « y ~ A Y du + M pour 0 < t < t . 
t Jo J u t — — o 

o 

En plus on a 

(3.51) (E|Y J 2 - |y | 2 - 2 j 1 <AY ,Y> du - 2 N + Ir [M J 
! t ' s ̂  o ' ' . u u t u t r 

o 

où N est une martingale integrable. 

Soit Y 1 la solution de l'équation d'évolution associée à A, y^6 (H 

et M' satisfaisant les mêmes hypothèses que M. On a 

I V Y l l 2 > ly ~ y ' I 2 - 2 f t <AY ~AY' ,Y ~Y'> du -
t t ! [Jo Jol J u u u u 

(3.52) ° 
- 2 N' + Tr JM-M1] 

t u -11 

ou N' est une martingale integrable. 

Démonstration. 

Nous avons démontré toutes les propriétés, sauf l'unicité, l'adapta

tion et (3.52). L'unicité résulte de l'unicité dans le cas M * 0. L'adaptation 
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résulte du fait que Y est bien-mesurable et sonuae d'un processus continu 

dans V et de M. La propriété (3.32) se montre en reprenant mot par mot la 

démonstration de la proposition 3· 

Nous avons maintenant tous les éléments pour démontrer un théorème 

général d'existence. 

Remarquons d'abord que l'inégalité (2.52) est une condition de 

continuité pour l'application M -—*· Y : d'après la monotonie et la coercivitë 

de A on a 

(2.53) | Y f c | 2 + 2a f ||YJ| P du < |y o|
2 - 2 N f c + Tr [M] T 

O 

et 

(2.54) |Y t - Y ^ ¡
2 < |y o - y;!

2 - 2 Nj + Tr [M-M'] t « 

Les deux termes à droite de (2.53) et (2,54) étant des sous-martingales 

positives et integrables, on a 

(2.55) sup E | Y | 2 + 2 a E / ° ||Yj| P du < | y j 2 + (E |M t. |
2 

t<t o o 
— o 

et (inégalité maximale des sous-martingales) 

(2.56) . P {sup [Y -Yi| 2 > e} < - {|y \ 2 + E|M - M' | 2 } . 
t<i * - ~ e ° o lo 
— o 

Soit M une martingale dans 17\(¡B). Etant M e ¿É? et 1ST étant defcisé $at*S 
t 01 

n ° 
[H, il existe une suite X de variables aléatoires à valeurs dans 0/ et bornées 

2 
dans V, telle que X n -—• M dans ¿ e · Soit M n la suite de martingales (de la 

t Bi 
o n n n 

famille ($i d-continues dans H et telles que M^1 = X , Chaque M est bornée 
o 

dans V : 

f \\Hn\\ - sup |(M" x)¡ - sup |E[(Mj ,X) ï J | < 

(2.57) 4 

{ <£E [sup ¡<X n,x)| | 5 J < ¡|Xn|| . 

N I * i * 
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En plus on a M n ~ ~ , dans l'espace des martingales 00̂ <JE ÎH, 
C AO t+ 

par rapport à la famille continue à droite (u^;)* 

L'idée est alors d'approcher la solution Y de l'équation d'évolution 

dY * -AY ds + dM par les solutions Y n des équations dY n ** - AY n s ds + dM n, 
s 

M n étant la suite construite plus haut. 

Proposition 5« 

Soit McTTlQH) et y o effiU Il existe un processus Y, â valeurs dans (H, 

d-continu, dans C&ïO * adapté, tel que 

(2.58) y - y - f A ï du + M 
*t o * u t 

o 

à l?indistingabilité pour O < t < t · 

(Rappelons que <&pCC*«0 - * [o,tJ , T>, d P ® du ; V)). 

Démonstration. 

L'unicité résulte de l'unicité dans le cas y * O et M * O et est 
o 

une conséquence triviale de la formule de l'énergie dans W([b,tJJ ;V,V) et 

de la monotonie. 

Remarquons que si Y est bien~mesurablê, alors d'après (2.58) est 

adapté, ët#nt dmrnte la aomie d'une processus continu dans -Vf. (et donc (̂ |..) 

adapté) et de M. 

Soit H n une suite de martingales dans l^tOH, C ^ ^ ) ) bornées ém$ V êt 

telles que M n ~ — M . 

D'après la proposition 4 il existe la suite Y n des solutions des 

équations dY n « AY, ds + dM n de condition initiale y . (Ici et dans la suite 

s o 
la famille d'adaptation est toujours (^ t +))« 

Quitte à passer à une sous-suite de (2.54), (2.56) et de l'inégalité 

j!Ay|j £ C ||yj| p * on voit qu'il existe un processus Y â valeurs dans &ï» 
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d-continu, dans *<j[/Q>lV) et ^ ( { P i ^ ] » ^ ^ t e l ^ u e Y ° Y e n probabilité 

dans H uniformément an t < t ̂  dans %P(b$) faible, dans 
O , O*** {fi 

dan& ^2(^;ttî) fort et en plus que la suite AY*1 est faiblement convergente 

dans ^ ' f é ^ ' ) faible, soit AYN — • X « 

Il nous reste â démontrer x 8 8 AY. 

[Remarquons que, si Â est linéaire (respectivement strictement monotone, i.e. 

telle que pour tout x , y cW on ait <Ax-Ay, x~y> j> a l ! x ~ y | î P ) alors'on a 

A Y N — • AY dans ^ p Cè$r') fort (respectivement faible)] 

Démontrons E f t <AY n, Y ^ du • E ( Z <X ^Y > du 

(cf. [:2]). 

La monotonie et (2*52) .impliquent que pour tout e > 0 on a 

(2.59) 0 < DS f t <AY n ~ AY**1, Y ^ - Y ^ > du < e si u,m > n(e) 
~~ Q u n u u "~* *~ 

d'où (en simplifiant l'écriture) 

(2.60) <AY n,Y R> > <AY n ,Y H 1 > + <Alf ; ,Y U > - <AYm,lf> 

et 

(2.61) <AYm,YHl> < e ~ <AYU,YU> + <AY m,Y B> + <AY n,Y m>-

'LA Çfctt) m iZoUï on 4 

(2.63) <ÀÏ*f A < G * < À*V*> 

d'où lim sup <AY x n ,Y l ï l> < e • lim inf <AYN,YN> et, e étant arbitraire, '•.l̂ èiï*---
m *~ n 

tence de lim <AYN,YN>. ®n peut donc passer â la;limite dans (2.59) pour avoir 
n 

(2.64) 0 <̂  2 [lim < AYn,Yïî> ~ <x,Y>]<^ e , 
n. 

d'où lim (E f11 <AY U, YS. du « G J 1 1 <Y ,Y > du. 
' n n ' A n n 

n o o 
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f&'aprës (2.46) on a, étant donné E J Y f j 4 * E | Y t |
z , 

(2.65) »|Y t|
2 - ly o|

2 f <xu,Yu> du +CE lM ti
2 . 

o 

Pour tout X € < é P <&>;«/) on a, de <AYn,Y) — * <X,Y>, 

t 
f E / ° <x -A X ,Y Y > du » 

J A u u u u 
o 

(2.66) 

- lim ffi / t <AY n - AX , Y û - X > du > 0 
o 

d'où (cf 0.2] ) X * AY. 

Remarque* 

Au cours de la démonstration nous avons démontré l'égalité de 1 * énergie 

(2.65). En plus il est facile de démontrer que les inégalités (2-55) et (2*56) 

restent vraies pour M, M* quelconques ainsi que l'inégalité 

(2.67) OS f° [f ~r\2àu±{\y ~ y | 2 * f E K - M| | 2} . 
1 u u ~~ *Ja * o* '•" t t * 
o o o 

Cette remarque permet de démontrer des théorèmes d'existence dans 

le cas des équations du type dY. « **AY' ds + $(Y) dM. 
s s 

Proposition 6. 

Soit mp&t& de Hilbert et M une martingale dans 7f(X6) de.covflr 

Fim$é"& * * - ' ^ ^ g ^ ê ^ f i h X é ; X # | ; . û f @ du (i.e. martingale de feyf^,(|||^^ 

cf. ch« I). 

Etant donnés H et ^ : 8î — • ^ ( C | K) demi-continu (i.e* M i l * 

nu de W fort dans ; ftl) faible), uniformément bornée et telle que» pour 

x, yeff i 

(2.68) Tr(*(x) ~ < K y ) ) ® 2 C < K |x-y|2 , 

il existe un processus unique Y, â valeurs dans (H, d-continu, dans $P(fc0), 

adapté, tel que 

(2.69) Y « y o - f AY u du + /' *(V uJ ffl . 
o o 
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Dëmonstration. 

Soient Y N les itérées définies par 

f Y? « y - P AY° du 
t -'o J •> u 

o 

(2.70) J Y 1 * 1 - y - lC A Y n + i du + M" + 1 

1 t o u t 
o 

n+î ft /xvïi . , w 

\ H - j 4» (Y ) dM 

Si on démontre que Y u est convergente dans c& 2 (£;H) on a terminé, 

car alors M n — — ^ M dans /37X><JH) et, d'après la. remarque précédente et les tech

niques de la démonstration de la proposition 5 on a Y U —;** Y et (2.69) avec 

toutes les propriétés de régularité. 

Or on a, P o u r u n k > 0, 

(2.71) <E|Y[ - Y°| < E JM* I2 < L, 

o 

étant borné. En plus 

g J Y R + 1 _ Y n | 2 < E J Mr . ' H . . M n s2 = f n ( . « . ( Y * " 1 ) ) ® 2

 C 

! C t ' - · t t- i j X l o , t l u 

} -* o* 
(2.72) ^ 

{ < R j E Y ~ Y du 
o 

d'où la propriété'de Cauchy de la suite <Y n) et donc de la suite (M n) 

(cf. chapitre I). 

L'équation .(2.69) a été étudiée par [22] sous l'hypothèse 

$ : *yv ^(C;K) avec condition de Lipshitz'" sur les projections. 



A P P E N D I C E 

SUR LES MESURES PREVISIBLES 

SOMMAIRE. 

Dans cet appendice nous précisons notre terminologie et les hypothè

ses sur la base stochastique (Q, ̂ , ft% (Qf.)) adaptées aux problèmes traités 

dans les chapitres I et II, Nous avons ainsi donne des déliionstratIons rapides 

de quelques résultats de théorie générale des processus qui sont utiles pour 

la construction de l'intégrale stochastique» 

Signalons que la proposition 4 (existence du processus croissant 

naturel) est démontrée en travaillant sur la tribu bien~mesurab 1 e. ce qui 

simplifie certaines parties de la démonstration de [20]. Notre démonstration 

repose sur l'existence d'un prolongement "naturel ?ï d'une mesure sur la 

tribu prévisible à une mesure sur la tribu bien-mesurable, (cf« f21j pour le 

résultat de prolongement pour les mesures vectorielles). Notre rédaction est 

en grande partie constituée de rappels d'après [}9j » [6j et [lu] ; néanmoins 

nous avons essayé de mettre en évidence les propriétés de type pseudo-togolo

gique (cf. proposition 2) et le lien entre la tribu prévisible et la tribu 

b i e n-mes urabIe, 
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§ 1. Rappels sur la tribu prévisible. 

Soit (Q, * J , fP) un espace probabili.se complet, muni d'une famille 

(̂ T croissante de sous-tribu de % y telle que f"o * V '̂T et que tous 
u t t ̂ !R+ t 

les ensembles de mesure nulle soient dans pour tout t. (Ici IR* ~ ]o, 

On pose^ « O ^ . La "base stochastique'1 (ft,^, fl?,( T S J * M*) e s t fixée 
o t > 0 t c t€IK + 

dans la suite et porte toutes les variables aléatoires dont on parlera. 

Un temps est une variable aléatoire a valeurs dans [p,*<*] : comme 

nous n'avons pas fait l'hypothèse de continuité à droite de la famille de 

tribu, nous faisons l'abus de langage d'appeler teyips d 'arrêt un temps tel 

que {T < t} 6 pour tout t > 0 · Ceci équivaut à {T < t } € *h t$ à 

{T j< t} C et À l f adaptation du processus continu â gauche ( 1 JRP < T j) t efg* * 

Soit ^ la tribu engendrée par les rectangles A * Js,tJ, où 0 £ s t < + » 

et A $ , sur a f 3 2 Q x fR*. Remarquons que chaque A f x JsatJ avec À e ^ + 

est dans o : donc la tribu ù (dite tribu prévisible) ne dépend pas des 

hypothèses de continuité sur la famille (^^)* 

Chaque processus prévisible est adapté à la famille (5 T ~^· ^ N 

processus prèsque-sûrement continu â gauche et adapté est prévisible (i.e. 

*3 -mesurable) et on montre que la tribu prévisible est engendrée par lesw 

processus (presque-surement) continus et adaptés : nous laisserons tomber 

dans la suite ces précisions qui seront partout sous-entendues). Les pro-

cessus continus surfR étant définis d'une façon naturelle pour t » 0 (en 

restant adapté, car on a posé J ^ ~ *hQ^) o n appellera encore tribu prévi

sible la tribu engendrée sur il *• [b j+^L par les processus continus. 

L'exemple fondamental de processus prévisible est le suivant : 

soit T un temps ; l'application indicatrice de l'intervalle stochastique j O , T j 

http://probabili.se
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est continue à gauche et est un processus prévisible si et seulement si elle 

est adaptée, à savoir si T est un temps dTarret. 

Définition 1. 

Un ensemble prévisible A est 

a) borné s 1 il existe un t tel que A C Q x jO, t] ; 

b) y g eud o~fermé s'il existe un processus (adapté) continu X tel que 

A « (X » 0} ; 

c) pseudo-compact si on a a) et b) ; 

d) p s eud o ** o uv e r t si son complémentaire est pseudo-fermé. 

Dans la suite nous écrirons p-fermé pour pseudo-fermë et analogue-

ment p-compact» p-ouvert. La définition I n ?a pour but que de permettre une 

terminologie efficace dans les d émons t ra t i on s qui vont suivre. 

Les classes d'ensembles précisées jouissent des propriétés élé

mentaires suivantes : 

Proposition 1. 

Soient fC>» CL* ^ respectivement la classe des prévisibles p-compact s, 

la classe des prouver t s et* la classe des p-fermé s* On a 

• a) & sont fermés pour les réunions et intersections finies ; 

b) - K>, C I , - o., , %. - ^ 

Démonstration. 

On peut supposer le processus X^, définissant-le ferme C ~ (X^~û} f 

borné entre 0 et I. On a alors » par exemple. 
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D fx - 0} - { y 2 - i X . ) 
t 1 

donc f[j * fl? ; les autres démonstrations sont analogues, g 

Soit C » (X « 0} , 0 X ^ ! , un p-fermé ; le temps 

D « inf {t ~ X^ * 0} est un temps d'arrêt que l'on appelle début de C. Le 

graphe [d] d'un tel temps d'arrêt est prévisible, étant donné jp] « Jo^DtjOC*. 

D'une façon générale nous définissons : 

Définition 2« 

Un temps S est prévisible si l'intervalle stochastique S £ est 

un élément de à . 

Dans ce cas or, a {A £ t}é^ t_ pour tout t > 0. 
n 

Soit S un temps et soit (T ) une suite de temps d arret telle 

que lim Y n - S et T U < S sur {T > 0}. On a ] o , s [ * \J j0/fTl] f donc S 
n~>+<x> 

est prévisible. La réciproque de cette propriété est démontrée dans le co

rollaire de la proposition 2 . 

^ Défiftifcioft d e mesure^ admissible » 

Définition 3» 

Une mesure admissible est une mesure \ sur (Û , <5 ) positive, nulle 

sur chaque, prévisible événement et finie sur chaque prévisible borné. 

L'exemple suivant est le prototype de mesure admissible (cf. propo

sition 4 ) . Soit A un processus presque-sûrement croissant, nulle pour t * 0, 

continu à droite, intégrable pour tout t (non nécessairement adapté). On vê~ 

rifie que À : F ^ — — C E j 1 dAj est une mesure admissible- Un cas mteres-
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sant est donné par A £ = U ^ ^ o Q T est un temps presque-sûrement non-nu lie. 

Pour tout temps prévisible S on a : 

A ([S]) fl?J0<-T-S< + «] 

Proposition 2. 

Soit X une mesure admissible. Pour tout B dans la tribu o comple-

tëe de S pour X on a : 

A(B) » sup A(K). 

Démonstration. 

Il suffit de considérer une mesure bornée. Si A est borne la régula

rité à l'intérieur par rapport au p-compact est équivalente à la régularité à 

l'extérieur par rapport aux p-ouverts, à savoir 

A(B) - inf A<C). 

Soit A** le second membre ; étant donnée C l , fermée pour les réunions 

dênombrables et pour les intersections finies, A est une mesure extérieure. 

Or &L; engendre 6 , d'où la proposition. 

Corollaire> 

Soit S un temps prévisible, Il existe une suite de temp s d'arrêt 

(T k) telle que lim T k « S et X k < S sur (S > 0} presque partout. 

Démonstration. 

Si S * , alors T n * n. Si flpfs < +«Tj > 0, soit A la mesure admis

sible associée au processus croissant A 5 8 H f^. } et soit K
n une suite de 

t iS<t 

p~compacts telle que A(K ) A(ljSj) et K o [SJ . Chaque K « (X 35 0} coïn

cide avec son début S n, donc jj>nJ « K n ~ (X U « 0} et S' « À S n est un temps 

n 
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prévisible presque-sûrement égal à S sur {0 < S < car 

ff>(p < A S n = S < « X( {J jjS*1]) « X ( [ s ] ) - EPfp < S < +«TJ . Quitte à 

n n 
n 4 n 

remplacer (X ) par une suite définissant encore (K1) et telle que 

X U * X/**̂  sur { S n < +*>} pour tout k, les suites (Sn*"v,) des débuts des ensem

bles p-fermés (-X11 ^ 1/k) sont telles que la suite 'ïK A s n ' ^ satisfait 
n 

l'énoncé. 

§ 3· Prolongement d'une mesure admissible. Mesures prévisibles, 

Définition 4. 

La tribu bien-mesurable est la tribu, notée , engendrée sur Q' 

par les ensembles de la forme ̂ Q,t[, OÙ T est un temps d'arrêt borne. 

Il est bien connu que la tribu est engendrée par les processus 

adaptés à la famille t + ) continus à droite et pourvus de limites à gauche. 

(On pourrait aussi bien définir % sur Q * [ P . + ^ R grâce à la continuité à 

droite des processus et à la condition % ~ ). 

Proposition 3. 

JSoit X une mesure admissible. Pour tout temps d'arrêt T il existe 

un temps, prévisible T ? dont le graphe est contenu dans le graphe de T et tel 

que A([j t3) est égal à la mesure intérieure de |jfj * 

Démonstration. 

D'après la proposition 2 il existe une suite de p~compacts (K a) 

n f -*"? n n*̂  î n f 
telle que K <Z, [Tj . K o K et lim X(K *) » mesure intérieure de |TJ . Chaque 

K n coïncide avec son début D n

9 d'où T
1 « A A u . 

n 
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Remarque» 

Si X est en particulier la mesure associée à ^ T < t j alors 

A( [ï1]) ̂  IF ¡0 < T' * T < +»] et T* est le "plus grand" temps prévisible dont 

le graphe est contenu dans le graphe de T. Le temps prévisible T f qu'on vient 

de définir s'appelle pa r t i e prey is ib 1 e de T et HT* » T^,^ yK+m\
 e s t u n temps 

d'arrêt dit partie imprévisible de T. Un temps d'arrêt dont la partie prévi

sible est vide s'appelle totalement timprëvisihle* 

Définition 5. 

Un temps d'arrêt T est totalement inaccessible si pour tout temps 

prévisible S on a 0>[T « S < +*0 * 0. 

Dans le reste du paragraphe nous étudions le problème suivant : 

étant donnée une mesure admissible A exxste-t-il. une mesure X sur (j prolon

geante X et qui ne change pas les graphes des temps d'arrêt totalement inac

cessibles ? Dans quel cas on a unicité du prolongement ? 

Rappelons le théorème suivant (cf. [20j) ; pour toute mesure admis

sible A il existe une suite (T ) de temps d'arrêt prévisible telle que U[T 1 
n u ' 

contienne tous les graphes des temps prévisibles changés par X * Autrement dit 

chaque X est de la forme X * X + } À où X est une mesure admissible diffuse 
n 

(i«e. qui ne chapge pas les. graphes des temps prévisibles) et chaqu# A «BK..teee*.., 

mesure concentrée sur [T K ta masure X » partie diffuse de X» est l'uiduttra 
- tr c . 

mesure diffuse telle que À - X soit portée par une reunion de graphes de 

temps prévisibles.. 

Proposition 4, 

Soit X une mesure admissible, Il existe une mesure X sur (j de la 

forme À + IE [ J · dÂ^j qui prolonge A et qui ne change pas les graphes des 

temps totalement inacessibles, X étant diffuse et A étant un processus 
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eroissant, continu â droite et prévisible. 

En plus A est le seul prolongement de A â qui ne change pas les 

graphes des temps d'arrêt totalement inaccessibles si et seulement si tout temps 

d'arrêt dont le graphe est contenu dans un graphe de temps d'arrêt changé par A 

est prévisible. 

Démonstration. 

Soit A » A +· ) A 9 où A est la partie diffuse de A et A ne 
c L tt c n 
n . • • ^ * 

change que le temps T * Il existe un prolongement canonique unique A^ qui 

est une mesure diffuse sur G (cf. Pour tout T n soit la tribu 

des éléments B 6 J* tels que T est un temps prévisible, et soit Q la 

densité de la mesure B f — A ( JT^ ) par rapport à la mesure ff. La mesure 

n 15* 

A «* E [* j Q d S j prolonge A et ne change pas les graphes des 
n i V V - L ' N 

n n 
temps totalement inacessibl.es. En plus le processus croissant A « Q U ^ 

xi c f\ d r n d * u 

est prévisible, puisque Q est \i -mesurable. Si A ~ ¿ A y A est prévisible 

et la mesure A + CE £* J . d A^] est le prolongement annonce. 

La construction de À n montre que s'il existe un temps d'arrêt S 

tel que A( T ^ g ^ ^ ^ ) 0 et tel nue T^g » x « g n e s o ^ t P a s prévisible aldrA 

le prolongement construit $%z l a trîbu ^ n V fjS 2 8 T < ·+«*]· n%#t gr&s é ^ ê i É l ^ ^ 

D'autre part supposons que chaque temps d'arrêt dont le graphe 

est contenu dans un graphe change par A soit prévisible* Soit la classe 

des réunions dënombrables de graphes de temps totalement imprévisibles. Chaque 

est de mesure intérieure nulle t soit U un temps prévisible inclu 

dans uTS**]* Si fui est change par A alors U est prévisible s'il est 

http://inacessibl.es
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changé et U C [S^J » d'où {? fs^-UJ - 0 car f s a j est imprévisible. 

D'où une contradiction. 

Le prolongement de A a -> ^ v - (j est alors unique d après un 

lemme de théorie de la mesure (cf. 19)* 

Proposition 5. 

Soit A un processus croissant, integrable, continu à droite, prévi

sible (resp. bien-mesurable). Si la mesure u ~ CE L. /· ^Aj est nulle sur -3 

(resp. {j ) alors A - 0. Soit A une mesure sur ^ (resp.-/-;) de la forme 

~~ d d 

A^ + £E f_ /· d A J s ou A est diffuse et A est un processus de sauts, alors 

la décomposition est unique. 

La démonstration résulte de A^ » ft (A + A ) d A et; de l'unicité 
, ,— t ' s- s 7 s 

o 

de la partie diffuse d'une mesure. 

Définition 6. 

Une mesure \i sur (S est prévisible si \x/ S est admissible et si 

sa partie discontinue est de la forme M « IE |_ / * d A G J avec A U previsible. 

§ 4. Désintégration d*une mesure previsible. Processus croissant prévisible. 

Proposition 4. 

Soit A une mesure admissible. Il existe un processus A croissant, 

integrable (i.e. LE A f c < +
 0 0 pour tout t), continu à droite, nulle pour t « 0, 

unique, tel que A = ïE L/* s u r ^ a tribu bien-mesurable soit le prolongement 

prévisible de A. 

D émonstration. 

a) Unicité. L'unicité résulte de la proposition 5. 

b) Leñame. Soit T un temps d'arrêt borné et soit 
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C « ¿ (1f ) + H f- j ~¡ où X est la martingale continue 
k {T > ~—-} j i 5 

2 n L.2n 2° j 

4- p • t-À -\ n 
à droite telle que X - JE X i /t f · Chaaue C est continu à droite et borne 

t - ' * t"**"* * · 

entre 0 et 1 . On a " B { T > T } - 0^ , donc £U - 0 sur JT,+«>[» d ?oü ^s^T>t\ i ^ > 0 , 

n*** I n n n 

Analoguement on vérifie que C > C"* ; donc la suite B ~ 11^ - C est non-

négative, décroissante et nulle sur [T**00!.* Soit «T11 le temps d'entrée de i?1 

dans [b,eQ On a T ̂ > o 1 1 > a"0"4*3 · Démontrons que a' - A 0 ° « 0 presque-sûreraent. 
a 

Sur {t < a'} on a t < a n et Bn > s. donc IE j B a] > c (Pit < a 1 } . Or # est con-

vergente vers zéro dans ab* ¡ donc CP{t < a f } - 0 et a* ~ 0 presque-sûrement. 

Remarquons encore B1^ » 1 f ^ ~ l (H , , ) H , i + f 1 * °'û x e s t 

J j 

la martingale continue à gauche telle que X ~ IE [X | ̂  J · Le résultat qu'on 

va utiliser est alors : pour tout temps d'arret borné T il existe une suite 

on de temps d'arrêt, décroissante vers 0 telle que. (B*\j est < e sur jo n,+«[ . 

c) Construction de A» Soit A la mesure sur ( Q , ^ ) définie par 

A^CH) » / H ^ p dA • La mesure X^ est absolument continue par rapport à IF. 

Soit A L = dA / diP. La fonction aléatoire A est, a une moditicat ion près, le 
t t ? 1 

processus A. On vérifie que A^ A pour t>s près que - s u r eme n t et que A est 5 

mesurable. Il existe une modification de A, soit A , continue, à gauche » crois

santes adaptée à ( *¡V ) telle que EÎÏI A 1 « f H H , r dX. Soit « A t · 

^ u t - M t~ ' j U, t i t t+ 

Alors £E FÎJ A 1 ~ Í H U-rv n dA . Four tout K dans ?:\ on a 
M t J ' J 0, tj ° s 

E F 1 (A^ - A )1 « f ir % -] áX ~ A (K. -<1 s*t])3 car K ~ 11 pour tout u. > s. 
L £ t s 'J j s, tj u K 

En conclusion la mesure X* ~ iE L / *dAJ est égale à A sur la tribu prévisible \i\ 

d) Application du lemme b) « Nous allons montrer que A ' (J0,TJ) « X (J0,T[) 

pour tout temps d'arrêt borné T. D'après les propositions 4 et 5 il nous suffit 

de considérer le cas où X est diffuse* Le processus ^ | j > t \ est continu à droite 

et borné, donc 
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* ' < K * D » I «& . k + 1 , < V i ~ \ >3 > 

2 N 2* 2 N 

d'où A ' ( ]O , T ( ) - lim / X N dX, avec 

I « k. i.,>" i k k +,"i · 
k " * F 1 7 ' ? " i 

Or, A ( J 0 ? T J ) - / X n dA + / ( 1 i { T > . } - X N ) dA -

et lim / X N dA * \ Q o % f ] ) . Mais X est diffuse , donc A(]0 ,T]) « A(l0,ï[) 

et A ~ Àf . En plus A est continue. 

e) A est previsible» Le processus A est de la forme 

* c * d A * A + A 

c d 
où A est continue et A est prévisible d'après la proposition 4* 

Remarques * 

La démonstration que l'on a donnée est. inspirée de |j20 jj ; mais, 

comme on a défini les mesures prévisibles sur la tribu certains détails 

sont simplifies. 

Dans certains cas, la construction du processus A est encore plus 

simple : soit par exemple A une mesure prévisible absolument continue par 

rapport a la mesure y restriction de d CP dt à. Soit X » â\fdy. Alors 

A ~ J*' X du est un processa prévisible, continu, tel que A - E f / .dA] . 

Dans ce cas la tribu *2> est contenue dans la tribu \j~ A complétée de ô"' pour A • 
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$ 5" M e s u * e d e Polëans associée à une sous-martingale positive. 

Soit Y une sous-martingale positive bornée dans ¿£> , dont les tra

jectoires sont continues â droite et pourvues de limites à gauche. Pour tout 

prévisible du type A *]s.t] , définissons À (A x js tt])
 5 8 E U^CY^Y )]] . 

La fonction A se prolonge sur l'algèbre de Boole engendrée par les rec

tangles A x ]s,t]. Chaque élément F de (P° est réunion de rectangles disjoints : 

F ~ U A. x 3 s ^ » t j l - P°ur tout e il existe des ensembles du type A. x [sT.tf] 

tels que s, < s* et A ( r ) < V E ["B (Y - Y^ ) J + e. Chaque 

K E « U A. x [ŝ f.t.l est un prévisible fermé de début A U * T f s í 1L * Or 

si P est une suite dans & ° 9 telle que F n ¿ 0 on peut choisir des compacts 

n n n I r 

K du type précédent tels que K i 0 et A ( F ) < ~ + £E [Y^ - Y nJ . Mais 

nU n ^ u +<» et A (F )" f c ^0 ! l donc À est une mesure prévisible bornée. 

C'est évident que la même démonstration (cf. ffil ) et [? j ) marche 

sous des hypothèses plus générales. 

Nous utiliserons seulement le cas où Y « et M est une martingale 

continue à droite, pourvue de limites â gauche et de carré integrable. Prëci-

2 

sons seulement la terminologie : la mesure A associée â M*" sera appelée la 

mesure de Doléans de M et le processus croissant A associé à A le processus 

croissant naturel de M. Analogueœent pour Y * ¡|M|| , M étant une martingale 

hilbertienne. 
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