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THEOREMES DE RENOUVELLEMENT POUR LES MARCHES ALEATOIRES 

SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS 

(P. BOUGEROL -'P. CREPEL) 

Introduction.-

Le présent article constitue une rédaction de l'exposé fait par 

l'un dés auteurs au séminaire de Théorie du Potentiel à Paris» le 23 

janvier 1975. Il ne prétendra l'originalité, mais espère faire un survol 

des résultats récents obtenus par les probabilistes dans le domaine 

cité en titre. 

Notations.-

- On considère un groupe localement compact à base dônombrable 

G . On note A le point à l'infini du compactifié d'Alexandrov de G • 

On note C|((G) (C*(G)) l'espace des fonctions continues à support com

pact (et positives) sur G . 

m désigne la mesure de Haar à gauche sur G • 

On note aussi, pour a e G , o (resp. r ) l'application qui à 

a a 

une fonction f sur G fait correspondre la fonction x f (ax) 

(resp. x f(x:)) . 

ii désignera dans la suite une probabilité apériodique sur 

G . (i.e. le sous-groupe fermé engendré par le support de y est G 

tout entier). Rappelons que si l'on pose P(x,.) » *" €

x * alors P 

est le noyau de transition d'une marche aléatoire gauche de loi y . 

On notera 

u * H v*n et U(x,.) « u *e • P n(x,.) 
n>o x n^o 
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A A 

(On notera P , U ... les mômes quantités lorsqu'elles sont relatives, 
non plus è la probabilité y , mais à l'image y de cette probablll-

-1 
té par l'application x x ). 

I désigne l'opérateur identité : f f 

Présentation du problème.-

- On s'intéresse au problème formulé de manière un peu vague 

comme suit : 

Soit f une fonction assez régulière* trouver les solutions 

de l'équation de Poisson (E) : (I-P)g = f > et étudier le comportement 

de g(x) quand x + A 

- Rappel : on sait que si y est apériodique, deux cas seule

ment sont possibles pour l'étude de û : 

H-ou bien u est une mesure de Radon (on dit alors que la rr.. 

che de loi y est transitoire) 

>eou bien u(A) « • • pour tout ouvert non vide A de G (on 

dit alors que la marche de loi y est récurrente). 

- N o u s distinguerons ces deux cas dans la suite 

1) Dans le cas où y est transitoire (cf. chapitre I ) , le 

problème essentiel est le suivant : si f & C K * 6 * • 

Uf * XI P n f est solution uniformément continue à droite bornée de (E). 
n>o 

Nous nous contenterons alors d'étudier les valeurs d'adhérence de l'en

semble des mesures de Radon rU(x,.) quand x A . 

Rappelons à ce sujet les résultats classiques pour G « lRd (en 

tenant compte du fait que, si d >, 3 , toutes les marches sont transi

toires, et que, si d ,< 2 , certaines marches sont récurrentes et certai 

nés sont transitoires). 
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Tableau : G • fRd , cas transitoire : 

i 1 - 1 • 

. , ^ M . , , . comportement de Uf(x) 
dimension caractéristiques de la loi quand x A 

d • 1 1) /|x| M(dx) < - ro si x - . -

Soit c « /x u(dx) . alors Uf(x)W 

c + o si y est transitoi- V. c 

re /disons c > o 

2) /|x| ji(dx) - • • 

x «. , Uf(x) + o 
i y supposée transitoire 

d « 2 M supposée transitoire Uf(x) o 

d ^ 3 y quelconque Uf(x) •+ o 

2) Dans le cas où y est récurrente (cf. chapitre II), on ne sait 

pas en général trouver les solutions de l'équation de Poisson, môme s o n 6 

de bonnes hypothèses de régularité sur f . 

Par contre, si l'on suppose que y est récurrente au sens de 

Harris, c'est-à-dire si l'on fait sur y l'hypothèse supplémentaire 

3 n Q t.q. y non étrangère par rapport à m l , alors 

on a une théorie qui permet sous dès hypothèses convenables sur f de 

résoudre l'équation de Poisson et d'étudier le comportement à l'infini 

des solutions. 
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I - reTHODES ET RESULTATS DE LA THEORIE DU RENOUVELLEMENT 

TRANSITOIRE SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS 

1.- Méthode de Feller 

Historiquement, le problème fut d'abord résolu pour 7 , 

puis pour les groupes abéliens par des méthodes utilisant la trans

formée de Fourier cf(1) (2); nous n'en dirons rien car une méthode 

inaugurée par Feller permet non seulement de résoudre ces cas mais 

d'atteindre une classe beaucoup plus large de groupes. 

Considérons les deux hypothèses distinctes H,̂  et 

suivantes 

- H 1 . G est abéllen 

- H 2 .. G est un groupe unimodulalre 

y est étalée 

les fonctions harmoniques bornées pour P et P sont cons

tantes 

On voit aisément que sous ou les seules valeurs 

d'adhérences de U(x,.) quand x • ) a (point à l'infini du compac-

tiflé d'Alexandrov de G) sont des multiples de la mesure de Haar. 

A l'aide de la théorie du potentiel (en particulier en uti

lisant le fait que U satisfait au principe du maximum) on démontre 

que 

Théorème.- Sous ou l'ensemble <U(x,.), x tG} admet toujours 

la mesure nulle comme valeur d'adhérence à 1 Tinfini. Il y a au plus 

une autre valeur d'adhérence, ce sera un multiple de la mesure de Haar 

(cf. (3)-On-(5) ) 

On déduit de ce théorème trois corollaires importants : 

1.- Cas des groupes abéliens 

. S' H existe sur G j groupe abélien¿ une probabilité v 

telle que U(xs.) ne tend pas vers zéro quand x tend vers & s G 
¿*> « -i- A ^ 7 — A — — — m tf r» /i- it - - - - - tr _ _ _ _ - ' t *• 
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Si G est de la forme R € K ou 2 <f> K et ai + 

désigne la projection de G dans R (resp. Z) il y a deux cas 

possibles 

a) JG\ty(x)\ dv(x) - • et alors (x,.) -* 0 

b) JG\l>(x)\ dv(x) <•*•«, notons alors X ~ JG+(*) dv(x) 

Si X > 0 lim V(x3.) s — x (mesure de Haar , lim U(x,.) = 0 
x++<» X normalisée) x-+-œ 

Si X < 0 lim 7(x,.) = 0 lim U(x>.) = —— x (mesure de Haar 
x-*-+°° x-*—• |x| normalisée) 

2.«Cas des groupes nilpotents (5) 

Soit m une probabilité étalée apériodique sur un groupe 

nilpotent à génération compacte, si G n'est pas isomorphe à l'exten

sion par fi ou 2 d'un groupe compact, U(x,.) + 0 quand x •+ A . 

3,- Cas des groupes de type R (5) 

Soit G un groupe de Lie connexe unimodulaire moyennable 

ainsi que ses quotients, si y est étalée apériodique, et si G n'est 

pas l'extension par R d'un groupe compact> u(x,.) 0 quand x + A. 

N.B. Dans le cas où G possède un sous groupe distingué compact K 

tel que G/^ est isomorphe à fi ou 1 » si ir désigne la surjective 

canonique de G sur G/^ , le comportement de Uix,.) se déduit du 

comportement du potentiel de loi TT(p) sur ou 7 • 

2.- Analyse spectrale 

En étudiant le rayon spectral de l'opérateur P considéré 
2 

cotte fois sur L (G,m),on démontre que si G n'est pas moyennable 
2 

U est un opérateur borné sur L . En utilisant le fait que si Uf 

est continue positive à support compact Uf est uniformément continue 

à droits, on obtient : 
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Théorème.- Si G n'est pas moyennable, U(x,.) + 0 quand x • A 

(cf. (6)) 

3.- Méthode des fonctions barrières 

Cette méthode s'appuie sur le lemme suivant : 

Lemme.-

Supposons qu'il existe: pour tout compact К de G , une 
fonction borélienne v définie sur G à valeur dans [psl] telle que 

lim v(X) = 0 , sup v(X) > 0 
x+à хек 

V x ^ * Jv(Xx) d]i(x) < v(X) 

Alors, Vf€C*(G) ,3y<rR tel que^XGG , \Uf(\)\ < y v(X) 

Ce lemme provient de la théorie des diffusions ainsi que 

l'appellation "fonction barrière". En construisant des fonctions t; 

satisfaisantes on démontre les deux théorèmes suivants : (7) - (8) 

Théorème 1.-

Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement connexe de 

dimension supérieure ou égale à 3 . S'il existe 6 >0 tel que y ait 

un moment d'ordre 4 + U(x,.) •*• 0 quand x •+ A . 

Théorème 2. 

Soit G = SO(d) *R d , d v 3 , le groupe des déplacements 

de JR^. Soit m une probabilité apériodique sur G telle que 

f d 1Ы1 2* 6 du(x, y> < • -
^SO(d)x(R a 

pour un ô strictement positif. 
Alors il existe a > 0 tel que 

V h e C ^ ( G ) , 3 С >, 0 tel que |l»h<x,y)| ^ | | C| | a Р ° и Г ' У' a S S e z 6 r a n d 

£g £ G est noté (x,y) avec x€.So(d) et ytsR dJ 
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H.- Méthode Keane-Guivarc'h 

Principe de la méthode 

r ,1 a bv ï 
Considérons le groupe G » 0 1 c , a.b.céiR^ • 

(\0 0 0/ J 

Keane et Guivarc'h ont démontré, sous des hypothèses d'apériodicité, 

qu'on pouvait associer à V» deux classes de fonctions t? et 
3 3 

de iR dans jR et v une probabilité transitoire sur iR apério
dique tels que 

V f e t 3 g ~ C tel que p* n!f) < v * n ( g ) . 

Ces deux classes L et £ ' s'avèrent assez riches pour 

donner le comportement du potentiel de p en fonction de celui de v , 
3 

c'est-à-dire, puisque v est apériodique sur /R » que le potentiel 

tend vers zéro à l'infini. 

Suivant cette méthode Keane et Guivarc'h ont démontré que 

(9) 

Théorème.- Soit G un groupe localement compact nilpotent à géné

ration compacte. Si G n'est pas extension par JR ou J d'un 

groupe compact, le noyau potentiel de toute probabilité apériodique 

tend vers zéro à l'infini. 

5.- Méthode probabiliste 

En utilisant des méthodes dues à Spitzer, on démontre que 

s'il existe un ouvert relativement compact K vérifiant 
- 1 

sup U(x K x ) < + » 
xt-G 

et si v est symétrique, le potentiel tend vers zéro à l'infini. 

6.- Conclusion 

On remarque que les seules classes de groupes dont on 

connaît entièrement le renouvellement sont les groupes abéliens, 

les groupes nilpotents, les groupes non-moyennables. 

VI - 8 

Notons que Laure Elie (10) a démontré qu'il existait des pro

babilités sur le groupe affine de la droite "ax+b" pour lesquelles 

U (x,.) a une infinité de valeurs d'adhérences possibles non multiples 

d'une mesure de Haar quand x tend vers à . On est donc encore loin 

d'une théorie générale du renouvellement. 
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! 1 » T*T:OEir f.MJ ï>r NOUVELLEMENT RECURRENT 

Nous donnons seulement un bref résumé de trois (gros) articles 

de Brunei et Revuz (12) qui traitent la question en détail (nous affai

blirons mên.e les résultats afin de les rendre plus accessibles). 

Solution de l'équation de Poisson»-

- Pour une chaîne de MfirKov P associée à une marche récurrente 

au sens de Harris, on peut trouver une fonction h comprise entre 0 

et 1 , et un opérateur positif tel que : 

f p . 4 p w h = w h * m T h T * ™ 

C M / 
j P • P = • -4rr •* ( h.m)P ( h h m ( h j 

Soit f- C„(G) ; si m(f) = 0 , alors (I-P)(I*« k)f « f , donc 

g(I*W.)f est une solution uniformément continue à droite, bornée de n 

l'équation (E.) . (cf. 11) 

f"!airs 1) P est un noyau de convolution et ** w

n n'en est pas 

un 

2) On voudrait se débarrasser de la condition m{f) « 0 . 

- On est alors amené à associer à P et à h une fonction Y. 
n 

(de même à P et h . on associe Y^) telle que le noyau 
A = I • W. - 1 « ¥ u . m - y. <5t> m h h h 

1) soit un noyau de convolution 

2) soit tel que g = Af est solution de (€) pour toute fonc

tion f ù C KîG) . 

(f\!.0. on peut montrer aussi que, sous de bonnes conditions, le choix 

de la fonction h n'est pas très important). 

tr> c- • 

soient ..j une fonction sur G e t v une mesure sur G . l'opéra

teur x v ecjt défini p a r [••>% v)(x,A) = 4 ( x ) . v ( A ) . 
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- "Unicité* des solutions de l'équation de Poisson : 

On peut montrer le résultat suivant : 

Si f c- C K . si (I-Plg,, * (I-P)g 2 ~ ^ et si V a £ G ( I-T g ) ( g^-g^) 

est borné, alors : 

g ̂  - g 2 * k • X o ù / k est une constante 

(X est un caractère réel continu de 

G tel que P f X J-J X| soit 

m-intégrable 

)f- Marches de types I. I'. II : 

On dira qu'une marche est de type II s'il existe un carac

tère réel (additif) X (qu'on normalisera convenablement) t.q. 

PJXJ-vjxl soit m-intégrable. 

1*î G est une extension d'un groupe compact par «R ou 7t 

2°) a 2 * J x 2 d ii < • 

- une_marche_est_ d § _ t ¥ 9e _ I ̂  _ s s i 

1°) elle n'est pas de type II 

2°) il existe un sous groupe G q distingué dans G t.q. 

G/_ ; ait deux éléments et que la marche induite sur 
o 

G Q soit de type II 

" yDf_5?9E9t}§»gyî-Gif5Ï- Dî.dS-î'XBf-ïïi-Dî-detyge_ïli_?§$-dîî? 

de_t^ge_I 

N.B. Nous appellerons 

- g.rougeï_de_tY£e_II : les extensions d'un groupe compact par iR 

ou J (ex : IR . 7) 
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- grouges d e t y ç e l ^ : les extensions d'ordre 2 des précédents 

Cmais qui ne soient pas du type précédent) 

(ex : symétries et translations de |R ) 

2 
- groupes de_type I : les autres groupes récurrents (ex : (R 

déplacements du plan) 

Normali té 
~ k 

Si f e C„ , on a 1 _ P f = + » , par contre si f , 

n k 

m(f) • 0 , il se peut que P f converge quand n tend vers l'in-
k = 1 

fini. 
Dans ce cas, on dit que la chaîne est normale. 
Il est évident, à partir de (A) , que si f et m(f) = 0 
n , 

alors y ~ P f = W f - P nW^f . 
M Ì h h 

L'étude de la normalité se ramène donc à l-étude quand n + • 

de P n W u f . 
n 

A" Renouvellement 

Soit f €. C K , alors 

Af(x) = f(x) • W hf(x) -J Y h . f . dm - Y h<x) m(f) 

0 (si x-*A) constante 

•n voit donc que, lorsque x A , deux problèmes se posent 

pour étudier le comportement de Af(x) : 

1) si m(f) = 0 : étude du comportement de W.f(x) 
h 

2) sinon ^ étude du comportement de Y^(x). (W. f est uniformé-
n n 

nent continue à droite, bornée) 

- Les résultats sont t3lors consignés dans le tableau général 

(c i- apre s ) . 
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j p a l » , ° « w - U » - t : " i 

S «5*4.1 . £ l 2 * *T—t~" Y — I w,f 1*) —» I t-f *•» 

-K ¿ » 3 * ftA / / / / / 

_ 0̂. CM » « f | m t î ^ k tuà^»Uî>v%*^ ^ ^ ^ ^ 

S *| J ĉ cv̂ ic JU. ivuMJtbwk : m U . li s' s' s' yS 

j il t T ^ + - A ' - ^ r ^ J t , ^ / y ^ y ^ y / / 

H e i T w ' u ? w " * ° / / / / / / 
i *^ s' 

5| f̂jfeX X'^. -*l> U i Ir 4 Hawn S .S .s ^y< 

j .f-^tU U((«)-*0 y / y ^ / 
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Idée des démonstrations 

Nous donnons un bref squelette des démonstrations de la nor

malité (étude de P n W. f) et du premier problème du renouvellement 
n 

(étude de f quand a «• A ) 

(Ce qui suit est écrit de manière un peu télégraphique, et sert 

plutôt d'invitation à lire les articles de Brunei et Revuz). 

On notera que pour étudier la marche P , on a intérêt à étu-
<\ 

dler en même temps la marche P . 

Démonstrations parallèles : tableau page suivante 
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DEMOSTRATIONS PARALLELES 

Normalité (comportement de Renouvellement (comportement 

F"W hf ) d . O a W h f ) 

i 

p , 1 w h f ^ a « w h f ~\ 
^ n borné J . « • borné ) 
P n W h f ( u n " - 6 q u l - o w . f / unif. équi-

h V continu sur a-1 h ( c o n t i n u s u r 

U D " . K * \ c ° " * « c t > tout compact 
W hP f borné sur \ b o r n é 8 u r 

Q g n . les compacts) les \ 
h y W h a f c o m p a c t s ^ 

a 

de la 1ère_étaj^e : 

Ce toute suite, on peut extraire 
une suite n i t.q. les quatre 

i d e m : suite a 
quantités convergent simultanément n 

sur tout compact et pour tout 

2ème étape : 

n" f type I 
lim P W. f * C x lim o W f = C Itype I I 
j n n 

(facile pour le type I I , difficile 
j pour le type I, faux pour type I') 

3eme étape : — 
n " o s 

W h P
 Jf(x) > y (x).m(f) W o a f x r s(x).m(f) 

s * n 

où y ̂ 0 unif. cont. à droite 
vérifie : 

r T _ , s . , où r s dépend de s et vaut 
. ( I - T )y borné K 

. P t - ! T - . - E S I I f S ' Y t ^ t V P e I 1 X - > ! " 

m t h ) [ r s = Y type I 

en fait y 8 ne dépend pas de s 

i.e. W h P
n f -, y(x).m(f) ° a

W h f ( J f Y ?m (x"A) t y p e 1 

P n W h f x ff.y dm | ' n o2J 
t _i w * * - ! ^ (x—-> f ) type I I (par dualité) ' J K 

! 
» 

b) Marches de type I I comportement de y : (•••0 

c) Marches de type I' : (...) S voir ( 2 ) 

d) Marche de type I : ( , " . . ) ^ 


