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\

APPROXIMATION, PAR UN PROCESSUS DE DIFFUSION, \ 

DES OSCILLATIONS,AUTOUR D'UNE VALEUR MOYENNE, \ 

D'UN PROCESSUS DE MARKOV DE SAUTS PUR \ 
- M. F. ALLAIN -

INTRODUCTION 

Dans le présent travail on étudie les oscillations autour 

d'une valeur moyenne, d'une suite de processus de Markov de saut pur. 

Dés problèmes de ce type apparaissent dans de nombreux 

domaines (physique, biologie, étude de files d'attente.-.). Prenons par 

exemple le cas d'une population dont l'évolution est décrite par un 

processus de branchement de taux de croissance X ; si est la taille 

de la population à l'instant t, la moyenne = E (Xfc) satisfait à 

1'équation : 

— • M (t) = XM(t) 

De plus, si (xn(o)) ^ M est une suite de valeurs initiales 
xn(o) n* W n 

telles que lim — - — = M(o) , en notant x. le processus ayant même loi que 

X. pour X(o)n= xg , on sait que la suite ( ) n € w converge en proba

bilité vers M. uniformément sur (p,Tj . On peut alors envisager d'étudier 

plus précisément la différence 

n 
— - M. 

n 

Pour une classe de suites de processus de Markov de saut pur 

pour lesquels il existe une fonction déterministe X. solution d'une équation 

différentielle du 1er ordre telle que 

V e > 0 lim P (Sup |xn(s) - X(s) | > e ) = 0 
n s £ t 
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T.G. Kurtz a montré que la suite obtenue, en normalisant convenablement 

la suite 
x») - ̂ , i converge en loi vers une diffusion, 

n € IN 

Dans la première partie de ce travail, nous étendons les 

résultats de T.G. Kurtz à une classe plus vaste de processus de Markov de 

saut pur. 

Dans la deuxième partie, à partir de la page 51, nous 

étudions la vitesse de convergence. 
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THEOREMES DE CONVERGENCE 

I - INTRODUCTION 

Nous allons énoncer essentiellement deux théorèmes de conver

gence, du type central-limite ; pour leur démonstration, nous mettrons en 

oeuvre la technique des martingales de Stroock-Varadhan. 

Les résultats et méthodes resteront valables si au lieu de la 

suite (xn) ^ ̂ , on considère une suite (g(xn)) , M pour des fonctions g 
n €. IN V / n € l N 

suffisamment régulières. 

Notons que, dans un article récent, T.G. Kurtz £lo] donne 

des conditions suffisantes de convergence en loi de processus non markoviens 

vers une diffusion; Grigelionis, dans un article récent également, donne des 

conditions analogues, en particulier pour des processus ponctuels; ces con

ditions sont'assez restrictives. 

Nous restons ici, dans le cadre des processus markoviens du 

type décrit au paragraphe II, et pour ces processus nous pourrons dans la 

deuxième partie évaluer de façon précise la vitesse de convergence. 

Le plan de cette première partie est le suivant : 

II -Hypothèses générales et notations P. 4 

III - Rappels de propriétés fondamentales et majorations p. 9 

IV -Théorème de convergence du type martingale p. 20 

V -Théorème de convergence de processus de Markov p. 27 

VI -Appendice : Majorations p. 40 

VII -Exemple p. 49 
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2.3. Hypothèses 

Dans toute la suite, on suppose qu'il existe : 

1) Une constante ̂  telle que : | |Fn(x) | \ (l +1 |x| |) 

2) Une suite (a ) „ ̂ , de matrices d x d telle que liml la I I = + » 
n n € fN ^ 1 1 n * 1 

n 

3) Une suite (e ) ^ . de nombres réels, telle que lim e = 0 

n n € IN ^ n 
n 

4) Une constante K 2 telle que | |<*n

 G

n <
x > a

n * l I * K 2 (* + M X M ) 

5) Une suite (a ) _ ̂ T de nombres réels telle que 

n n C IN ^ 

Î lim ~ 2 - = O 

n n 

n 

où 3n(x) = Xn(x) J ||an(z - x ) | |
2 Mn (x, dz) 

||an(z-x)||>en 

6) Une fonction H définie sur E à valeurs dans lRd ® lRd continue et 

telle que pour tout compact K de fRd 

lim Sup | |a G (x) a* - H(x) | | = 0 
n x 6 K n n n 

7) Un élément X q de |R
d tel que : lim E ( | [X* - X Q | | 2^) = 0 . 

n 

2.4. Remarque 

On peut remplacer l'hypothèse 

H a n G n ( X ) O ' * ^C1 + H X H ) 

II - 6 

par , ||a n Gn<x) a n*|| S K2(l + ||x||^) 

Xn(x) |||z - x||
4 yn(x, dz) s 1 ^ ( 1 + 1 1 x 1 1 ^ ) 

*> SupE <||*»| I 4 ) < + -

n 

Dans la suite, on notera 2.4. les hypothèses obtenues 

en faisant cette substitution dans les hypothèses 2.3-

2.5. Définition de X 

Dans le cas où une sous-suite (F ) , extraite de la 
**k k £ W 

suite (F ), converge vers une fonction F, uniformément sur 
n 

tout compact de E, on notera X (t*xQ) l'unique solution de l'équation 

( |^ X(t) = F(X(t)) 
X(o) = x 

o 

2.6. Hypothèses sur la suite (x11) _ M -** n € IN 

La suite de processus (x11.) ' _ considérée plus loin satis-
nt IN 

fait toujours aux hypothèses (2.1, 2.3, 2.5) ou aux hypothèses (2.1, 2.4, 2.5) 

Remarques 

a) Dans toutes les démonstrations, on.supposera que c'est la suite (F ) „ 
n n t IN 

qui converge uniformément vers F sur tout compact ; les résultats obtenus 

s'étendent facilement au cas où {F^} n ^ n à plusieurs points d'adhérence. 
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b) Dans [ 9 ] , Kurtz adopte les hypothèses suivantes : 

( lim Sup | |Fn(x) - F(x) | | = 0 

n x n 

et | |F(x) - F(y) | | * K | |x - y| | 

Les hypothèses choisies ici sont donc plus faibles et, dans le cas où 

(F } ^ possède une limite (uniforme sur tout compact) , la conclusion 
n ne IN 

que nous obtiendrons est aussi précise que celle donnée par Kurtz. 

2 .7. Hypothèses sur les équations différentielles stochastiques 

On considère par la suite des équations différentielles stochas

tiques, par rapport au mouvement Brownien, du type : 

2 . 7 . x. = x + f a(s) d B + f m(s) x ds 

t O J s J s 

- a (s) C » d ® » d ; Sup ||a(s)||< + » 
s€ |p,T] 

avec 4 - m(s) €. l R d ® « d ; Sup | |m(s) | | < + • 
S C [ O , T ] 

^ a et m continues 

Il convient de préciser en quel sens sont prises les solutions. 

Or, nous allons étudier la convergence d'une suite de lois 

( Q n ) n 6 ^ et la limite Q sera caractérisée comme étant l'unique solution 

d'un certain problème de martingale, ce qui revient à considérer l'existence 

et l'unicité d'une solution faible pour une équation du type 2 . 7 . 

Notons cependant que par suite des hypothèses sur a et m 

l'équation 2.7. possède une solution forte unique dès que l'on se fixe 

l'espace Brownien (Œ,^, (<^t) P, (&t))
 e t àonc aussi une solution faible 

unique (cf. [l] , [il] , [12] , [13] ). 
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2 . 8 . Remarque 

Les résultats restent valables si le générateur de x11. est de 

la forme : 

A n f (x) = A (x) f [f (z) - f(x)] u n(s , x, dz) 
s n j -* 

et si toutes les hypothèses sont vérifiées uniformément par rapport à s sur 

[0,T] . 

Dans ce cas X(., x ) est solution de { — (t)= F(X^, t), X = x } 
o dt t o o 
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III - RAPPEL DE PROPRIETES FONDAMENTALES ET MAJORATIONS 

Toutes les propriétés indiquées ci-après résultent de l'étude 

générale des processus (cf. par exemple, Dynkin [6] ) 

Soit z = x^ - x - F (x ) ds ou (x.) est une suite 
t t o ) q n s n c f l 

de processus du type défini en II. 

3.1. Générateurs infinitésimaux 

£ n . = (x11., z11.) est un processus de Markov de générateur tf1. 

Toute fonction f (x,z) = f (z) dif férentiable et telle que : 

Sup X n(x) f | f ( u - x + z ) - f(z) - Df(z)(o)-x)| yn(x,dco) < + » 

x,z * 

Df absolument continue (cf. [7] , p-285) 

est dans le domaine de dfcn ; de plus, dans ce cas : 

E x [f(•£, - f ( . J ] = f E x[«*
nf(x^ . ds 

avec Jtnf(x,z) = X n(x) |[f(w-x+z) - f(z) - Df (z) (w-x)]y n(x,dw) 

3.2. Martingalité 

(z^) t^Q^ T j est une martingale. 

3.3. Inégalité de martingale pour toute fonction convexe $ 
à valeurs dans <R+ 

P (sup | | z n - z - M * e ) B [ * ( H Z t - Z t ] 
t ^ s ^ t 2

 S r l ' * < e ) H Zl 
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3.4. Majorations 

Dans le cas où les hypothèses 2.3 et 2.5 sont satisfaites, 

on a également : 

||F(x ) |L< K l(l +||x||) ; ||G n(x)|| 

1 i«nir 
et ||H(x) H S K 2 ( l + | | « | | ) 

On montre alors, en utilisant le lemme 6.1. donné en annexe, que pour tout 

élément t de [O,T] 

E (sup ||xn(s)||^) .< [K.(n>]
 2 e 2 K 3 ( N > 

avec ^ ( n ) = 4 T fr2 T • ' [ 2 ] 

CV n>3 2= 4
 ( | | ^ J Ï T - T + 2 K I T 2 + e O K U 2 ) ) 

En posant Sup (n) = 
n €. W 

Sup K (n) = K 
n C IN * * 

on en déduit que : 

f E (Sup ||x» H 2 ) « K 2 E

2 ^ 3 

S £ t 

h ± l - < E ( Sup | |H <X") I |).< K 2(l + K 4 e K 3 ) 

S £ t 

E ( Sup | |F (x^) I |)i K ( l + K e K 3 ) 

s ( t 

E ( Sup^ | |p(x||) | |) S Kj (l + K 4 e
K 3 ) 
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/ 4 K 2 

H H a ^ l l ^ — J - C ! . ^ . « 3 ) 

E (Sup l lHCx^U 2) .<2K 2 (l + K 2 e 2 K 3 ) 

3.4.1. i 3 * t 

E (Sup ||6 (x^ H ) , ( l + K2 e2K 3 ) 

s £ t a n 

* (Sup | | z n | | 2 ) * ^ ( 1 + K2 e 2 K3) 

Par ailleurs, si les hypothèses 2.4 et 2.5 sont satisfaites, 

on a : 

| | F ( x ) | | * Kj(l : | | G a ( x ) | | « ^ - j (l + Hxll 2 ) 

et | |H(x)|U< 1^(1 +MXII2) 

on en déduit 

r E (sup | | x » | | 2 ) f K
2 e 2 ^ . E ( s u p | | Z » | | 2 ) < - i 2 l 2 ( l + K

2 e 2 K 3 ) 
s £ t s £ t llnll 

E ( Sup | | G ( x " ) I |) f - A — (l + K 2 e 2 K 3 ) 

E (Sgp ||H(«Jl|D « ̂ (l + K
2 e 2 K 3 ) 

3-4.2. , E ^SuP t | | F n ( x ^ ) | | ) J Kj(l + K 4 e
K 3 ) 

E (Sup B n ( x ^ ) ) ^ - ^ - (l + K 2 e 2 K 3 ) 

S £ t & 

n 2 
Sup « < | | G X I I 5 « ^ A _ ^ ( l + K 8 e ^ 
s J t ^ | |a„| | 

E^lHCx^M 2 ) g 2 (l + Kg e*9) 
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3.4.3. Majoration de P (sup | |an(z^ - ) | | > e) 
|t-s|<ô 

Il suffit d'utiliser le corollaire 6.1.3. de l'appendice 

en posant : 

a = a n ; e- = c n = Kj M2 = | | c J [ 2 . K3 et K 4 (resp. Kg et K g) 

définis précédemment, pour voir qu'il existe une constante K telle : 

» ( | ^ | < 6

l , 0 n ( Z s - Z t > l l > e > 

* —~ — - i T - H T + + Sup E (e (x")) 

et compte-tenu de 3.4.1. et 3.4.2. 

P ( | ^ s | < « l | a n ( Z " " Z t ) M ^ 

•Cfi
 L e M an|l " < J 

3.5. Convergence en moyenne 

A partir de maintenant, on suppose que la suite (F ) 
n n %» «N 

converge vers une fonction F uniformément sur tout compact. 

On suppose de plus qu'il existe une fonction k croissante 

continue telle que 

f < * u = + oo 

* < » K(U) 

et que F^ vérifie l'une des hypothèses suivantes : 
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. | |Fn(x) - F (y) | | £ K (| |x-y | |) et K concave. 

H 2 . | |Fn(x) - Fn(y) | | « K (| |a n

2 (x-y) | |) 

et <(vt) S K q (l +| |u| |) 

alors sous H 1 lim E f Sup | |xn - X(s, x ) | | ) = O 1 \ s o * 
n s £ t 

et sous H 2 lim E ( Sup | |xn - X(s, x ) | \ - O. 
n s £ t 

On a encore cette dernière convergence si l'hypothèse est satisfaite 

et si K (u) = bu 

Démonstration 

On a : X(s, x ) = x + f F(X(U, X )) du-
o o Jo \ O ' 

alors : ||x^ - X(s, «0>||«|h$ - x£ - f F ^ ) d u| | + ||x° - x j | 
J O 

+ 11 f < V < > " F ( X ( U ' ''o») d u " 

d'où 

Sup ||xN.X(s, XQ)|U< Sup | | z n | | + | | x n - x | | 
s * t S ° s S t S o o 

+ S u p fo HF n ( a g ) - FN(X(u,xo)|| du 

S £ t 1 

+ Sup f ||F (x(u, x )) - F(X(U, X ))||du 
s * t ; o 

Posons = 1, A 2 = 2
3

 f aj = 1 et a 2 = T. On a alors : 
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Sup | |x^-X(s, XO)||SA/ Sup l l z ^ l ^ M x ^ - x J I 1 

s £ t \s £ t 

+ a ± f ( Sup | |r 0 $ - Fn(x(u, x Q ) ) 11) 1 ds 
Jo u s s 

+ a P (sup ||F (x(u, x ))- F(X(U, XQ>) 11) 1 ds) 
'o u ^ s S 

d'où 

3 ^ . E( S ^ | |x^ - X(s,XO) | I 1)* ^ ( S U P I \ * \ \ I 2 ) ] + =(1 |X" " x j I1) 

+ a i JI E(SUP H Fn ( x û ) " F „ ( X ( U ' V I O d S 

V ÛS 
+ a. T Sup ||F (x(u, x^) - F(c(u, X ))| |4 

u*T J 

F converge vers F uniformément sur tout compact et X (., x ) est continue 
n o 

sur [O,T] donc 

i 
lim Sup ||Fn(x(u, x Q)) - F(k(u, x ))|| = 0 
n u£ T 

déplus E ( | | x ^ - XQ||
2) = 0 

n 

Alors sous l'hypothèse , < étant concave et croissante, 

on a (Inégalité de Jensen) : 

1/2 
E (Sup | |x» - x(s, x Q ) | | ) * — 2 — - [(K2) T(l +K 4 e

K3)] + E ( | | x ° - x j | ) 
s £ t | I n| I 

3.5.2.

 +
 H K^( S UP Mx^ - X(u, x )||))ds 

— — U £ s 

+ T Sup | |Fn(x (u, X q ) ) - F(x(u, X )) | I 
u £ T ° 
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De même, sous l'hypothèse H 2 comme K (U) £ K

0 C
 + M u l l ) f 

on a : 

E(sup||x^ - xCs.x^ H 2 ) * 2 3 | | 1 ^ N - 2 [<K 2TU +K 4 e
K 3 ] + 

+ T 2K 2 f E(sup| |xn- X(ufx ) | |
2)ds 

3 . 5 . 3 . 'o u*s U ° 
+ T 2 Sup ||F (k(u,x )) - F(X(U,XQ))| |

2 

u£T 

+ 2 K 2 T 

° M a n | | 4 j 

s o i t s n = Titrr K 2 T ( 1 + K 4 fiK3) 1 / 2 + E ° | x° " x ° ' l } 

+ T 2 Sup | | F n ( x(u,X Q))- F(x(u,xo))|| 
u £ T 

6 » = 2 3 { i F J T 2 " » t C + k « e K 3 ) + E ( l | x ° " x ° u > 2 K ° T - ï i t i ï 4 

+ T 2 sup | |FYX(U,X O)) - F(X(U#XQ))| |
2 1 

u£T ° ° J 

* n (t) = E (Sup - X(s/xo)||) 
s£t 

* 2 (t) = E (Sup ||xn - X(s,x)\\ 2) 
s<:t 

Les deux inégalités précédentes sont du type : 

3 .5.4. <|>n(t) £ 6 n + a f n(<f> (s)) ds Vt € [O,TJ 

3 .5.4. 

avec lim 6 = 0 
n 

n 

n fonction croissante continue 

4- / du 
o+ n(u) 
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f U dv 

soit N(u) = u > O u £ O 
* u n (v) ° 
o 

Une généralisation du lemme de Bellman due à Bihari [3] 

permet d'écrire : 

3 . 5 . 5 . <|> (t) * N* 1 (N (6 ) + at) 
• n N n / 

Notons que, dans le cas particulier où n (u) = u, ceci 

n'est autre que l'inégalité de Gronvald 

• 2 (t) * e a t . « 2 

n n 

Dans tous les cas, on a donc : 

lim $n(t) - O ce qui achève la démonstration de la propo

sition 3 . 5 . n 

Remarques 

- l'hypothèse s'adapte au cas où considère un processus (x^)^ JQ T ^ 

à trajectoires croissantes, et dont le moment d'ordre 1 vérifie : 

||F(x) - F(y)||* ic(||x-y|[) 
x L 

_ n t n 
si on définit x^ = x. = x 

t n t o 

alors | | F n < x ) - Fn(y) H * ~ ||F(nx) - F(ny)|| 

« ~~" K ||n(x-y)|| 

et a = l'n 
n 

donc ||Fn(x) - F n ( y ) | | * — i — *(||a2 (x-y) | |) 

I I n| I 

- si les fonctions F r sont uniformément lipschitziennes, les hypothèses 

et H 2 sont identiques. 
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3.6. Corollaire 

On considère l'hypothèse suivante : 

: la suite (F ) m M converge uniformément vers une fonction F vérifiant : 
3 n n€iN 

| |F(x) - F(y) | | $ K (| |x-y| |) 

f du 

où K continue croissante concave telle que —r-: = + <» 

Si cette hypothèse H 3 est satisfaite, on a : 

lim E ( Sup | |x* - X (s, XQ) | \\ = O 
n s £ t 

plus, si K(U) = u, on a : 

E (Sup | | x n - X(8 F X )\\2) = O 
s < t 

Démons tration 

On a ||F n(x)|| S Kj(l + ||x|| ) 

Il suffit alors d'écrire 

" V * ? " F ( X ( S '
 xo } )H* " V * ? " F ( X s ) ! i + I - F(x(s ,x o )) | | 

d'où | | F n ( x V F(x(sfxo))|| * Sup ||F n (x ) - F(x)|| + K(Sup | | X

n - X(s,x^|| 

x s 

pour retrouver une inégalité du type 3.5.4. 

3.7. Corollaire 

On considère l'hypothèse suivante : 

H 4 : la suite (F^) n ^ ̂  converge uniformément sur tout compact vers une 

fonction bornée telle que : 
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V C > O, il existe une fonction * c continue concave croissante telle que 

f du = + 

Jo+ K ( U ) + U 

et telle que pour tout x et y vérifiant ||x|| £ C, ||y|| * C 

on a : | |F(X) - F (y) | | * * c (| |x-y| |) 

Si cette hypothèse H 4 est satisfaite, on a: 

lim E ( Sup | |xn - X(s, Xq) | |) = O 
n s £ t 

De plus, si ic (u) = bu, on a : lim E(sup | |X" - X(S,XQ) | |^) — O 

n s £ t 

Démonstration 

Il suffit d'écrire : 

||Fn(x^) -F(x(u,xo))|U<Kc (||x«-X(u.x o ) | D . l ^ u p | | x n . x ( U f X ) M < 1 ) 

u*t U ° 

+ 2Sup ||F(x)||. l ( s u p || xn_ ) M > 1 ) 

U£t 

+ | |Fn(x^) - F(x») | | l ( s u p j | xn _ x j ( < 1 ) 

+ ||Fn(x^) -F(x^)||l ( s u p | | x n _ x ( U f X o ) | ( > l ) 

u*t 

où C = Sup | |x(u,x ) | | + 1 
u £ t 

alors E(sup | |Fn(x*)-F (X (U,XQ))| j ) ^KQ (E (Sup ||x* - X<u,x Q)|| 

u^s u^s 

+ 4 sup ||F(X)|| E(SUP ||X£_XU||) 

X u^s 

+ sup I IF (X) - F (x) 11. 

1 1 * 1 1 * ' n 

ce qui permet de conclure. 
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Notons que si K<4U) = bu, on a l'inégalité suivante : 

E(sup| | F n ( x V F(X(u , x o ) ) | [B(SUP| |x*-X(u,x > | | V SUD | |Fn<x)-F(x> | |
2 ] 

u£s u<s ||x||SC 
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IV - THEOREME DE CONVERGENCE DE TYPE MARTINGALES 

Théorème 4 

- Soit (x1?)n ̂  w une suite de processus de Markov de sauts purs satisfai

sant aux hypothèses indiquées au paragraphe il ; on suppose de plus, que 

la suite (F ) , M vérifie l'une des hypothèses H,, H 0, H 0 ou H. (cf.3.5) n nfe IN 1 2 3 4 

rt n 

On pose = a (xn - x11 - F (x11) ds) *̂  t n t o J o n s 

On note Q la loi de 

n *o 
Alors : la suite (Q ) r £ ̂  converge faiblement vers une loi P unique 

solution du problème de martingales 

(Lt° , (0,0)) où L*°. = j (H (x(t,XQ)), D
2. ) 

Ceci équivaut à la propriété suivante : 

La suite {W^. } r ̂  converge en loi vers le processus de 

diffusion W* 0 tel que 

x ft 1/2 
W t ° = ] o [H(X(S,XQ))] d 6 s 

où ( 3 * ) est un mouvement Brownien. 

PJ52!*stration 

Nous ferons la démons tration en trois étapes. 
n *v* 

4.1. La suite (Q ) est équitendue et toute loi Q limite d'une 
—— n€ «« 

n ^ 
sous-suite extraite de la suite (Q ) n £ m véfifie Q (C) = 1 

où C = X? ( [O,T] , |Rd ) . 

4.2. Pour toute sous-suite convergente extraite de la suite (Qn) - _T — — • „ n t IN 
a» 

la limite Q est solution du problème des martingales : 

(L X°. ) (O,O)) 
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x 
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Pour e et n fixés, on pose : 

6 (me ) = (f.e ( 1 4 - ^ ) . ~ ^ ) 2 

6 o 

et on choisit n (T\, e) tel que 
o 

f 4
 1 

Vn>n o<n.e> ( " ^ " * ' " " V 

- 7 - - - h 

a^ b o 

ce qui est possible puisque 

{lim e =0 
n 

n 

lim —3— = O 
n n 

Alors e et n étant fixés, on a : 

Q n ( {x : o>x( Ô(n,e))^ e) £ n dès que n £ nQ(n,e) 

ce qui achève la démonstration de la propriété 4 .1 . 

Pour alléger les notations, on note •) ^ *. la sous-suite 
n € IN 

extraite convergente. Il suffit de vérifier que 

Pour toute fonction K, S) g- mesurable, continue et bornée 

4.2 .1 . et pour toute fonction g de C ° ( IRd) 

E Q (g(xt) - g(xg))) = E
Ô (K ffc L*° g(xu)) du 

* s u 

Pour cela, remarquons que, par suite du caractère Markovien 
_ „n . n n . 
de £ . = (x ., z . ) , on a : 

4.3 Le problème des martingales (L , (0 ,0) ) possède une solution 
x 

unique P ° . 

Il résulte alors de 4.2 et 4.3 que la suite (Qn) converge 
„ n i N 
o 

faiblement vers P 

Démon s t rati on_de_ la_pr opr i et é_ 4^ 1 L 

D'après Billingsley [À ] il suffit de vérifier que 

4.1.1. fi) V n 3 a : Q n {x : |x(0) | > a} * n 

V E V U "3 6 6 lo,T £ et 3 n

Q

 : 

V n :> n Q Q n {x : m x (6) >, e } £ n 

où a) (6) = Sup |x(t) - x(s) | 
X |t-s|*ô 

i) W11 = O donc i) est satisfaite, 
o 

Il reste à prouver ii). On a : 

Q n( {x : o)x(ô) * e }) = P ({u> : Sup | |w£ - lfn| | * e } ) 
|t-s|$6 

= P ({u> : Sup | | a - z n )|| * e }) 
|t-s|*ô 

et d'après 3.4.3. 

Q"(( x : . x ( 6 ) * e > ) « [ - f T ] i - | T + e 2

 + ^ 

On peut supposer | |a | | £ 1 V n puisque lim| |a | |= + 0 0 

n 
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E 2 " ^ (g(xt) - g(xsO) = 

4.2.2. = E(K du X ^ ) J [ g < « <u,-xV.£) - g O # 

- <Dg (W* 1), a (a)-xn)>] \in (x n, du) ) 
^ u n u J u 

D'autre part, 

4.2.3. E Q (K.(g(x ( c )) - g(x g))) - E Q( K(g(x t) - g(x g))) 

Etudions alors le membre de droite de 4.2.2. On pose : 

J (u)= X (x n)[ [g(a (a)-x n)+W n)-g(W n)-<Dg(W n) ,o (o)-xn)>1yn(xn, do> ) 
n n u J N n u u' u u n u J u 

K (u)= X (x n ) f *(a (u>- x n ) , W 1) u n ( x n , dcu ) 
n n u j N n u u* u 

4.2.4. L(u)= f X (x^ ) [< D2g(UCi)a (w-x11) ,a (u)-xn)> y n(x n, da> ) 
2 n u J u n u n u u 

n J 

où f(y,z) = g(y+Z) - g(z) - < Dg(z) ,y > - j (p2g(z) y, y) 

On a donc J (u)= K (u)+ L (u) 
n n n 

4 ^ 5 . L n(u)= I Xn(x^) J (D 2g(W^), ^(«o-x»)] ) 4. ) 

= i- fc^tw") , a G (xn) a*) 
2 \ " u n n u n 

= j 0> 2g»£) . HCX(U,XO))) 

+ J 62g(w") . a G (x") a* - H(xn)) 
2 * ^ ^u n n u n u * 

+ \ ( p 2 * ^ ' H< xu> - H0«».* o>J) 

= L*(u) + L 2 (u) + L 3 (u) 
n n n 
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E (K p L 1 (u) du) - j E Q n (K j* ( D ^ W 1 1 ) , H (x(u,x )) d u } 
's n 's U ° 

d'où 

*\* 

4.2.6. E (K L 1(u) du) + ^ - E Q (K f t #D 2g (x ) , H (x(u,x ))du) 
* s n 2 's * u x o * r 

2 3 
pour L (u) et L (u) 

n n 

remarquons que : 

1 L n
 (U)I * \ SUP'Id29<x>II S u P l l an Gn ( xu }

 \ ~ H ( x u } ' ' 
x u£T 

I L n ( U ) I * 2 S U P' ID2^(X) I I SuPl lH ( x u } " H(X(U'X

0

))I 1 
x uST 

du lemme 6.1.4. de l'appendice, on déduit que 

4.2.7. f lim I E(k ffc L 2 (u) du) I = 0 
— — — ' % * s n * 

n 

et lim | E(K L 3 (u) du) | = O 
n 

Etudions maintenant K (u) 
n 

V u ) = V*û> J * (V"-*"'' «£> »n<v <*"> 

Ecrivons 

l K n ( u ) l * Vxû} \ K»n

 U - x u > ' < ) l " " « V *•.> 

I l«n(""xî I l > e n 

I la (oj-xn) I Ue 1 1 n u 1 1 n 
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1 2 

Or ¥(y,z) = g(y+z) -g(z) - <Dg(z),y> - j < D g(z) y,y > 

o ù g € 6 ° ( * d ) 

ll*<y .«>ll l|T(y.*)|| 
en conséquence £ K* et lim Sup = O 

l l v l l 2
 y » z ||y||

2 

On sait que VE > O, «| n^ tel que : | |y| | £ n implique 

II*<Y.*>II 
Sup = < e 

l l y l l 2 

on choisit alors n tel que, pour n £ n , e £ n 
e e n e 

Pour e > O, fixé, et n £ n £ , on a : 

|K (u) | * Sup Xn(x^) K- | 1 |« | | 2 | | («o-x^ ||2 dz) 

u<T J 

I l a («^-xn) 1 1 > € 1 1 n u 1 1 n 

+ Sup X Cx") e f ||a ||2 | | ta- X")||2 y n(x n, dz) JL n u I 1 1 n'1 1 1 u M u u£T J 

d'où 

E |Kn(u)| * K' E (Sup B (x*)) 
u£T 

+ E E ( s u p ||a nG n(x^) a - J | ) 
u£T 

mais lim E(SUP 3 (xn))= O et E(sup| l a G (x11) a * | \ \ < + » 
n u<T u^T ' 

d'où 

4.2.8. lim E p K (u) du\ = O 

n «*s n 

de 4.2.3., 4.2.6., 4.2.7., et 4.2.8. on déduit 4.2.1., ce qui achève la 

démonstration de la propriété 4.2. 

II - 26 

*o 
Le problème des martingales (Lt , (0,0)) possède une solution 

unique Q * ° car H (X(s,x )) ne dépend que du temps et Sup ||H(X(S,X ) | J < + » 
° S4[O,T] 

en conséquence, la suite (Qn) converge vers Q X° 
n t iw 

Ceci achève la démonstration du théorème. 

4.4. Corollaire 

Dans le cas où la suite (F ) possède plusieurs points 
n n c IN 

d'adhérence (F , F ... F ) , la suite (Ç?1) possède également a« a„ a nfe> w 1 2 p 

plusieurs points d'adhérence qui sont (Q*0,-.. Q*°) tels que 0*° est 

solution du problème de martingale 
(CO)) 

ou f L « W . , i C a ( x i ( t t X o ) ) f D 2 . ) 

I F a (xSt.x j ) « âf Xl(t,x ), J^CO.X ) = X 
* a ^ o * ot o o o 
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V - THEOREME DE CONVERGENCE DE PROCESSUS DE MARKOV 

Dans ce paragraphe, on étudie la convergence en loi de la 

suite de processus V? = a (xn - X(t,x )j ; dans le cas où a est inversible 
t n N t o / n 

(V t) t <£ Q T j est un processus de Markov ; ceci n'est pas nécessairement le 

cas si a n'est pas inversible, 
n 

Dans [ 9 ] / Kurtz a étudié le cas où a est réel. Quand on 
d d " 

suppose que est un élément de (R © IR » il apparaît une difficulté pour 
l'un des termes qui s'écrit a DF(X ) (x11 - X(u,x )) ; dans le cas où o 

n u u o n 

est réel, ce terme est égal à DFfX^) V^ ce qui permet de conclure ? dans 

le cas général, on ne peut pas toujours faire la permutation. Il faut donc 

introduire une hypothèse supplémentaire qui sera automatiquement satisfaite 

dans le cas où a Q. IR. 
n 

Remarquons que, dans le cas où a est inversible, en définis-
n 

sant la famille de fonctions : 
n 

$ 

[O,T] ̂ —l-*rad# iRd 

u y »$ (u) = a DF(X ) a " 1 = * (u) 
n n u n n 

on a 1) Sup I l a DF(X ) a " 1 1 I < + « 
. f . _i 1 n u n 1 1 

u £ lp,TJ 

car DF(.) et X. sont continues. 

2) La famille ($ ) - est équicontinue. 
n nt IN 

D'après le théorème d'Ascoli, la famille ($ ) , M est rela-
n ne iN 

tivement compacte pour la topologie de la convergence uniforme. 

Soit A un point d'adhérence ; alors, pour toute sous-suite 

convergeant vers A. 

| ( a DF (X ) (xn - X(u,x )) - A (X ) V n k I I 1 1 n, U N U o / u u M 

k 

* | | a DF (X ) a " 1 - A (X ) | | | |\A | | 
• ' n^ u n^ u 1 1 1 1 u 1 1 
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inégalité qui permettra de conclure pour la sous-suite (V1**.) 
K Çt I N 

correspondante. 

Nous allons supposer que a.^ est inversible pour tout n et 

que la suite ($ ) _ converge, 
n nt IN 

Propriété_5^1 

Soit (x11.) _ une suite de processus satisfaisant aux hypothèses indiquées n c «N 
au paragraphe II et vérifiant, de plus : 

' l | a n ( F n ( x ) " F ( X ) ) H * * 0 ( l + I M | ) 

Sup E(Ia n (x^ - x Q ) | | ) < K o 

n 

alors sous les hypothèses H 2 ou H^ (cf. 3) avec K(U) = bu 

Sup E (sup||anfFn (x*) - FCx(u,x >)J|1) < + » 
n s£t 

Démonstration 

Sous l'hypothèse on écrit : 

H ° n " F0t(u,xo))J||.<|| a J ^ b Ç ) - F n ( x ( u , x o ) ) ] | | 

+ 11 ° n C F n ( x ( u , x o ) ) - F ( x ( u , x o ) ) ] | | 

d ' o ù S u P | | a n [ F n ( x V F ( x ( u , x J ] | | * - i - K ( s u p | | a 2

n ( x ^ - X(u.x|||) 

u£s II ni I u£t 

+ K o ( l + Sup | | X ( u , x o ) | | ) 

Sup E ^ u p | | a n [ F n ( x ^ ) - F(X(u,XO))]||) J + » 
n u£s / 

En effet, en se reportant à la démonstration de la propo

sition 3.5, on a : 
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K (Sup!ja2

n(x^ - XCu.x )'||) S KQ(l + E(sup||a
2(x^ - XCu.xJfj) 

u<t u£t ' 

et E^ Sup | |x" - X(U,X q) | |^) £' ô
2 e a t 

u£t u o n 

K 1 

et ô * °. l 0 

M anM 2 

Par ailleurs, si on suppose que (F ) • ̂  converge uni for-

n n " iw* 

mément vers F, avec F fonction Lipschitzienne, on a : 

||a [F (x") - F(x(u.x ffl||« ||a £ <*"> " JMx"))!! 

• 1 n »- n u ••- v o*»11 ' 1 n v n u u / M 

lla

n&•<*"> " F(x(u,Xog|| 

d'où E (sup||a n[F n^> - FCx(u,XO>3J|U||Ko(l + Sup E (||x*||) 

u£s u<T 

+ ||a ||E^up ||x£ - X(U,XQ)||) 
u<t 

et pour les mêmes raisons que précédemment 

Sup E^Sup <x") - F(X(u#XQ))] | N < + 0 0 

n u<s n n u o / 

Propri eté_ 5^2. 

Si la suite (F ) > „ converge uniformément sur tout compact n nb IN 
vers la fonction F bornée et localement lipschitzienne, on a également : 

Sup E £up||an[Fn<x£> - F(x(u,XO))]||)<+ « 
n u<t 

Démonstration 

On écrit : 

I K J V u ' -Kx(u.X o))]|l, ||anCFn(x-) -F(x»)]|! 

• l|an[F(x^) - F(xfu . x J | | 
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d'où E^up||«n[Fn(x°) - P0c{tt.xo))j|jï K (1 + Sup E(||x°||) 
u£t S u<T 

K'||an||E (Sup ||xjj - X(u,xo)||) 

11$ S 

(cf démonstration du corollaire 3.6). On en déduit que 

Sup E (sup| |a [F (xn) - F(X(û,x >J|ft < + « 
v ^ ' ' n *• n u o «* ' '/ 

n u<t 

Théorème S. 

Hypothèses : Soit f* 1**)^ 1 X 1 1 6 suite de processus de Markov de saut pur 

satisfaisant aux hypothèses indiquées au paragraphe n et 

vérifiant de plus, les hypothèses suivantes : 

H. 5.1. T - il existe une fonction B de dans IRd continue et une 

constante K telles que : 
o 

||B (x)|| S Ko(l +||x||) 

lim Sup ||o (F <x) - F(x)) - B(x)|| = O 
n xeK 

pour tout compact K de R d 

- lim E (||an0£ - x o) - Vj| 2) = O 
n 

- la suite (F ) ̂  ̂_ satisfait : 
n n€W 

SupE (Sup| |an[Fn(x^) - FCx(u,x o)3||)< + -
n u^T * 

- DF existe et est continue 

H.5.2. - a est inversible pour tout n 
n 

- il existe une application A définie sur |Rd à valeurs dans 

fRd © IR̂  telle que lim Sup| |ot DF(x) a A(x) | | = 0 
n x€K n n 

pour tout compact K de |Rd 
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On pose VN(.) = a n(
x ! 1- - *(., * Q)) et on note Q

n la loi de VR. 

Alors la suite (Qn) _ ̂  converge faiblement vers la loi Q* 0 unique solution 
n i N 

du problème des martingales (B*0 , (O,V Q)) 

où BXo g. = y (D2g. , H (x(t,XQ))̂ + < Dg . , A (x (t,XQ)) .>+< Dg. , B(x(t#XQ))> 

ce qui équivaut à dire que la suite (V^^ç, ̂  converge en loi vers le 

processus de diffusion V*0 solution faible unique de l'équation : 

1/2 
(5) V = V + [H(X(S,X ))] d 3 + j [A(X(S,X ))V +B(X(S,X ))] ds 

t o o ° s o o / s > o ' J 

Démonstration 

La démarche suivie est essentiellement la même que pour le 

théorème 4 précédent. 

On ^d'abord prouver la propriété 5 . 1 . qui suit : 

5 .1 . La suite des lois (Q n) n € ^ est équitendue , et toute loi Q limite 

d'une sous-suite extraite vérifie Q (C) = 1 

On a : 

« a <x" - x" - J* F (xn)du) + a (xn - X(t.x )) + a f F (xn)du 
n x t o 'o n u ^ n N o o 7 n** n u 

o 

= WN + a ( x n - x ) + a [F (X

n) - F<X(u,x ))] du 
t n o o n u n u o '«* 

= W n + a (xn - x ) + a ffc [F <xn) - F (x(u,x ))1 du t n o o n ' o <- n u n o J 

d'où 

l|v£ - v£| | * i K - ^ 1 1 + ( t - S > S«P | - F<5c( U , X o ))] H 
u<T 

alors P( Sup ||v̂ -VN||> e ) * P ( Sup | |w" - w n| |> e/2> 
|t-s|*ô * 3 |t-s|<6 fc S 7 

+ P(ô Sup||a [> <x||) - F(x(u,x ))]||> e/2) 
u<:T 
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mais P (Sup| |W* | e / 2 > .< [2 — . + e 2

 + - i ^ - 1 
|t-sl<« fc S ' «(e/4) L £ I M I n J 

et P ( ô . SupI l a

n[F n (x^) - F ( x ( u f x o ) ) ] | | > e/2) 
u^T n n 

* 2 4 _ B ( S u p ||an[F (x^)- F(x(u,xo))]|[) 
u£T 

26 

d'où 
o r 2 ^ . t 1 9. 

P,(su ? | | v n - vn||>e/2).< + E

2

 + ^ _ + - | £ . M 
|t-s|<Ô t S ' *<e/*) L, n a n J e 

e et n étant fixés 

Soit f n , p n l : V * n, . E

2

 + 4 - « ÏL.liiE/iL 
(e,n) n (e,n) n a* 2 K 

n o 

« : S * 3T * * < f ) ) 2 

e n en 4)H v 4K 4 / v o 

on a alors pour tout e et tout n 

P( Sup ||yn - v'MUe) * n dès que n * n (e,n) 

rt-sl<«. t s • y 
1 1 (e,n) 

D'autre part, V ô \ a tel que P( | v n

Q ) | > a) * ô 

On peut donc affirmer que la suite des lois ( Q n ) n € f N

 e s ^ équitendue et 

toute loi Q limite d'une sous-suite extraite vérifie : Q (C) = 1. 

5.2. Nous allons maintenant prouver l'analogue de la propriété 4.2. 

Notons que V1} est un processus de Markov quand est inversible. 

Soit f(t,y) = an(y-X(t,xQ)) . Alors, pour toute fonction g de ï ° (m d ) 

f g $ n ( t > ) - g o f (t, x n

( t ) ) 

\ g o f (t,x£) - g o f (0,xn) - ĵ (An+ ~- ) g o f)J (u,x")du 

est une martingale 
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et pour toute fonction K bornée continue SD^ - mesurable 

5-2.1. E(K. r<?<v">- g<V*# ) = E(K. J* [(A N+ — ) g o f] <u,xj)) du) 

De la définition de A" et de la propriété ; 

|j - f (u.y) = - o n X(u rx o) = - a n FtJc(u.xo)) 

il résulte que 

5>2,2, f(A N+ )gof] (u,y)=Xn(y) jfg^ n(z-X(u,x o)^-g(a n(y-x(u,xj>3y
n(y,dz) 

- <Dg^ nfr-X(u,x o)J ya n F(C<U,XQ)) > 

Le générateur infinitésimal B N . de V? s'écrit donc pour toute fonction g 

de 6 ° . 
co 

5.2.3. B£ g(V)=X n(x(t,x o)+a^
1v ) j[g(a n(z-x(t #x o))-g(v)]y

n^(t,x 0^ 

- < Dg(v) ,a F (x(t,x )) > . 
n ^ o * 

*v n 
soit alors Q limite d'une sous-suite extraite de la suite (Q ) ^. 

Pour alléger les notations on note (Q ) ^ cette sous-suite. On a : 

n c IN 

5.2.4. lim E ^ . f(g(v") - g(V^J ) = E Q (K fg(xt) - g(x g)]) 

= lim E ( K . f i B D g<\£) du) 
n 

Il suffit alors de vérifier que pour toute fonction g de Ç° ( R d) 

5-2.5. lim B(K B*g(v£)d^ = E (K. B^° g (V u) du) 

- E * (K , f i g (x u) d ^ 

ce qui permet d'affirmer que : 

5.2.6. 9(X

T* ~ 9̂
X

0̂  ~ /Q B

u °
 g ^ x u ^ d u e S t U n e ^ " martingale 
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il en résulte que Q est solution du problème de martingale (B?° ,(0,v )) 

t o 

or le problème de martingale (B* 0 , (0,Vq)) possède une solution unique 

Q* 0 (C) = 1 

car f Sup | |H(t,x) | | < + • 
t€[p,TJ 

i Sup | |DF (X(t,XQ)) | | < + o» 
tê[p,T] 

,et Sup J|DF (x(t,x )>c-DF(x(t,x ))y| | * Sup | |DF (X (t,x)) | |. | |x-y | | 
té[p,Tj t € [ o # T ] 

La suite (Q n) ^ converge donc vers Q* 0. 
n€ vi 

Il ne reste donc plus qu'à prouver la propriété 5.2.5. 

B n g < V ) - À n ( x < t , x o W ^ ^ ^ ^ ^ 

- <Dg(v), a F(X.)> 
n t 

pour alléger la rédaction, on écrira X(t) au lieu de X(t,x Q)) 

Soit ¥(u,v) = g(u) - g(v) - <Dg(v), u-v> - y $ 2 g (v), (u-v) ® 2 ) 

alors 

B t g ( v ) = X n £ ( t ) + ° n l v ) | f ( l

n (
z - x < t > ' v ) ) ^ n ( x < t ) + a n l v ' 

+ j X R ( x(t)+ cf 1*) J ^) 2g(v),[o n(z -x(t))-v]® 2 ) y n ( x(t)+ c ^ V d z ) 

+ < Dg(v), a (F (k(t) + a" Xv) - F(k(t) + c T ^ N > 
n \ n n x n * J 

+ < Dg(v), (x(t) + a^v) - F ( x(t))- DF(X^) a" 1 ^ ) > 

+ < Dg(v), a DF(XJ a" 1 v > 
n t n 

soit c £ g(v) = X n ( x(t)+ a" 1 v ) | ¥(an0s-X(t) ,v)) y n ( x(t) + a" 1 v, dz) 

E < K - /s B u S<V n)du)=E(K. I l C l g(V n)du) + E(K. f i (B n -C n) g(V n) du) 
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il suffit de montrer que : 

''lim Sup Sup | | [(B^ - c") g ] (v) - B* 0 g(v) | | = O 
n tt[o,T] v 

5.2.7. < 

lim E (Sup ||c" g(V*>||) = 0 

n t€[o,TJ 
S 

rappelons que 

B X Og(v) = j (D2g(v), H(Xt)) +< Dg(v), A(Xt)v + B(Xt> > 

alors 

5.2.8. [(B£ - c " ) g] (v) - B* 0 g(v) 

= \ (p2g(v) , a n G n (x(t) + a"1 v) a* - H(Xt)) 

+ < Dg(v), a [ F (k(t) + a"1 v) - F(x(t) + a_1v)l - B(Xj > 
n u n N n *

 x n ' J t 

+ < Dg(v), a [ F (x(t) + a"1 v) - F(XJ - DF(Xj a"1 v 1 > 
n ** n n ' t t n J 

+ < Dg(v),[a DF (X.) a"1 - A(X ) 1 v > 
n t n t J 

Pour toute la suite C désignera un compact convenable. On a alors : 

5-2.9. Sup Sup || |Dg(v) | | | | et [F &(t)+a"1v)-F(x(t)+a"1 <vj)]-B(X ) | |1 
t€ [0,Tj v L n n \ n > n t J 

S l l D g l ^ Sup | |a n[F n(x) - F(x)] - B(x) | | 
x€C 

+ | |Dg| \ m Sup Sup | |B(x(t) + a"1 v) - B(X. ) | | 
t€[o,Tj v€.Suppg n r 

B étant continue est uniformément continue sur tout compact, le terme 

majorant tend vers zéro. 

5-2.10. Sup Sup | |Dg(v) | |. | |a [F & (t)+ a^v) -F (Xj -DF(Xja _ 1 v] I I 
te[0,T] v il il n L v n / t t n J" 

£ | |Dg| | w Sup Sup | |a [F (x+ a _ 1v) - F(x) - DF(x) a"1 v] | | 
x e C v 6 Suppq n n n 
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et le terme majorant tend vers zéro car DF est continue. 

5.2.11. Sup Sup | |Dg(v) | | | |ot DF (X ) a"1 - A(X ) | | . | |v| | 
té L ° ' T J v 

<c ||Dg||M Sup ||v|| Sup | | a DF(x) a"1 - A(x) | | 
v € Suppg x 

et le terme majorant tend vers zéro par hypothèse. 

5.2.12. Sup Sup I |D2g(v) I I l ia. G (k(t)+ a _ 1v) a * -H(k(t) + a"1 ^1 I 
~ t€[0,T] v n n n / n \ n 

* ||D2g|| Sup | |oi G(x)a* - H(x) | | 
I l I I ao I i n n n I I 

X£C 

mais lim Sup I la G (x) a - H(x)II = O. 1' n n n 1 1 

n x€C 

5.2.13. Sup Sup | |D2g(v) | | . | |H(x(t) + a^v) - H(x(tî)| | 
t€[0,T] v n 

2 —1 
$ | |D g| | w Sup Sup ||H(X+ a v) - H(x) | | 

x£C v£ Suppg 

H étant uniformément continue sur tout compact 

lim Sup Sup | |H(X + a *v) - H(x) | | = 0 
n x€C v € Suppg 

il en résulte que : 

9 1 • 

5.2.14. lim Sup Sup I |D g(v) I I lia G (X + a" v) a - H(Xj|| = O 

n te[0,T] v « " ' n n t n n t " 

De 5.2.9. à 5.2.14 , on déduit : 

lim Sup Sup I [<B° - C n) g(v) - B*o g(v)] = 0 . 
n tfc[0,T] v I r Z r I 

Il reste à vérifier que : 

lim E (sup |cn g(vn) | ) = O 
n té[0,T] t t / 

or, la fonction ¥(u,v) appartient à C° ( md x md) 
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et f Sup — = M < + « 

I u,v€ Suppg | |u - v| | 

1 | Y(u,v) | 
lim - — = O 

l||u-v|| - O | | u - v|| 2 

alors 

5.2.15. |c^g(v) |^X n (x(t)+a^ 1v)||f (an(z-X(t)),v)|yn<X(t)+a^1v, dz) 

S X n(x(t)+a^ 1v)||Y(a n(z-X(t)),v)|y n(x(t)+a^ 1v, dz) 

||a n(z-X(t))-v |Ue n 

+ X n ( i(t)+a n

1v)||y(a n(z -X(t)),v^|y n^(t)+a^ 1v f dz) 

||a n(z-X(t))-v||>e n 

On a donc pour tout e et n ^ N 
e 

I cJg(vi<eA n (x(t)+ a ^ v ) || |an(z-X(t))-v | | 2u n<X(t)+ a^v, dz) 

+ M X n (x(t) + a^ 1v) || |an(z-X(t))-v| | 2

p

n^CCt)+ a^v, dz) 

||a n(z-x(t))-v|| > e n 

d'où 

I C^g(v) | * e | |a n G n ( x(t) -ha" 1 v) a * | | 

+ M 3 (x(t) + a" 1 y) 

+ " f e T ] B n C X ( t ) + ° n l v t > ) 

dès que n £ N 

Compte-tenu du fait que x n = X(t) + a" 1 y n 

t n t 

II - 38 

on a : 

5 - 2 - 1 6 - E C? uPjl an Gn( X ( t ) + "n ^ K " ) 
t€LO,TJ 

= E (sup a G (x n) a*) $ K 
t è & . T ] n n fc n / 

E (sup 3 n(X(t) + a^
1 v£)> = E /Sun 3 n(x u))< - J -

tC[0,Tj n t tÊ[p,Tj u n 

d'où lim E /sup |cn
 q(V*) |) = O 

n t6 | p / r ] 

ce qui achève la démonstration de 5.2.7. et du théorème 5. 

Remarquons que l'équation (5) possède une solution forte unique 

en trajectoire sur l'espace canonique. On peut donc énoncer le corollaire : 

Corollaire 5.1. 

La suite de processus de Markov (V?) n 6 ^ converge en loi vers 

la diffusion V* 0 unique solution pour ^ C , (C.) , P, (3-)) de l'équation : 

V t = V ' o ( H ( X ( s ' X o ^ 1 / 2 d 3 s + 'o [ A (x(s,x o))V s +B (x(s,x o))] ds 

et 

1/2 

V*o = exp $ (t,x Q) L V /Q CEXP " * ( s ' x

o 0 [H(x<s,xo)2 d 3 g 

+ J o exp - *(S,Xq) B ( x(s,x Q))ds] 

où * (t,x ) = J A(X(S,X )) ds. 

o *o x o * 

Corollaire 5.3. 

Dans le cas particulier où a = a I avec a €. IR et où F 

n n n 
est une fonction lipschitzienne telle que : 

lim Sup||a (F n(x) - F(xj)| | = O 
n x 
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la suite (Qn) ^ converge vers la loi QX° unique solution du problème 

des martingales (B*0 (o,v )) où 
t o 

B t ° = T fa2?" H(x(t,xQî) + < Dg. , DF(X(t,XQ). > 

Remarque 1 : Ceci est le résultat démontré par Kurtz [9 ] . 

Remarque 2 : Dans le cas où n'est pas inversible, on peut encore démontrer 

le résultat en supposant : 

lim Sup M q M I K D F ( x ) " A ( x ) a J I = 0 

n x e C I I n i I 

pour tout compact C et | |DF (x) | | £ ^ (l + | |x| |) . 

I I - 4 0 

VI - APPENDICE ; MAJORATIONS 

6.1. Lemme de majoration pour un processus de Markov de saut pur 

6.1.1. Hypothèses 

(x ) 1 - -r est un processus de Markov de saut pur défini sur 
t t Ç L ° ' T J d 

un espace ( Çl,Gt, P) à valeurs dans un ouvert E de (R dont le générateur 
2 d 

infinitésimal A s'écrit pour toute fonction ^ de ( IR ) 

A<f> <x> = | C * ( z ) ~ * ( x ) ] v ( x ' d z ) 

on suppose que 

| | |y - x| | v(x,dz) < + «. 

|| |y - x| | 2 v(x,dz) < + 00 

on définit les fonctions F et G par : 

F(x) = / (z-x) v(x,dz) 

G(x) = / (z-x) ® 2 v(x,dz) 

alors zfc = x^ - x Q -
 F^ x

s^ ̂
s e s t 1 1 1 1 6 nartingale de carré intégrable 

(Dynkin [3] ) . 

Lemme 6.1.1. 

Soit (x^) t g, |Q TQ
 1X11 t e l P r o c e s s u s d e Markov vérifiant de plus : 

et K 2 : ||F(X)||$ K l(l +||X||) , | |G(X) | |* < 2 (1 + ||x||
2) 

alors pour chaque t il existe deux constantes K^(t) et K4(t) positives 

telles que : 

o 2 K 3 o 

E(SU P ||xs||
2; * e C v t ) ] 

s s t 

De plus Sup K (t) < + » et Sup K*(t) < + 0 0 

t € [0,T] J t 6 [O,T] 
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Démonstration 

ll * t N*| |« t IM|x o|| + Si l|F(x s ) | | d 8 S | | z t | | + ||x o|| + K j Si U + I | x s l | > d s 

d'où f 

E(Sup ||xs||
2) .< 4 E(Sup ||* ||^ . E(||xo||

2> 
s £ t [ s S t 

+ 2 t< 2 fl f"l + ECSup ||Xu||
2)1 dsl 

L U $ S J J 

mais E(||zt||
2) <: j£ E ( Sup ||G(X)||) ds 

u £ s u 

* K t + K 2 £ E(Sup ||xu!|
2) ds 

U £ s 

E(sup||xs||
2)* 4 L t +E(||x o | |

2 ) + 2K 2 t + ( K + 2t<2)r E<Sup | |X | | 2; ds | 
s £ t ^ u £ s J 
en conséquence (inégalité de Gronvald) 

9 f 9 9 l 4 ( K 9 + 2 t K ? ) t 

E(supJ|x si|
2) * 4 J(K2t + 2<

2t) + E||xo||
2)J e 2 1 

soit K3(t) = 2 (K2 + 2tK2 ) t 

et K2(t) = 4 (<2t + 2 K

2t + E ( | | x o | | 2 ) ) 

ce qui achève la démonstration du lemme. 

Corollaire_6^1.1. 

9 , o 2K_(tK 
E (Sup ||zs||

2) * K2t (l + [K4(t)]
 2 e 3 ) 

s < t 
K (t) 

E (Sup J|F(xs)||) .< Kj (l + K4(t) e ) 
s < t 

2 2K->(t) 
E (Suo | |G(x ) | |) * K2 (l + JC (t)] e ) 

s £ t 
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si de plus : | |G(x) | | *K 2<1 +| |x||) 

2 2K (t) 

alors : E ( Sup ||G(XS)||
2) * 2 .c2 (l + |K4 (t) | e 3 ) 

s $ t 

Lemme_6.1^2^ 

On suppose que J | |G(X) | | * <2 (l +1 |x| | 2) 

J |||Z-X||
4
 V<X , d Z ) « K 5 ( l +IHI4) 

alors il existe deux constantes Kg et K g telles que pour tout t € [O,T] 

E(||G(xt)||
2; « 2 «c2 (l . e ^ ) 

Démonstration 

l| G(x)||
2 * 2 K

2 (i +ilx||
4; 

il suffit donc de majorer E(| |xt| 

or EdlxJI 4) -fl E £j(||z||4
 - | | x j | 4 ; u(xu, d z ) ] du + E (| |XQ | ̂  

co»ne ||z|| 4 -||x||4 = 4||xl|2 < x,z-x > +| |x| | 2| |z-x| | 2

+ 2<<x,z-x>> 2 

+ 4 <x,z-x> ||z-x||2 +||z-x||4 

On a 

E(||xt||
4) = 4 Si E|J|XU||

2 <XU, /(z-xu) v(xu,dz) > Jdu 

+ / o E [l|xttH
2/||z-xu||

2 v(x u,dz)]du 

+ 2 £ E [ ( x u ® x u ' /«•"*«> v < V * > ) ] d u 

+ 4 £ E [ < x u ' /̂ "V llz-x

u'|
2 v (x

u'
dz)> |du 

+ Si E[/ll z- x

ul!
4 v <xu, dz) J du. + E (||xo||

4) 
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d'où 

E t l l x j l 4 ) * 4 j fi E ( | | X U | |
3 <J(1 +||X u||) du 

+ J 0 E ( | | x u | | 2 K 2(1 + | | x u | | 2 ) du 

+ / ^ ( l l x U | | K 2

/ 2 a + | | x u l l 2 ) 1 / 2 |̂ ||V/2*. 

+ £ E ( < 5 (1 + | | x j | 4 ) d u j + E ( H x J I 4 ) 

Compte-tenu du fait que : 

B. ( I l x j l 3 ) s [ E ( | | X U | |
2 ) E (||X U | | 4 ) ] 1 / 2 * i [ E ( | | X U | |

2

) + E (||X U||
4)] 

et que (l • ! | * J 1 ^ . (l. + I l * J I*) * 4 (l -H | | X| 1 3 ^ > 2 

Il existe K' = 2 (K^ + <2 + iĉîv ; 

» ( l I x J |4> * K- Si [ E (I | * J I 2 ) + E(| | x j | 4 ) + 1 ] du + E (| | x j | 4 ; 

/ M , ,2v 2 2K, (T) 
mais d'après le lemme 6.1.1- E(| | x u | |) S K 4 ( T) e

 6 

d'où E f l l x J I 4 ) .< [K' T(I + K
2
 (T) e 2 K 3 ( T ) ) + E ( | | x o | | 4 ) ] e K ' T 

il en résulte que E (| |x f c||
4) £ Kg e K 9 

f , 2 2K 3(T) N 

Kg = K' T Q + K 4 (T) e ) 

K g = K' T. 

et E ( | | G ( x t ) | |
2 ) * 2 K2

2 (l + Kg e * 9 ) 

Lemm^ô^ 1 ̂ 3. 

Soient e > O, 6> O, O < e ' < 1 , a matrice d x d inversible 

alors : ^ 
P<Sup ||«(. t-z s)||>^ 4 Îl-H 3 S U P ««„>>' ̂ f e ^ l ̂ 1 / 2 

|t-s|£ô $(—) L u£T u<:T l J 
+ e' 2||a|| 2Sup E(3'(x )) + Sup E (g , (x )) 1 

u£T
 U

 u£T
 a , € U J 
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où 3^(x) = | ||a(z-x)||2 v(x,dz) 

Ba,e' ( x ) = j l l a ( z " x ) | l 2 ( x , d z ) 

| |a(z-x) J | >e ' 

Démons trati on 

a z f c étant une martingale 

P (Sup ||a(z -z )| | > e ) <: — l — E(*(||a(z - z ) | |)) 

pour toute fonction convexe $ . 

D'autre part, pour toute subdivision (tj.^ _ ̂  telle que 

ô < t. . - t. s< 2 fi i = 2, ... n-1, t = T , t = O 
î+i i n 1 

on a 
n-1 

P (sup ||a(z -z )| | > e) $ Z P ( Sup | | ot (z -z. )|| > e/3 } 
|t-sl<6 7 i-l t.St ̂ t. + 1 * fci 7 

Il suffit donc d'étudier 

P ( Sup | |a(z.-z ) | | > A 

soit $ (u) = J u 4 si O £ u £ 1 

l4u - 3 si u > 1 

2 
on a toujours $(u) £ 2 u 

P ( Sup ||a(z -z ) | | > à £ 

- i — J^duE [(jl|a(a,-xu)||
2
 v ( x u , d u , > . ! C s u p , , a ( _ , | , > y *1 

1 u t^s^t 2 i ' J 
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Etudions I 2 

1*1 |a(u>- x ) I I v(x fddi) = + 
>i u 1 1 u J J 

\\OL {u- xj\\<e* | lot (a)-xu)||>e' 

et pour 0 < e ' < 1 

| $||a(a)-x u)||vCx u,da)) .< f |\a(u-xj | | 4 v (xu,da>) *e ?J | |a(u>-x u) | |2v(xu,da>) 

| |<*(OJ-X )̂ | |<e• | |o(a»-x u) | |<e ' 

= e ' 2 3 ' ( x ) 
a u 

J $| | a (a ) -x u ) | |v(xufduj> .< 2 J | | a (a ) -x u ) | | 2 v (x^cko) = 2 3 ^ , ( x ^ 

| lado-x^l |>t' | | a ( w - x u ) | |>e' 

d'où 

^ 2 

I 2 * —
l — f e ' 2 E(e;(xu)) + 2 E(3 (x u ) ) ] du 

^ 2 ( t 2 ^ t l ) j - e , 2 S u p E ( 3 . ( x ) ) + S u p E ( 3 a (x )) ] 

$(-|-) u <: T u S T ' 

<̂ V [ e ' 2 | | a | | 2 Sup E<fcj (X )) + Sup E(B (X ) ) ] 
$(-|-) u * T U £ T ^ 

Pour Ij 

E j | | a ( U - x u ) | | 2 v(xu,drt- S u p || a ( z t )|| > f ) 

U t p < S £ t 2 1 

* | E <[>; <xu>]
 2)J j p ^ S u p ^ | | « ( V z ^ ) ! ! > f ) | 

4 2 (*~2 
mais P (âup l l a ( z

s - z

t >l I > 2 ) * ~2~ ' l 0 1' ' E ( 3 Î ( x

u 0 d u 

t ^ s* t 2 1 e
 St1 
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d'où 

1 / 2 r t i 1 / 2 

3 ^ 9 1 / 2 3 / 2 

! < — J _ * ||«|| Sup E ( 3 i (x)). Sup (E(Bi(x) 2) (t2-t ) 

1 * (f) u * T u * T 

on en déduit que 

P (Sup | | a (z - z ) | | > e ) 

V ^ V l 
* ( V t l ) 3 / 2 — T " 5" 1 iŒ I i 3 S u * E(^(x u))(sup E < ^ ( x ) ) 2 ) 

• (|) u $ T u £ T 
+ " V " « M 2 S u P E^'(x)) +Sup E Ê (x))1 

* L u * T 1 U u * T a e J 
d'où 

2T ^ / 2 
P (Sup | | a ( z - z )||> E) * 6 1 / 2 — ||a||3 Sup E<p'(x ))sup (E fe ' (x )) 2 ) 

\t-s\<& Z 3 ' e*(f* u * T x u * T N 

+ — T "
 e , 2 | i a H 2 S U P E ( f e i (x)) +SupE 6 , < x >) 

Corollaire 

i) quand | |G(x) | | $ * 2 (1 +||x||) la majoration devient : 

P fe l | a ( 2 t " Z s , , l > ^ < ^|" B 1 / 2 | | a 1 1 3 2 K 2 0 + ̂ 4 
+ e -

2 ||a|| 2 K 2 (l + K 4 e
K 3 ; 

+ u S u P T E ( 6 a e . (x u))-] 
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i i ) quand ||G(X)||* K 2(l + HxH*^ 

et | | |w - x| | 4 v(x,d ) ̂  < 5 (l + | |x | | 4 ^ 

la majoration devient : 

. f" 1/2 3 0 v v 1/2 
P (Sup | | a ( z t - z s ) | | > e).< - 3 - f | | a | | 2 < 2 (l« e K3) ( l + V ^ 
|t-s|$ 6 $ (j) L 

+ e-
2||a|| 2

K 2(l + K 2 e 2 K 3 ) 

U S T J 

Lemme_6JLK 4^ 

lim E(sup ! la G (x") a* - H ( x n ) I I ) = O N ' 1 n n u n u 1 1 / 
n u £ T 

lim E(sup I | H (x 1 1 ) - H(X(U,X j)| M = O 
n u £ T u ° / 

Démonstration 

Soit * (u) = I lot G ( x n ) o* - H ( x n ) | | 
n 1 1 n n u n u 1 1 

soit A^ - {« s Sup | |x* - x(u,x ) | | * e } 
u £ T ° 

sur A* , on a Sup | [ x n | | 1 + Sup | |x(u,x ) | | = K 
u £ T u £ T ° 

d'où 

E (sup^ * n(u)) ̂  S u ^ ^ H a n G n(x) a* - H(x) | | 

+ Sup | |a G ( x n ) a* - H ( x n ) I I dP 
u < t ' ' n n u n u M 

«y 
"n4uKl|ot"G"Cx)

 < - H ( x ) n 

+ ( Sup | |a G N <x||>a*| | + Sup | |H(X") | |)dP 
j , u £ t u S t ' 
(A ) c 

n 
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et d'après 3.4.1. , 3.4.2. 

E (Sup M a G (xn) a * ! ! 2 ) < + «> f ^ 1 1 n n u n * 1 

< u £ t 

E (Sup | | H(x") ||2) < + «> 
- u £ t 

d'où 

E (Sup i> (u)) * Sup | | a G (x) a* - H(x) | | 
u * t n | |x| |£ K n n n 

1/2 
• K' (P(An

C)) 

mais f E(sup | |X* - X(U,XQ) | |) = N - 1 ( N ( Ô * + aT)) 
U < T 

E(sup ||X^-X(U,Xo)||
2) « e a T 

u ^ T 

d'où lim E(sup ^ n^
u^) = ° 

n u £ T 

de même, en posant ^n^ U^ ~ N H ^ X ^ ~
 H^u'x

QJl I 

E (sup * (u))$ J Sup ||H(X*) - H(X(U,XO))|| dP 
u $ t n y £ e u £ t U 

n 

+ [ (sup | | H ( x * ) | | + Sup ||H(X(u , x o ) | | ) dP 
tJc\c u £ T u £ T (Ae) 

H étant continue est uniformément continue sur tout compact, donc 

v E ] n £ v t e [ o / r ] , v x : 

I I * - x(t . x Q ) | | « n £ ||H(X) - H(x<t,xo))|| « e 

1 /2 
d'où V e E (sup i|i (u)} * e + K P(( A^ ) C ) 

t n J V n ' » 

il en résulte que lim E ^3up îjj (u)^ = O 
n u ^ t 
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V I I - EXEMPLE 

On suppose que x est un processus de branchement à 2 types de 

particules dont les transitions sont du type : 

(xx, x2)«* ^(x1 + k t- 1, x 2+ k 2) k 2 * 0,1 < k t < R t 

(x1# x 2) ^(xt + k 1 # x 2+ k 2- 1) k x * 0,1 < k 2 < K 2 

(kt, k 2) ï C . 

On suppose que F(x) = (Xj x^+ x^) F Q 

G(x) = (Xj XJ+ X 2 X 2 ) G Q 

Dans cet exemple, l'extinction n'est pas possible et même, la population 

croît P.p.s. 

soit alors x R = — X l On a F (x) = — F (nx) = F (x) 
t n t n n 

G (x) = G(nx) = ^ G(x) 
n 2 n 

n 

soit a = I a G (x) a* = G(x) 
n n n n 

8 (x) = O en prenant e = — K (k2 = 2 (K2 + K 2 A 
n n /— o N o 1 z y 

/n 

Dans ce cas F et G sont lipschitziennes et 

X » F X F 

X(t,x ) = e A t x avec A = 1 # °1 2 " °1 = F © X 
o o o v 

X,' F X • F 

L 1
 °2 2 ' °2 J 

soient = ^ (x£ - £ - Il Fn(x^) ds) ; x^ = (a.b) 

= -i- & - x" - f F(xs) ds) 
. /— x t o •'o • 
t /n 

= (*t - - fi < X, xg> F Q ds);x£ = (na, nb) 
/n 
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W*1 et wn. ont même loi ; et par. application du théorème 4, on en déduit 

que W n. converge en lois vers W. tel que 

"t " /o C< X. e A S ( * , > " 2 d 6 s 

Par application du deuxième théorème et en définissant 

= -*T (x,- e A t( * >) , x^ = (na, nb, 
/n 

on voit que v n a même loi que V\ et converge donc en loi vers le processus 

de diffusion V. tel que 

v t = >°y/2**s 

+ < X , V > F ds 
'o S O 
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ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE 

I - INTRODUCTION 

Dans cette deuxième partie, on étudie la vitesse de convergence 

des fonctions de répartition des variables aléatoires <6, v£> où 9 est 

élément de IRd, et (V?) est la suite de processus définis dans le 
n C (N 

théorème 5 de la première partie. Plus précisément, on donne une majoration 

de la différence : 

I * (< e# v n > * x) - p(<e, v t > * x ) | 

A. BARBOUR £?J a étudié cette vitesse de convergence dans le cas particu

lier d'un processus de branchement admettant un nombre fini de transition. 

Le plan est le suivant : 

II - Hypothèses et notations p. 52 

III - Etude de la vitesse de convergence p. 55 
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I I - H Y P O T H E S E S E T N O T A T I O N S 

Outre les hypothèses et notations du paragraphe II de la 

première partie, nous introduisons les hypothèses et notations suivantes : 
3 x

t 

On note l'équation : -j^— = F(Xfc) 

2.0. - Définition 

On définit l'application ¥ sur [O,TJ à valeurs dans 

(Rd @ IRd par : 

- A(X )ds 
f (t) » e ° S f (o) 

est continue et Sup | \ ty(t) \ | = M < + 0 0 

t C |p,T] 

De plus f vérifie l'équation 

E 2 : ¥(t) + V(t) A(Xt) = O 

2.1. - Transformation de V. 

Rappelons que V. est solution de l'équation différentielle 

stochastique : 

Vi- = V il [H(X

C>] d 6 + St [A<X.>V. + B<x >] d s 

t o 'o ^ s J s 'o i» s s s J 

on définit le processus R. par : 

R t - ¥(t) V t - il ¥(s) B(Xs) du 

(Rfc) - P Q T-Î est alors une diffusion de générateur 4̂ . tel que, pour toute 

fonction g appartenant à U ( tR ) : 
o 

^ t 9 ( r ) = 1 ( ? 2 9 ( s ) ' *<s> H ^ V 



Démonstration 

soit *(t,x) = *(t) x - V(s) B ( X G ) ds 

on a R t = $(t,V ) d'où, par application de la formule de Ito : 

R - R = *(t,V.) - *(o,V ) 

t o t: o 

• ' o D01 * ( s ' V & ( X s > l 

+ /* D Q 1 *(s.V s) A(Xs) V s ds 

+ il D Q 1 *(s,V s) B(Xs) ds 

+ il D i o • < 8 ' V d s 

= ^1 fis) [H(Xs>]
 1 / 2 d B s 

+ / f c ï ( s ) A(X ) V ds + Jfc ¥ ( s ) B(X ) ds 
' o s s * o s 

- y ( s ) A(X ) V ds - ï ( s ) B(X ) ds * o s s 'o s 

= fi 4-(s) [H(Xs)]
 1 / 2 d 8 s -

2.2. - Corollaire 

La fonction caractéristique de Rfc est : 

• t ( 9 ) = * Q (6) e '
1 / 2 < 6 ® 9 ' £ * ( s ) H ( Xs> ¥ * s ) d s > 

Démonstration 

. , i <0,r> 
On pose g(r) = e 

Par définition du générateur infinitésimal et application à cette fonction g, 

on a : 

âf V e ) = df E ( g ( V - 9<V) = E <* t

g (v> 

E3 : dt *t ( e ) = " 2 V 6 ) x 6 ' H(Xt) f i t ) ) 

il en résulte que 

(• / o x . -i/2 ( e g o , / * v(s) H ( X ) y(t) ds) 

<J> (9) = <J> (8) e V ^ Jo s 
t 
$ (6) = e

1 < 8 , R o > où R Q = ¥(o) V Q 

pour toute la suite, on suppose que ¥(o) = Id et on définit a (s) par : 

a 2 (s) * T(s) H(X ) ¥*(s) 
s 

et E2(t) par Z2(t) = a2(s) ds 

2.3. - Transformation de V? 

On définit R£ par : 

R£ - <Mt,V N) - <F(t) v£ - Y (s) B(Xs) ds 

est un processus de Markov. On détermine aisément son générateur 
t t * \p,Tj n 

infinitésimal 5fc en écrivant : 

R N = <F(t) a ( x n - X ( t , x ) ) - J*' ¥(s> B(X ) ds 
t n>t o S Jo s 

soi t r (x , t ) = f ( t ) a (x - X ( t , x )> - (t f (s) B(s) ds 
n v n v o + ;o 

alors ̂  g( r) =
 x

n ( r n < r , t ) > J g ^ C z . t ) ) - g(r) yn(Vn(r,t), dz) 

- <D g(r), Y(t) [A(X t) Y'(r,t) + a n

F ( x

t ) + B < V 1 > 

où y (r,t) = a"1 f"1<t) (r+<F(s) B(X ) ds) + X(t,x ) ) 
n n N ' o s o / 
Y'(r,t) = Ï^Ct) (r + £ *(s) B(Xg) ds^ 

on en déduit que : 

a n T r , f /iO^r <z , t )> i<6,Rn> 1 

? K - E W R t •*» J ( e n - - • * > 
r i < 6 ' ^ n 1 

- i.E < 9 e , <P(t) A(XJ V + y(t)a F(Xj + f(t)B(X) > 
t t n t t | 

a r , f « f ^ i < ô ' ¥ ( t > a
 < z - > Ô > „ i<6,R?>| 

4 I F n i < 9 ' R M 
- i E <6,m)A(X. )v.+ f(t)a F(Xj*-¥(t)B(Xj> e 

t t n t t 
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III - ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE 

Dans ce paragraphe, nous allons comparer <J>̂ (9) et <f>t(8) 

et en déduire une majoration pour la différence des fonctions de répartition 

de R^ et Rfc. 

Nous commençons par donner une majoration de|$^ (6) - ^ ( 9 ) 1 

dans le cas où p n(x,x+r ) = v n ( D pour tout élément x de fRd ; ensuite nous 

donnerons une majoration moins précise mais valable dans un cadre plus 

général. 

Proposition 3 « 1. 

Hypothèses 

- On se place sous les mânes hypothèses que pour le théorème 5 de la 

1ère partie 

2 

- On suppose, de plus, qu'il existe une constante OQ strictement positive 

telle que : 

< o2 (t) x,x > * a 2 < x,x > V téj [O,T] V x 6 R d 

- On suppose également qu'il existe pour tout n une probabilité v11 

telle que yn(x,x+D = v n ( r ) V T6 B ( IRd) 

alors il existe une constante K et N tels que 

a 2 

V n * N Q et I h l k ^ 

|*. (8) - (6)| S 4 -- 1 - e 

I l e l l V L 1 

' I M I 2 , f I - i/4 ( e ® e , z 2 ( t ) ) 

L n -

où d n (6) = | | 9 | | M ( d ^ + d n ) + | | e | | 2 M 2 (d^ + dS + c î ) + | | e | | 3 M 3 C 2 e n 
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d" = Sup E(| |a [F (x") - F(x") ] - B(x"i | | ) + Sup (\ | B ( X V B(X. ) | |) 
1 te(p,T] n t t t y t 4[ 0,T]

 C t 

d" = | |o n| | Su^ ^ | E ( | I F(x£) - P(X T) - D F ( X F C ) (x™ - X F C) | | 

+ || a N D F ( X T ) a"
1- A(Xt) | | E(||x* - X t||)J 

té[p,T] 

£' - Sup E(|| H(X") - H(x )||) 
4 t«[p,T] Z 

< - . j i " ' v - » . . w » 

t C [p,Tj 
f = E(| |a (xn - x ) - V J f) 
n V 1 n o o o 1 y 

C = Sup ||x|| 
t«[p,Tj 

M - Sup ||*<t)|| M - Sup ||H<X )|| + 1 
tfc[p,Tj tfc[o,Tj m 

N est tel que V n S N 
o H o 

• / E Ja"G^ a» "H(Xt) 1 1 * 1 et * * °° 
n 

X 3 2 2 v 
K * ( M M J V K ^ (C + 1)J 

Démons trat ion 

On a donc E

3

 : f t * t

 ( 8 ) = ~ i *t ( 6 ) ^ ® 6 ' ^ { t ) ) 

Réécrivons E^ 

^ - • t ( 0 ) Œ C n ( t , 9 ) + X n(X t ) J ••••(&.-f(t)aN(8-X t))wn(Xtrdz) <fr£(6) 

[- i<8 ,R£ > n 

e , < 9, ¥(t) Qi n^ n(x^) - F(x
n)J - B(x£) > I 
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[• i<0,Rn> -j 

e <0, f(t) fin(F(x^)-F(Xt))-A(Xt)an(x^- XT)J 

- y E £e t (e<g) 0, V(t) («nGn(x
n)a^ - H(x"))f?t))-J 

_ i E p - * 6 ' * " ^ © 0, f ( t ) <H(x£) - H(Xt)) f ï t > ) ] 

- 7 *t ( e ) ^ ® e ' ° 2 ( t ) ) 

où <M0,z) = e 1 < Q ' Z > - 1 - i< 0,z> + ^ ( e © 6 # z ® z ) 

Cn(tF8) = E | V < 0 ' R^[* n<*t>| * <?' #<*>«n<
B" x t O ^ ( x t ' » 

" W J * C6' * ( t ) «n(z-Xt))y
n(Xt,dz)J 

= EJV* 8' Rt > [(X n(x
n) - XnCXt))( * (6, ¥(t)a n«) v

n<dz)' 

Enfin écrivons avec des notations évidentes : 

(Dn(t,0) = Cn(t,0) + * D n (t,0) 

3-1 > 
E 4 : 5 t *t ( 6 ) = D Ï l ( t ' e ) + *t ( 6 ) X n ( t ' 9 ) 

où ln(t,0) = - j (6 0 0,a2(t)) + Xn(Xfc) j * (9, i|i(t) otn z) v
n(dz) 

on a alors, en résolvant E' 
4 

/fc I (s,0)ds r . - J 8 I (u,0) du -i 

3.1.1. * n (0) = e ° n [ £ Dn(s,0)e ° n ds + ^ ( 0 ) J 
i<0, \\>(O)OL (xn-X )> 

, n / n v n o o 
et <|)o (0) = e 

Nous allons maintenant majorer D (t,9) 
m. n 

r i<e,R"> -j 
3.1.2. pour (t,0) = i E e * <0, ¥(t) [a (x") - F(xn))-B(x^)1 > 

n ^ *• n ̂  n t t * t «* | 

on a |D*(t,6) | * | 10 J J • M E J |<*n(Fn(x£) - F(x£)) - B(x") | |+| |B(X">- B(X T> | | J 
soit d^ = ^Sup ^ E I |an<&n(x£) - F(x£)) - B(x

n) || + E(| |B(X£)- B(X T> | | ) j 
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3.1.3. Pour D 2 (t,9> = i E e 1 < 0 ' V < 6 ^ ( t ) [ a (F (X"Ï -F (X.)VA (X.) a (x"-X.)1>] n * n > t t ' t n t t ^ 

on a 

|D^t,e)U||eJ|.M.|B^||oV i|V(x^)-P{Xt)-I»(Xt)(x^-Xt)] H 

+ E ^ | | a n D F ( X t ) - A ( X T ) an||.!|x^-Xt|| J 

s I [e| |-M.|[ctn| | { E £ l |FCx̂ > - p(x t)-ur(xt)..(x°-xt)||.j 

+ | |an DF(x t ) c^ 1- A ( x t ) | |E(| |X£ - x t | |)J 

soit 

i = \ KW s " p - | B J l p ( x ? - F ( v - D F ( V ( v - v u ] 

+ l l » n

 D F < V an~ A ( V N - *Q\\- xt H ) ' 

3.1.4. Pour D*(t,6) = - J E e 1 < 9 , Rt^9 © 9.? (t) & n

G

n

( xt ) an" H < Xt )]' 1'* ( t )) 

on a 

|D^t,0 )U<| |e | | 2 . M 2 . ^ Sug T jE(||a nG n(x
n

) o*- H(x
n)||) 

soit d 3 = Sup E(| U G (xn) a * - H(x
n) M") 

n t€[0,T] V l « » t n t M / 

3.1.5. Pour D*( t,0) = - y E e 1 < e ' R t ^ § ® e , ¥ ( t ) (H(X£)- H ( X T ) ] ¥(t)) 

on a 

|D*(t,e)| £ | | e | | 2. M 2 , sup E(||H(X^) - H ( X ) 11) 
t e [o,T] 

8 0 l t dn ; €

S U.P T-j
 E ( l H ( xt' " H ( V I ) 

Enfin 

3.1.6. |c n(t,6)| * E ^ u " ) - X N ( X T ) | | |*(6fV(t)onz) | v
n(dz)J 
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|* (0,z) | |* (6,z) | 

Or Sup r— < 1 et Sup — £ 1 

0 z || Q||
2 ||z|| 2 0 z | | e | | 3 | | z | | 3 

En conséquence 

|c n(t , 6)U M 2 | | 9 | | 2 EpA 0 0 J | | a n z | | 2 vn(dz)1 
I I V l l > e n 

+ M 2| I e 1 I 2 E| \ (XJ J I la z| I 2 v n(dz) l 

+ M 3||6|| 3 e n E [ | X n ( x ^ - X n(X t)| j ||a n z|| 2 v" (dz)1 

< 3K2-4||6||2
 ( f + E (Sup ||xn|| 2)+ Sup ||X H 2 ' ) 

+ M 3||8|| 3 e nE(||a nG n(x^, a--a nG n(X t, a*J\^ 

« M 2 | | e|| 2c^ + M
3 | | e | | 3 e n c

2 

3K 
o ù c l " - r "Csyp , 1 1 * ° - x t " 2 ; + sup i|x n 2) 

" a^ V tt[0,T] C C t«[0,T] C / 

c 2 = <d3 + d 4
 + Sup ||a G (X ) o* - H(XJ | I ") 

n V " n t«[p.Tj n n ' " fc ' 

en conséquence : 

3.1.7. Sup |D (t,8)U||e|| M ^ + d 2 ) +| |e| | 2 M 2 (d 3 + d 4 + C 1 ) 
t€[0.T] n n i / " " ^n n n 

+ ||8||3 e n M
3 c 2 = d N(8) 

soit maintenant 

3.1.8. 4>*(t,0) = <j>N(0) exp (t I (s,0) ds et définissons A (t,0) par : 
n o * o n n 

_ t Jl i(u,0) du 
A (t,0) = * (t,0) - (f>* (t,0) = / D (s,0) e ds 
n n •'on 
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Majoration de A^(t , 9) 

on a I (u,0) = - TrÙfQ-B, o2(u)) + X (X ) *(e, y(u) a z) vn(dz) 
n 2 > W ' n ^ J N n' 

et|X (X ) f $(0, ¥(u) a z) vn(dz) |* M 2 | |e| | 2 Sup | |$ (X. ) | | 
' n u J v n / t€[pfTj n t il 

+ M 3 ||0 ||3 e Sup ||a G (x J a*|| 
n

 m1 n n t n 1 1 

soit M 1 = Sup | |H(X ) | | + 1 alors il existe n tel que pour tout n >, n 
te[p,T] Z o o 

Sup ||a G (X. ) a*| | * M, 
, # r j " n n t n 1 1 1 
t€|0,Tj 

d'autre part 

SUP I|Bb < x t ) | | * ^ ( l + sup | | x t | | 2 ; f

 ( c 2 ; " K 2 

te[o,t] * a^ t€[p,T] r a^ 

d'où |X (X ) <i»(0, (u) a z) v n(dz)| 
n n J n 

« M2|| 6||2 ( d±_L , + M 3 | | e M 3 E N K (HfJli. ejlell 3) 

a z a 7 

n n 

dès que n :> n Q où K = (M 3 MJ V M 2K^C 2+ 1)) 

alors 

l V * . . , | , d nC8, H e " 2 ( 6 Ô 6 ' £ ( t > " E ( S > ) , e * . « t . « » - . ( . . •> | d s 

en écrivant J (t,0) = f À (X ) U (e, f (U) a z) vR(dz) du 
n 'o n u j N n ' 

e t | e *„(t.e) - JnC.e), ^ J Jn<t.6> - Jn(s,0) |̂  e « f l M I 2 ^ + ««I^O Ct-o> 

d , ° ù , , f t -Ke®e,z 2(t)-z 2(s)>(K Ji|li+||0||3 A ( t . s ) 

3.1.9. |A (t,0) *d (0) J e Z ^ ' X a 2 n / ds 
n 1 n 'o n 

Remarquons que (Sp 0 , a 2 (u)) * | | 0 | | 2 a 2 
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d'où en intégrant entre s et t (Ô QQ, S 2 (t) - E 2 (s))*| |0 | | 2 o 2 (t-s) 

d'autre part, on sait que lim — = O 
n a 

n 
K i 2 

soit n^ tel que : Vn £ n i V n

0 ~~2~~ ^ ~~Q~~ °O 
a 
n 

alors - | | 10 | | 2 (t-s) 4: |- ( 0 ® 0 , E 2 (t) - E2(s)) 
a 
n 

2 
a 

et pour||e||< - g 0 - ^ 
n 

| | e | | 3 enK(t-S) <? | | e | | a 2 (t-s) * | - ( e ® e , z2<t) - z2(s)) 

en conséquence, 

r t " 4 C 6® 6' Z 2 ( t ) " S 2 ( s )) 
|A n(t,6)U d n(6) J % ds 

2 
a 

dès que n * nj Vn Q et||e|| ̂  8 e K 
n 

compte-tenu du fait que 

3 t - \ ( e ® e , z 2<t>- E2<sfc - j(8®8,z2(t)-5:2(s)) 

iï" (f J " 4 (9 X 9'° ( s ) ) e 

^ I l e l l V e " 2 " ^ 9 ' ' 2 ^ " 2 ^ 

on a 

d n ( 0 ) • - r C 6® 0» s2(t)) 
| A n ( t ' 6 ) U Î î é p 7 V " 6 ) pour n>. n Q V n i = N 0 

a 2 

et I 16 I I <: ° 
M M - 8e K 

n 

3.1.11. Soit maintenant 

A * (t,6) = <J>*(t,0) - * (6)= exp - ^(e®6 , Z 2 (t)) U n (6) exp J (t,6)-<i> (0)1 
n n t. z x L.0 n ° U 

on a : 

|A^ (t,0)| ̂  exp - J ( 0 ® 0 #Z
2(t)) ĵ |exp Jn(t,0) - l | + | ^ ( 0 ) -<f> Q (e) |J 
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or J 5 n

( e ) - V 0 ) j * E(||a n(x^ x o) - V oî;);|e|h |!e||fn 

et |exp J n(t,0) - l U |j n(t,0)| e | jn ( t' 6 )l 

et d'après ce qui précède 

I exp ,a(t.e> - 1 I ( T ( K . | | 8 | | 2 V l N l V ) e K 6 ® e . ^ ( t ) ) 

n 2 
a o 

dès que n £ n

0

V n j e t P0^ 6 t e l <I u e 11 9 11 £ sê~K 
n 

d'où 

3-1.12.- K(t,0)Uexp 4 ^ ^ ^ J i i ! i + | | e | | 3 e n K ) + Mof! f n ) 

n 
2 
o 

dès que n £ n Vn. = N et pour 0 tel que : I 101 I £ - — — 

O l O I I I I g £ Yi 
n 

de 3.1.8. à 3.1.12. on déduit qu'il existe un rang N q tel que pour tout n £ N Q 

1^(6) - <J>t(6)| * |An(t,0) | +|A n(t,0) | 

4 d n ( 9 ) / "4 C 6 ® 9 ' l 2 { t ) ) \ 

, [,T.K, ( I W L ' . I I . I P ^ . , , , , , ^ » - ^ 

°o 
dès que M e l l ^ ô r ^ K 

n 

La proposition suivante se trouve dans le livre de Chung [5] ; 

elle permet de déduire dans le cas unidimensionnel une majoration de la diffé

rence des fonctions de répartitions lorsqu'on connaît une majoration de la 

différence des fonctions caractéristiques. 
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3.2. - Proposition 

Hypothèses f F et G sont deux fonctions de répartitions de V . A . réelles 
dG (x) 

telles que — — — est bornée par C 

r+oo 

j !F(x) - G(x) | dx < + » 

r+°° i S x (8) r+°° i 9 x 
Notations f(6) = j e dF(x) ; g = f e dG(x) 

J — 00 J —00 

A = Sup |F(x) - G(x)| 
X 

alors A * -± [° l f ( 9 ) ' ? ( 9 ) l d9 3 v 9 £ R 

H-oo 

remarquons que l'hypothèse | F (x) - G (x) | dx < + 0 0 est satisfaite 

dès que les moments d'ordre 2 existent 

3.3. - Définition 

Pour chaque t€ [O,TJ et chaque t (Rd on définit 

<,i " <l'
 R " > e t

 \.t = <l- V 

soient c(>" ̂  et lfl

t £ leurs fonctions caractéristiques respectives. 

3.4. - Propriété 

3.4.1. R f c^ suit une loi iJP(< £,RQ> , /, Z 2 

3.4.2. r+t/£<e) = <|>t(6£) = e
 c ^(6) 

[ -t,.e(9) = ̂ t ' 9 ^ 

+ ! T K ( £ _ i ^ + i ! t | , 3 | 9 i 3 e > | U ! j i e j ^ . - T f r © * ^ ^ ) 
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3.5. - Proposition 

Hypothèses 

On suppose qu'il existe deux polynômes p n et q1 

tels que ^ ^ 

P

n(0) = z P

n M e l l 1 , qn(6) = z q ^ l e l l 1 

i=l 1 i=l 

et qu'il existe N et y 1 1 tels que lim y n = O 
n 

et tels que . 

, 4p"(e) / " T C9®9' 1 ( t 0 
U " (8)- »T(8)U ^ V ( i " e 

* l|e||V 
- i ( e © e , E 2(t))"\ 

+ TK qN(6) e / 
a 2 

pour n >N et I I 0 I I £ 
L ° 8K T

N 

alors 

Sup|p(<£,v£> * x) - P^£ , V t> * x ) | * 
x 2 

8 T n r ° l t
 1 2tx , -7 1 n 2_ , n , ^ , n J 

"^T" [̂ Pl L ~ V + 2 1 J + 2 P 2 C J l t + P 2 1 O g 0 + P3GJ 

' L = 7 — ^ a 2 t + < ï 3

 ( 0

2 t > 3 / 2 i r o t o o o 

02 
+ 2 4 . — 1 pour n £N , 0 < 0 £ — - — Q

2 - S u p II a 2 (s) | | 2 

o 

Démonstration 

Soit ir^£(x) = P (<£ ,v£> * x ) 

irt ^(x) = P (<£ ,Vfc> * x ) 

alors 

*t,£ ( x ) - ir £ 0 = P ^ f * ' 1 ^ + So ¥ ( s ) B ( X

S

) dS^ >^ X) 

- + /Q * <S) B(X s) ds) x) 
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d'où 

3.5.1. Sup ;TT£ ̂ X) - 7TFC^x) i < Sup P ( f , R*> £ x ) - P ^ ^ ^ V ^ *) 
X ' X 

on va d'abord, en utilisant la proposition 3.2. donner une majoration de 

|P< l , R£> * x ) - p(< l , R N > £ x) | pour = 1 

on a vu que R ^ suit une loi t R Q

> £ 

en notant 7 T

t £
s a fonction de répartition, on a : 

- _ , "(1/2, ' ^ ' V / 

3 X a / I T Ù M ^ Î T T 2 ) v fc 

et Sup -- 7 . » (x) = 1 = C p 

x 3 X a ^ 7 i r ^ I 7 7 t ) 

soit fi"f£= Sup j 7 ^ (x) - 7 f c ^ (x) | 

par suite des hypothèses, on a |*t,£ ( 6 ) ~ *t £(9)l = l*t ( 9' t ) ~ *t ( 9 £ ) l 

d'où 

_ 4 p n ( 6 £ ) - 0 / 4 ) e 2 f t © t , z 2 ( « X 

|t" , O) " ̂ .,(.61 | * -5 y y (l - e S <) 

- | e 2 ( £ © £ . E2tt)) 

+ q (6£) TK e N ' 

et par application de la proposition 3.2. 

n 2 :Z
 l+t / ( 9 ) ' +t / ( 9 ) I 4 9 

~ t , ? " Jo — — + ~7T °u 

, — - — 3—j f 9 e Î M I A - e "
 1 / 4 ° 2 f c $ * ' = 2<*>)\ d e 

»l ! * ï °o jo 8 3 V ' 

t /o n e u 
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or P « V ) = P

n | 6 | , \\t\\*9l e 2 | | £ | | 2

 + p^ | e | 3 | | £ | | 3 

- P? |e| + p" i 2 * p " |el3 

= q? |e| • q ^ e 2 + q£ | e | 3 

•> o e 

f1 1 /n n 2 n 3» A 'Q/Q^QQl. £2<t))> 

* p î 2
 £ 2 ( t 0 C1 + i s 2 ( t ) ) ) 

+ P" 2 <L®1> 5 2 < « )
 + P" + P" C1

 " e 1 ) + p 2
 1 0 9 9 + P" C0" 0 

+ 2 p 2 S u p l|î:2(t) 1 1 + P

n loge + P

n 0 

et qn(8^) f e 2 f c f * . E2(t)) 4 0 

0 

* f « + 6 • q" e^e « " O e ^ © * ™ ) d e 

' ' O 

< q n . \ + n 2 + n 2 & 

1 (l® l, ̂ ( t ) ) 1 / 2 2 z2(t)) ^ (£©£,E 2(t)) 3/ 2 

c;iy|a-fnu du fai^ que 

(IQI. £2<t>) * a 2 t ||£||2 = o 2

 t 

on a la majoration suivante : 
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+ p » l o g e ] - V 
J ir o 

o 

. [~n . n 2 , n 2 v̂ T 1 2TK 
+ K 7 = 5 = ~ ^ " X ^ , 2„.3/2 

O 

o 2 

pour n * N et 9 $ — - — et a 2 = Sup I l a (s) I I 2 

8 K Y n 1 S€[0.T] 

si maintenant | |£| | ̂  1 et t ï O 

I I * I I 

pour £ = O l'inégalité est trivialement vérifiée j en conséquence : 

3.5.4. 

î ! t 6"u * + ^ ( 1 + 2 ° 2 t ) ) + 2 p" °2t + P 2 1 0 9 e + p " 9 ] 

. 2TK n -r7 . n 2 ^ n 2 a 24 1 

dès que n £ N et G £ ° 
8K Y

n 

On en déduit que 

Sup Sup | TT" . (x) - ir 9 (x) | * Sup,, ô n , 

et la proposition est démontrée. 
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Nous allons maintenant appliquer les résultats précédents dans 

le cadre du théorème 5 de la première partie. 

Plus précisément, nous allons démontrer le résultat suivant : 

3.6. - Corollaire 

Hypothèses 

Soit ( x") nf m une suite de processus satisfaisant aux hypo

thèses du paragraphe II et du théorème 5 de la première partie. 

- On suppose de plus que : 

i) pour tout n, il existe une probabilité v " telle que 

u n<x,x+n « v n ( D v x c md 

il) B,DF et H sont localement lipschitziennes 

iii) a 2(t) » >̂(t) H(X(t))/(t) est strictement elliptique (c.a.d. : il 

existe o 2 > O tel que < a 2(t) x, x > * o 2 <x,x> V € md V t € [OT] ) 

iv) il existe une constante 3C telle que : 

s€[o,T] ||(xn|| 

alors 

Sup Sup |P(<^,V^> * x ) - V ( < 1 , V > * x)| 
£C(R z£IR 

r ~2- 2 2 2 n n 

< 8

 r-
nr 1 /i.

 1
 , 1 n 2 ^ n

 1
 0 . qo P3 

w ao L n J 

. ? TK [" j£ /iT 2 2 /i" 
TT TK H 2 — 2 2 . . 2^3/2 * Si 

L / a

0 t a a t (o t) J fc o n o o J 

. 24 1 n 

+ ~ — ^ —=r- pour n £ N 

TT /T "2—— 2 O 
/2ic t a 

o o 
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où p n = M J SUP ||a fr (x) - F(x)) - B(x) || 
P L \||X|%<C+1 

+ 2R 0

/ 2 SUP ||o ur« > a^1 - A(X )|| 
t [o,TJ 

+ J K Û [ 2 K ° ( l + ° 2 + x ° ) 1 / 2 + x ° / 2 2 K l U + c ) ) i 

+ *C +1
 K o ( 3 + 2 C ) + M2 ^ f 

p" = M 2 Sup | l a G ( x ) a * - H(X) | I 
2 ||x||«Ctl " n 

2 o 
a 
n 

p n - M 3 < 2 Sup | |H(x) - a G (x) a*| | 
3 \ ||x||\<C+l

 n n n M 

, 1/2 \ 
+ \FT\ ^ l + K2^o Ctt 3C) J 

M 9 = Sup • | |DF(X.) I | } o2 * Sup J|o 2(t)|| £ M 2. M, . 
2 t€[p,T] t 1 t€lp,T] 1 

sont respectivement les constantes de Lipschitz 
a a a 

pour DF, H , B sur le domaine { x : | |x| | Sa. }. 

Avant de faire la démonstration, nous allons rappeler les hypo

thèses essentielles du paragraphe n e t du théorème 5 de la première partie, 

et expliciter les constantes. 

3.6.1. ^Eg^i_5?Ë_!}vP2thèses_ fondamentales 

- (xn) est une suite de processus de saut pur de générateur (An,Dn) 

n c m n t IN 

tels que pour toute fonction g mesurable bornée 

A g ( X ) = V X ) j C f ( z ) ~ f ( x ) ^ H***'02* 
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Fft ( x ) * X n ( x ) | ( Z " X ) ^ t * ' * 2 0 l l F n ( x ) H * K l 0 + I I X H ) 

- G (x) * X (x) f (z-x)^ 2 U n (x,dz) 

n n J 

- B (x) = X (x) / ||a (z-x)||2 un(x,dz) * - | (1 + ||x||2) 

n I l v - > I K n i 

n 

- la suite (F ) ^ converge uniformément sur tout compact vers une fonction F 

h n € IN ~ 
et satisfait Sup E ( Sup I I % ( F

n ~ F ( x < u ' x

o 0 ' 9* + " 
n u àT * 

- la suite ( a

n^
F

n~
 F 0 n £ ttî c o n v e r 9 e uniformément sur tout compact vers 

une fonction B continue telle ||B(x)|| $ K Q (i +\|x|| ) 

- DF. existe et est continue ; de plus, la suite ( a DF. a converge 
N n n ' n€ÉN 

uniformément sur tout compact vers une fonction A. 

- la suite (a G. a ) converge uniformément sur tout compact vers une 
n n n h « M 

fonction H continue et | | ot̂  G n (ac) a j l £ K 2 (l + ||x|| ) 

- la suite ( x^ n£ m converge dans L 2 vers un élément X q de |R
d, la suite 

(a (x11 - x ) _ ̂_ converge dans L 2 vers un élément V de d d . 
n o o n £ IN o 

- X(t,x) est l'unique solution quand elle existe de l'équation J j j r (t)=F(k(t)) 

l X(o) = x 

3.6.2. Les hypothèses H 2, H 3 # H 4 introduites dans le paragraphe 3.5 

de la première partie assurent l'existence et l'unicité de X(t,x ). 
o 

La proposition 3.5. et les corollaires 3.6. et 3.7. donnent, 

sous ces mêmes hypothèses une majoration dé E^Sup | |xn - X(t,x ) | |* J 

pour i - 1 ou 2. * « M 

De plus, dans le cas de l'hypothèse H2» on a effectivement 
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où X»Q ne dépend que de T, K ^ t K ^ , K Q , V q - (cf démonstration de la propo

sition 3.5.) . 

En appelant H* , R ^ , H4 l e s hypothèses obtenues en prenant 

K (u) = bu dans , et respectivement on obtient le même résultat et 

l'expression du 3C q correspondant. 

Les propriétés 5.1. et 5.2. donnent dans les mêmes conditions 

un majorant de E ^Sup | |a (F (x11)) - F(X(U,X ))||) 
u $ T n n u o / 

3.6.3. - Notations 

- a2(t) = *(t) H ( X T ) ^(t) ; Z2(t) = J a 2 (s) ds 

•'o 

- toutes les autres constantes intervenant sont définies dans la proposition 

3.1. de cette 2ème partie. 

Notons que les résultats restent valables pour le cas où 

f | | a n G n ( x ) a - | | * K 2 ( l + | | x | | 2 ) 

| SupE (Il * " H 4 ) < + -

l X n ( x ) | ||z - x | | 4 u n(x,dz) * ^ ( l + M x l l 4 ; 

et plus généralement dans tous les cas où les hypothèses 3.6.1. et les hypo

thèses du corollaire 3.6. sont satisfaites. 

3.6.4. - Démonstration du corollaire_3^6^ 

On a donc (cf. Proposition 3.1.) Vn £ N et 119 || £ ° 

o 8E K 

| # t ( e ï - + n ( e , , , 4 "l - e ^ H ^ e ' 

+ L / J H i 2

+ | | e | | V ) + | | e | | J e - i / < e ® e , s 2<t>) 

a 
u n ~* 
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par application de la proposition 3.5. on a alors 

Sup | P (< l , v£> * x) - p(< l , vfc> * x) | 
x 

2 2 

« _ J L [ M { d n + d n ) f i l + ( V ) 2 + 1 J + i o 2 t M 2 ( d „ + d „ + c „ } 

H O 

o 

+ M 2(d n + d n + C n ) log 0 + M 3 C n zn e ] 

. o TK [ fn /iT . 1 2 2 A j 
ir TK ' y-2— + 2 * 2_ + en , 2_,3/2 

•o t a a t ( a t) 
t- o n o o -* 

• -2± . — i — 

O 

2 
pour n * N q et 0 £ 

n 

Nous allons préciser chacun des termes. 

d " 1 = tîto.»] E ( l l < , n ( F n < X " , ' F < X " ) > " 

S Sup | | a (F (X) - F (x ) ) - B(x)|| + I 2 K (l+||xn||)dP 
iixiu< c +i n V n ' sup | | x n - x t n > i ° V M y l i 

t C r 

£ Sup Ma (F (x)-F(x))-B(x) I I 
| | x |L< c + i

 n V n ' [ 1 1/2 
• ( l ^ - X t | | 2 ) 

^1/2 ^1/2 

d"2 V é

u f 0 , T ] E 1 | B ( X " ) - B < v 1 1 * + K ° ( 3 + 2 C ) W i ) IKTi 
d'où 

>]/ 1/2 7 

dx S ̂  Slip ̂  J | a N(F n ( x ) - F (x)) - B(x) | | + 2Ko(l+C
2+ J ^ j J ^ ) JJ || 

n n 

d* = 1 K l i i f o . T i { E < 1 | F ( X " ) " F < x t ) _ ( x " - v 1 1 ) 

+ | | a n D F ( X t ) a ; 1 - A < X t ) || E( | |x^ - X j | ) J 
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• f £ , 0+20 + | |«»-Xt| |) + Sup| |DP(Xt) || | X\ | ) dP 

Sup||x^-X ||>1 FC 

x i / 2 1 

+ T F T Î T " T 1 l v > F ( X t > B » " A < X t > 1 1 } 

où ^ c + 1 est la constante de Llpschitz pour DF sur le domaine : 

{ x : ||x|| * C+l } 

^ * T W T 2 + ^ ( 1 + c ) V^o.xj " ^ V i i ) îî Ffi 

soit IL = Sup | |DF(X. ) | | 
tt[o,T| 

soit p" = H< Sup | la (F (x)- F(x)) -B(x)|| 
1 l||x||.< C+l " N n J ' 

+ 3 t * / 2 Sup ||a DF<X. ) a"1- A (Xj M 
° t«[o.T] " * n * " 

de, 
+ T K Ï Ï 2 ^ 2 K I ( 1 + C ) + " 2 + * C + 1 + * ° 3 + 2 0 } 

< = Sup E (| |a„ G n (x") a* - H(x") | |) 
3 t€[0,T] V 1 n n * n * 

' | W Ï P C + 1 ' ' a n G " < X ) °» • H ( X > ' l + | |x»- [ | | > l 2 + ' I } * 

* Sup | |a G (x) a* - H(x) | |+ 2K 9(2+C) -n ~ -

||x|U<C+l
 n 2 ||an||2 
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d n = sup E(||H(X£) - H(X )||) 

t « [0,TJ 

H étant localement lipschitzienne, soit 31^ sa constante de 

Llpschitz sur le domaine : { x : | | x | | £ a } 

alors d n * % E ( Sup I |x" - X | |) 
* C+l t $ T r r 9 

+ K 2 , , n j i i £ + C + Sup M x » - X ||) dP 
Sup | | x n i Xt||> 1 t 1 

n n 

soit p n » M 2 Sup ||a G (x) a* - H ( x ) | |+ — ° T , 
2 [||x|U< C +l

 n n n C + 1 H M I 

n J 

c" = d" + d" + Sup | |H<X,.) - a G (XJ a*|| 
2 3 4 t « [ o , l ] fc n n * n 

soit p" = M 3 2 Sup ||H(x) - a G (x) a*|| 

+ * - ffeu + K 2 *° ( 7 + 3c) îitiï] 

on en déduit la majoration : 

Sup |P(< l , v£> * x) - P<< V > * x) | 
X r- 2 2 2 ~i 

o I « ^ °«t o«t 2 x o«t 

* ao L J 
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TK f n A" 1 2_ 2/iT 

+ 2 - ' • r ô 2 t + a 2 " a 2t E " ( o 2 t ) 3 / 2 

u o n o o 

24 1 + . 2 — 
TT0 / 2ira t 

o 
2 2 a OQ 

pour n * N Q 0 S 8 R ° et en prenant 0 = - g ^ — 

n n 

on a la majoration pour n ^ N Q : 

Sup | P(<£ , v£> S x) - P(<£ , Vfc> * x) 
x 

8 Inrl* / K 2 ,1 " l * n n , g o , °o n 
* " T P l L ~ + M + M + T " P 2 + P 2 l o * 8 K — + -8K- p3 
ÏÏ a u J n 

o -1 

. 2TK f fn A" 1 2 2/JT 1 24 8 K e n 
* l ™ • S V a 2 * o 2t E " (o 2t> 3 / 2 , / 2 ^ 2 t " a2 

o n o o o o 

ce qui achève la démonstration du corollaire. 

3.7. - Corollaire 

On suppose que la vitesse de convergence des coefficients est 

au plus de l'ordre de y-p—r-r- ique 3 (x) = O et que e = a 

M«n I I n n I K I I 
alors 

log||a || v 
Sup Sup |P(< t. V*> .< x) - P(< l, V > * x) | = o ( | | a .? ) 

letsc x € IR M n M 7 

3.8. - Exemple 

On considère un processus de branchement unidimensionnel avec 

un nombre fini de transitions possibles, tel que F(x) = X^x, G(x) = X^x 

x^ 
n t n « 

alors, en posant x̂ _ = — x = 1 
t n o 

I I - 7 6 

on a : F (x) = F(x) = X x 
n 1 

1 X2 
G (x) = - G(x) = — x 
n n n 

a = v̂ T 
n 

& n (x) = 0 e » — 
n n r-

>'n 

H(x) E G(x) 

F et G sont lipschitziennes 

pour simplifier, on va prendre \^ = 1 

on a X (t,x ) = XX(t,x ) = X (t,x ) 

d t O O O 

d'où X(t,x Q)=e
t x Q et pour XQ = 1 X(t,l) = e f c C = e T 

||F(X) - F(y)|| <ç ||x-y|| et ||G(x) - G(y)|| * A 2 ||x-y|| 

alors E (sup H«"l ft* *2 21 3 ^ + 8 T h + 1 

s ^ t n 

é n o i o r n 1 2 t 2 + 8 X 0T + 1 

E (sup ||x n-X(s,l)|| 2) « ! S - x 2 e 2 

s £ t S ' n 2 

_n ,n _n ^ n 
d l " d 2 " d 3 = C 1 = ° " « I 

•n 

f = O M. = x o e T + 1 
n 1 2 

- DF (X ) ds 
• (t) = e

 J° 3
 - e " * M - 1 

*(t) . H(X t) '^(t) = X 2 e "
2 t e*1 = X 2 e

_ t > * 2 e"*
1 = a

2 

alors p n = O P 2 = — (12 X, T> 1 / 2 e ^ + ° 2 T + " 2 = p

n 

et on a la majoration : 
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Sup | P ( v£ * x ) - P ( V T ̂  x ) j 
x 

r 9 \ ~ T / ~ 2 - i 

8 1 / i o A m ^ / 2 6 T 2 + 4 X 0 T + 1 / 2 / 2 e n , a

Q \ 

* " T ^ ( 1 2 X 2 T ) e 2 ( V ^ 1 ^ 8Ka + 8ÏT) 

+ 4 T K 1 a + 2 4 1 8 K a 1 

A " " (a 2 T ) 3 / 2 ^ + * * • S S ^ T a 2 * A " 
o o o 

f a(T) l Q 9 ̂  + ^-b(T) 

S(a(T) V b(T)). l Q g ^ 

Revenons au cas général, c'est-à-dire au cas où on ne suppose plus que 

lin (x,x+ T) = v n(T) ; on peut encore étudier la vitesse de convergence 

mais elle sera moins rapide. 

Nous démontrons d'abord l'analogue de la proposition 3 . 1 . 

3 . 8 . - Proposition 

On se place sous les mêmes hypothèses que pour le théorème 5 
2 

de la première partie et on suppose de plus que a (t) vérifie z 

< a 2(t)x, x > * a 2 < x,x > J V t [O,T] 

1 V x € «Rd , ° o > 0 

alors 

| | e | | 2 a 2 ^ ' 

OÙ d n(6) = | | eH M (d^ + d^) + | | e | | 2 M 2 Q + d^ + 5?) + | | e | | 3 M 3 c n z\ 

a 2 X t€[o,Tj ' 

C« = K 2 ( Ï + C + B C - ^ I K - x J I ) ) 

I I - 7 8 

Démonstration 

Elle est très voisine de celle de la proposition 3 . 1 . 

On écrit : 

-g!*" (6) = D n(t, 6) - y ^ ( 8 ) ( e © 6 , a 2(t)) 

4 

avec f D n(t,8) = E D* (t,6) + cn(t,0) 
I j=l 3

 n 

\ 5 n(t,6) = E Ç < B ' & (X n(x
n) j $(e,*(t)an(z-x^)) u

n (xj, dz) ) ) 

Les majorations de ( D R ( t , 6 ) ) ^ 2 3 4 restent valables 

pour C n(t,ô) on a la majoration : 

| ? < t . M | * { H O 1 M 2 | | e | | 2 | | a n ( z - x ^ | | 2 v n ( x ^ d z ) ] 

• " M l i , | l M " 3 I H I 3 « J K < « £ ) I I V 
I la (z-x.) <e 
i» i i n t 1 1 n -* 

* M 2 | | e | | 2
 ^ (l + SupE(||x"|| 2)) 

a t ' 
n 

+ M
3 ueii 3 . e n ^ o ^ i j « n G n ( x » ) «;u 

« V l | e | | 2 ^ (I + C
2

 + E ( sup J K - x J I 2 ) ) 

a 2 V t 6[0,T] / 

+ M 3 1 | 6 M 3 e K (l + C + E ( Sup ||x" - X H ) ) 

* M 2 | | e|| 2c? •+ M 3 | | e | | 3

 e ' n ^ 

d'où |5 n(t,6) | S d"(9) 

et d n (6) = ||e|| M(d^ + eÇ) + | | e | | 2 M 2 • < + + I N I 3 cl 
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A 1 1 A 1 1 ^ 

en posant t = t ~ t o = 

on a A t = ^ n ( t ' a ) ~ J A t C 9 ® 6 ' z 2 ( t ) ) 

et A n = f" 5 n (.,9) e - 1 / 2 ( 0 ® 6 ' f™-**™) d s t Jo 

| A n | * 5 n
 (6) f* e " 1 / 2 C 9 ® 6 ' ï 2«t)^(.)) d g 

t 

< 2

 d" ( 9 ) (i - e _ 1 / 2 C 9 ® 8 ' ï 2 ( t )^) 
« > l | 2 V 

on a également l'analogue du corollaire 3.6. 

3.9. - Corollaire 

On suppose de plus que DF,H, B sont localement lipschitziennes 

et que E (sup | |x^ - X | | 2) <j^— 

t€[0,T] S Ha ïr u J n 

alors |p (<l , v£> s x) - P(<£, V > * x) | 

* " S - [ P l ( ¥ " (» + ^ + 0+
 K £ + P 2 P3 6 

ïï O o *- —• 

24 1 
+ — ~ pour tout 0 

TT0 /r 2 — 
•2TT O t 

o 

^3 = m 3 en K 2 ( i + C + E ^ S U P Xt ~
 X J I)) 

^ t e O , T * 

Démons tration 

Par application de la proposition 3.5. avec pn(6) = 5°(8) 

et qn(0) = O on obtient immédiatement le résultat. 

Si on suppose que la vitesse de convergence des coefficients est de l'ordre 

d e" T î t i ï 
on a |P (<l , v " > f x) - P(<1 , V > f x) | 

Z c (t) , , , + . , 1. , log 0 + , , 1 , , G+ - ^ - r — 
° I K I I I K M I k l l rt/ST^T 

et pour G = | | a j | 1 / 2 ° 

|P (<£ . v £ > s x) - P ( < £ , v t > * x)| * C l ( t ) [ | a J | 1 / 2 

II - 8 0 

Rappelons que R̂  suit une loi E ) alors 
1 1 o t 

i = E~ R suit une loi E~ R , I) 
t t t t o 

de plus P (<l , Rt> £ x) = P(< E"1 R, Rt> <: x) 

en définissant R^ par : 

V t Rt 

on déduit facilement du corollaire précédent une majoration pour : 

|P(<* . R"> * x) - P(l , Rt> < x) 

<: Sup | P ( < Z*"1 l , R£> * x)- P(< Z*"1 l, Rt> <: x) | 
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