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SUR LES RESEAUX DE FILE D ATTENTE 

FERMES A SERVIŒS EXPONENTIELS 

par Raymond MARIE 

A ~ INTRODUCTION 

Un réseau de file d'attente fermé à services exponentiels est 

caractérisé par sa "structure" (matrice de passage ^ s (р^))э P a r la 
nature des différentes stations qui le composent (en général, la station i, 
(i=l,...,M) possède s^ guichets de taux de service ц/), par la disci
pline d'attente (ici : premier arrivé, premier servi) et par le nombre N 
de clients qu'il contient. Ici, nous supposons que la matrice ne dépend 

pas de l'état du réseau, c'est-à-dire que la probabilité p^j d'aller dans 

la station j en quittant la station i, ne dépend pas de l'état du réseau. 

Pour un tel réseau, l'expression des distributions asymptoti-

ques des états du système a été mise en évidence par J.R. JACKSON [ 3 ] et 

par GORDON et NEWEL [ 2 ] : 

Р( П 1,п 2,..., r^) = i^i L J — 
C(N) 

où : 

a) Xj est une solution de : 

i=M 
y. . X. = E y. . X. p.. 

b) Aj(nj) est définie de la façon suivante : 

(A.(0) = 1 

y.(n ) 

/ A.(n.) = A.(n. - 1) . •—J J-

J J J J Pj 
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y^(nj) représentant le taux de sortie de la station j dans l'état n.. 

On voit que, si y.(n.) - (s. An.) . y. , on retrouve le cas 
4 J J J J J 

d'une station à s^ guichets dont les temps de service sont indépendants 

de n.. 
J 

c) C(N) est la constante de normalisation : 

J=M x*i 

C ( N ) - I TT { 4 I 

où <*„ * { ( n i,n 9,...,iO / Vj € {1,2,...,M}'» 0 S n. « N, Z n. » M } 

N 1 2 "M J j a , J 

Dans cette note, on donne d'une part, un algorithme de calcul 

de la constante C(N) en fonction de la nature du réseau ; d'autre part, on 

met en évidence une décomposition du réseau en sous-réseaux ; chaque sous-

réseau étant caractérisé par le nombre de clients dans ce sous-réseau. 

Certains résultats sont applicables à des réseaux ouverts ou 

à des réseaux comportants des stations à services non exponentiels si, pour 

ces stations : s. > N. 
J 

B - CALCUL DE LA CONSTANTE DE NORMALISATION 

B.1. Généralités 

J-M x " j 

Posons P(v) = ^ ( Â ^ J J 

où v = {nj,n 2,...,n M) représente un état du réseau R défini par 

Décomposons le réseau R en sous-réseaux R ^ R ^ J ^ - J R ^ dont les 

états respectifs sont associés aux domaines ,m^,
 sitL^>m^ • • • • » ̂ p , m p * 

Ces derniers étant définis de la façon suivante. : 
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*^j,m. = { ( n a , n b , * * - , n k ) 1 V i ^ta,b,...,k> , 0 * n. * пь , YL п.=пь } 
j {a,b,..,k} 

où {a,b,...,k} représente les indices des stations formant le sous-

réseau R. . 

J 
j=P 

On a toujours : £ m. = N 

j-i J 

En appelant v. = {n a,n^,...,n^} l'état du sous-réseau R^, et 

en définissant : 

T 7 ~ Х-П"* 
a) P.(v.) = ' С f ] ) 

^ ^ {a,b,..,k} 

On peut écrire : 

mj=N /m 2=N-m 1 / m =N~m ̂  -m^ 

C ( N ) = H P(v) = L a, ZI <*9 m II °4 _ 

v é ^ m ^ o ' 1 \m 2=o 2 \ 111^=0 3 

P-2 (m

p _ l = N ~ ^ m i A \ 

Z I MVl.m , ' ap,m J'--
m p_ 1=o \ y p-1 F > py y 

avec m = N - £ m. 

p 1 1 

En définissant une fonction £j(i) de la façon suivante : 

( m =i 

1 R , (i) = 5 (ci • a ) avec m = i - m 

< m. =1 

J (j=p-2,...,l 

On obtient finalement : 

C ( N ) = Ц . P(v) = 3,(N) 
N 
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L'intérêt de cette décomposition résidant essentiellement ici 

dans la rapidité du calcul numérique, il reste à connaître quel est le dé

coupage optimal du réseau en sous-réseaux minimisant le nombre d'opérations 

élémentaires sur ordinateur. Dans la mesure où le seul problème posé consiste 

à calculer la constante C(N) (et sans plus d'informations sur les types de 

stations formant le réseau), il est évident que la décomposition optimale 

correspond à la décomposition maximale. Il suffit pour s'en convaincre de 

remarquer que, si un sous-réseau était formé de plusieurs stations, on 

améliorerait son calcul en le décomposant selon la méthode ci-dessus. Le 

réseau est donc décomposé en M sous-réseaux d'une seule station. 

Compte-tenu de ce résultat : 

m 4 a. 
X. J X. J 

<*• = TA r = 7-4 T y J = 1,2,..., M 
j,m. A.(m.) A.(n.) ' J * ' 
J J J Y J y 

(et la fonction a. ne sera plus utilisée par la suite). 
J ,m. 

B.2. Simplifications possibles du calcul selon la nature du 

réseau 

B.2.1. Cas des réseaux comportant des stations telles 
A.(n.) 

que le terme . j ^ t N reste constant pour n. ^ s. . 

Aj (11.-I ) J j 

En reprenant la fonction auxiliaire $.(i), on a : 

J 

A (n.) 

S o i t r h r ^ y •
 rj p ° u r rj * sj • 

Pour i > Sj , on peut écrire : 

„ ... xi k=s.-l rr.A.(k-l) -A.(k ) l X. k 

J J k=0 L r j A j ( k - ' ) J A.(k) J + 1 
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Cette expression permet d'obtenir plus rapidement les valeurs 

3j(i) pour i > Sj puisque la sommation se fait sur Sj et non plus sur i. 

Notons que, dans le cas fréquent où u.(n.) = (s. A n . ) y. , 

l'expression (B.2.1.) s'écrit : 

X. k=s. rs. - kl X^ 

B - C D - J - 6.(i-,) V . ( i - k ) 

et en particulier, si s^ - 1 : 

B.2.2. Cas des réseaux comportant des stations telles que 

le nombre de guichets soit supérieur au nombre de clients (s. ^ N) , et que 

W = "J • vi • 

Soit Rg le sous-réseau formé de toutes stations ainsi définies. 

Pour ces stations : 

A.(n.) = h. ! 
J J J 

Supposons, pour simplifier l'écriture, que ces stations aient 

les indices y+1, y+2,..., M. On vérifie facilement en raisonnant par récur

rence que : 

e

y +.
( i ) = i r ( x y + V > + •••+ V 1 

B.3. Algorithme de calcul 

L'organigramme relatif au calcul de la constante est 

donné en annexe. Selon la nature du réseau, et aux initialisations près, 

le nombre d'opérations élémentaires varie de (2N+M) à M(y N(N+1) + N ) . 

Si M est supérieur à quelques unités, ce nombre devient très faible par 

rapport au résultat d'un calcul élaboré selon un processus décrivant tous 

les états possibles du réseau (en effet, un tel calcul conduirait à un 
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nombre d'opérations élémentaires supérieur à (M+3) * C ^ + ^ _ j • 

On trouvera aussi dans l'annexe la comparaison de cet algorithme 

avec les deux algorithmes donnés par Jeffrey - Buzen dans [ 4 J. 

C - PROBABILITES MARGINALES - RESEAUX REDUITS 

C l . Probabilité marginale 

Pour simplifier l'écriture, cherchons la distribution 

de la probabilité de l'état de la station d'indice 1, ce qui ne nuit pas 

à la généralité du calcul. 

Par définition : M 

et n.«i 

P,(i) - ! 

C ( N ) 

ce qui peut s'écrire : 

X i L M X/* . 

J _ z w f - f - r ) 

A , ( I ) * U 2 J J 

P,(i) « — 

P,(H) 

où 

^ h - i * * (^,^,...,1^) / Vj € {2,3,...,M} , 0 < n. * N-i , I n.. « N-i } 

On obtient donc : 

X 1 

p (i) = 
1 3,00 
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C. 2. Réseau réduit 

Dans le paragraphe (B.2.2.), on a montré que l'expression 

de la fonction auxiliaire R , (i) relative à un sous-réseau R n particulier 
y + » S 

(voir ci-dessus) pouvait s'écrire directement : 

V i ( i ) = T T ( V i + V2 + ••• + V 

Si un tel sous-réseau Rg existe et si on ne s'intéresse pas 

à la distribution des clients à l'intérieur de Rg, alors une simplification 

dans le calcul de C(N) consiste à partir directement des valeurs $^ +j(i). 

Dans la pratique, en effet, l'étude des réseaux de file d'attente est géné

ralement motivée par l'examen du comportement des stations où il se produit 

réellement un phénomène d'attente. 

On peut définir les probabilités "semi-marginales" 

P(n,n,...,„ , N z) - X Z - P(n n ny) 

Cette probabilité est égale à : 

; ( Â ^ T T ) - V . ( V 

P(n n n , H ) - J-J 
1 2 y 2

 e,(N) 

En remarquant que si l'on remplace, dans le réseau d'origine, 

le sous-réseau R Q par une station Z (avec s > N) de paramètres : 

j x

z • V i + V 2 + • • • + *M 

| A Z ( N Z ) = N Z ! 

Le nouveau réseau admettant la même probabilité P(n,,n„,...,n ,n ) 

1 ' 2 y' z 

on peut considérer que ce nouveau réseau constitue un réseau "réduit" du 

précédent. 

Pour faire cette réduction, il suffit de calculer les (x } 
j 
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solution de x x afin d'obtenir le paramètre : 

• x. 
x - y - J -

2 {y+l,y+2,...,M} y j 

C.3. Extension 

Soit un réseau stochastique fermé où les services obéissent 

à des lois exponentielles à l'exception de ceux d'un sous-réseau Rl dans 
(1) • 

lequel les services obéissent à des lois non identifiées mais où les 
stations (de R'c) sont telles que s. > N . On ne connaît que les durées 

— J 

moyennes de service Uj , j = y+1,..., M. 

On peut toujours (pour l'étude, en régime stationnaire) trouver 

un sous-réseau R g équivalent à Rg mais formé de stations dont les ser

vices obéissent à des lois exponentielles (même si cela conduit théorique

ment à une infinité de guichets) (cf. [ 1 ] ) . Les stations de R g sont 

telles que les moyennes des temps de services restent égales à celles de 

Les probabilités "semi-marginales" d'état P(n.,n_,...,n , N ) 

1 2 y z 
seront encore données par la formule : 

x. nj 

ï (rhry) • «WV 
P(n.,..., n , N ) = - - J J 

3 l ( N ) 

O U * N 

6 ( N ) .
 ( V . - V . + V 2 - V 2 + - + V V Z 

y + 1 2 N ! 
z 

avec x. solution de x ^ = x 
J 

(1)- en toute rigueur j il faut supposer que les lois non identifiées ont des 
transformées de Laplace rationnelles. 
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Remarque : La décomposition de Rg en une infinité éventuelle de guichets 

à loi exponentielle n'a qu'un but de démonstration et ne pénalise en 

rien les calculs effectués. 

La discussion précédente peut être étendue au cas d'un réseau 

ouvert en supprimant le terme 3j(N). 

On peut donc dire, pour l'étude en régime stationnaire, qu'un 

réseau à service partout exponentiel sauf pour les stations comportant 

une infinité de serveurs ( s^ > N pour un réseau fermé) est "réductible" 

en un réseau exponentiel "réduit". 

D - DECOMPOSITION EN SOUS-RESEAUX - REDUCTION GENERALISEE 

D. 1. Calcul du taux de sortie d'un sous-réseau 

Considérons le réseau R décomposé en K sous-réseaux dis

joints R A, Rg,..., \ (2 « K « M ) . 

Soit Rj l'un quelconque de ces sous-réseaux. Son état 

est défini par le vecteur ^ v j ^ • 

Définissons ^ e taux de sortie du sous-réseau Rj sachant 

qu'il y a i clients dans ce sous-réseau et cherchons à calculer Vj(i). 

Soit Pj( v) I e taux de sortie de R^ lorsque R est dans l'état 

(v) . On a, compte tenu du paragraphe (B.l) : 

I l P j ( v ) . P(v) 

V Ê. Objj 

et N.*i 

V J ( I ) = — t 1 -
P(v) 

v N 
et N.=i 

J 

J J,I 

J J,i 
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{vj} représentant l'état du réseau complémentaire à Rj par rapport à R , 

et compte tenu que : 

pj<v> = pj<V + Pj ( vj> • p j ( v j> 

Désignons par {£} l'ensemble des indices des stations de R, et par {pj} 

l'ensemble des indices d'un sous-réseau R^ . 

On a : 

p (v.) = EL u (n.) I IZL P. J 
J J J G t t j } 3 3 LmlUl}-{lJ}}

 j m J 

ou P T(v T) •• 2 P 4(n.) . q. 7 

J J jéttj} 2 2 j J 

si on pose q. T - ) p. 
j J m€{{£}-Uj}} J m 

Posons : 

La quantité 8^(i) s'obtient par récurrence à l'aide des fonctions 

auxiliaires : 

T 1 J 

J ( i ) i 
[ • 0 sinon 

i x k 

e j ( i ) • ô j ( i ) + ; ÂT<k7 

ayant pour conditions initiales, si la station d'indice r^ est la première 

station prise ne compte dans le calcul : 

i ^ 

9 ; (i) = *j = \ , 3 u (k ) . . p j ( i - k ) 
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La fonction 3*?(i) du sous-réseau R T est évidemment équivalente à la 

fonction ftj(i) d u réseau R. 

Recherchons maintenant une expression simplifiée de la fonction 0^(i). 

A ( n ) 

Remarquons que ^j( nj) = a. (n.'-l) yj 

on a : 

Par ailleurs 

mais ôj(o) =0 Vj car pu (o) =0 V. 

Donc : 

( r ° j ( r -D j J V
 J 

Un raisonnement par récurrence permet donc de montrer que : 

J-'j 

D'où l'expression très simple de Vj(i) 5 

e ' ( i ) r j; r j ï gi(i-'> 

Simplifions l'écriture en écrivant : 

3?(i-i) 

V J ( I ) = A J — Ï — 
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Le terme oij représente (à 1 facteur multiplicatif près si 

le vecteur {x } n'a pas été normalisé) le flux sortant du sous-réseau R^ ; 

il est donc égal au flux entrant dans Rj. . 

D.2. Probabilités d'état d'un réseau en fonction de l'état 

de ses sous-réseaux 

Compte tenu du paragraphe précédent, nous pouvons main

tenant énoncer le théorème suivant : 

Théorème D.2. 

Soit un réseau d'attente à lois exponentielles3 décomposé 

en un ensemble dijoint de sous-réseaux R^R^.. * ̂  e8* ^e 

nombre de client dans le sous-réseau Rj3 les probabilités d'état station-

naires sont données par : 

1°) si le réseau est fermé 

{NA+NB+. . + N R = N } L A > B ' - " K } W 

2°) si le réseau est ouvert : 

K ( 1 ) 

avec Tj(Nj) telle que : 

{Tj(0)=l 

I W = № 2 ; • w 

et U j = ? x.. q.j 

V 

représentant le flux entrant dans le sous-réseau Rj. 
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Démonstration 

On a : 

i .. ff?(o) . ff?<l).... ffj(i-l) 
T ( i ) = ir v (j) = a' — ! j ! j ! j-J 1 J J • B,(2).... fff(i> 

i <(°> 
= a * — • 

a 1 

= - p — car f^(o) - I 

3,(i) 1 

D'où a

 N j 

T ^ T = ei ( NJ> 

Démontrer le théorème dans le cas d fun réseau ouvert revient 

donc à démontrer qu'on a bien : 

P(N A,N B,...,N K) = B > A ) • ($>„>.... 6 > R ) 

ce qui se déduit immédiatement de la formule des produits. 

Pour un réseau fermé il faut montrer que : 

b ^ ( N > . e % ) . . . . e % ) 

P(N N ,N ) * - ¡ 4 g 
A K ? b * ( N ).e^(N )...e,(N K) 

N + N + . . + N = N 1 B 

A d K 

cela est vérifié, compte tenu de la démonstration relative au réseau 

ouvert et de ce que : 
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Remarque : Dans la formule qui précède, on suppose fixée la "structure" 

du réseau R par la connaissance de la matrice . Donc, si la formule 

permet de changer les valeurs des paramètres de service de certains 

sous-réseaux sans remettre en cause les fonctions ^ (i) des autres-^ 

sous-réseaux, celle-ci appelle des précisions quant aux modifications 

de "structure" possibles. 

Considérons dans ce sens un sous-réseau Rj ouvert et soumis 

à un flot d'arrivée constant X Q . En régime permanent, les taux d'arri

vée sur chacune des stations sont déterminés par : 

X. = ) X. P.. j-0, UJ 

ifcCttjho} 

X Q étant connu à priori, il existe une solution unique : 

X. • eu. . X 
J J o 

D'après le calcul de V^(i), on peut dire que ce dernier est 

indépendant de \q. (â . P^(i-l) et 3^(i) sont proportionnels à X* ). 

Reconsidérant le sous-réseau R^ inclus dans un réseau R, 

définissons comme vecteur d'entrée dans R^ le vecteur Vj dont la k e m e 

composante a pour valeur : 

V T = Z x. P., 

On voit que la fonction Fj(i) est conservée lors d'une inclu

sion de Rj dans R si le vecteur d'entrée est proportionnel au vecteur 

de composante U). définie ci-dessus. 
J J 

Dans ce cas, il n'est pas utile de calculer les valeurs x^ 

de la solution x . = x ; il suffit de déterminer la valeur en 

considérant la matrice de transition élaborée à l'aide des probabilités 

de transition de sous-réseau à sous-réseau. 
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A N N E X E 

Algorithme de calcul de la constante : 

Toute station de service à loi exponentielle et de discipline 

"premier arrive - premier servi" peut être classée dans l'un des 4 types 

suivants : 

type A = (Sj ^ N, Uj(iij) = n..u.j) 

type B - ( S j = 1, U j O u ) - (1 - <5 o > n ) U j ) 

type C = (Aj(nj) = rj.Aj(n-l) pour Sj * n^ < N) 

type D = stations qui ne sont ni du type A, ni B, ni C. 

Supposons que, dans le réseau, les indices des stations soient 

ordonnés selon le type de celles-ci: 

r^ = Sup {indices des stations de type k} 

avec 0 < r D < r c < r B < r A = M 

l'organigramme général est le suivant : 

[ Initialisations | 

\r 
Calcul de 3 (i) i = 0,1,...,N 

^B+J 

I 
Calcul de 3 (i) i=0,l,...,N 

r c ± \ 

Calcul de 3 (i) i=0,1,...,N 

^D+l 
• *> 

Calcul de 3j(N) 
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Organigramme relatif â 3 r (i) 

I l l • X[j] 

1 . 

* * \ OUI 

1 non I i:« 1 I 

B[rB+i,i] ;« B[rB+i, i-i]x £/i 

( i - N ) ™i 
1 n o n 

Nombre d'opérations élémentaires : | i:« i + 1 | 

2N * (M - rfi) 

Organigramme relatif â 8 (i) 
r C + 1 

* 

_ » 

B[i.i]s- X[j].6[i,i-l] + B P + l,i] 

rév)oui ~i . 

N i •* f- f > oui 

ron
 ( j " v 1 ) — 

I i:= i + 1 I . non 

1 — ^ <7 
Nombre d'opérations élémentaires : 2(r_-r_)x N 

Nota : Cet organigramme est similaire à celui de Buzen dans [3j relatif au premier 

algorithme ; et le nombre d'opérations élémentaires est identique. 
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Organigramme relatif à Br ^(i) 

r-i 
I >l 

I D[i]:=D[i-lj*x[jj 

3 [j , i] : =3 D , i] +D [u] * B [j + \, i-u] /A [j , uj 

/ . \ oui 

l u = i ) — —1 
n o n EÇi ] = ( l - A [ j , i ] / r G > A [ j , i - | ] ) x ( D [ i ] / A [ i , i ] ) 

I u = u+l I L . 
I ! = ] — 1 i i ! - 1 +' i 

I Inon 
| F:<j]/r[jj 

i 

ï 

| > 
S [i] =S [i] +E [u] x g [j +1, i-u] 

non g[j,i] = Fxe[j,i-i]-h s[i] 

I u:= u+I I I \ X T—\ oui 

i 1 C $ D = î 
j i:=i+l j Jnon 

1 ^ n ^ n 
Nombre d'opérations élémentaires : 

T C (s[jj[2N- -{SD] +f] + 0 
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Organigramme relatif â 8̂  (H) 

, jj 
BD,i]:-6D-l.i] 

[p[i]:-D[i-l]xx[i] 

I ^ 

B[j,i]:=e[j,i]+eû+i>i-u3x
 D[U]/A[J,U] 

l n o n , ( J : H p u i 1 

ju:« u • 1 Jnon / J * ^ ° u i 

I I I j:- i - I ! 

I !z=i— 
Nombre d'opérations élémentaires : r^ y N(N+1) + N 

Nota : Cet organigramme est très voisin de celui utilisé par Buzen £j] dans son 

deuxième algorithme. Ce dernier donnerait un nombre de r^ x 2N(N+1) opérations élé

mentaires (car ici on calcule DQIJ directement avec la variable i) . 

Revenant à l'algorithme global, on voit donc que, selon la nature du réseau 

(et aux initialisations près), le nombre d'opérations élémentaires varie de (2N+M) à 

| M.N.(N+|). 

Cet algorithme sera d'autant plus intéressant que le réseau étudié ne com

prendra que des stations de type A, B, et C (ce qui est souvent le cas). 

Si dans un réseau ouvert, on s'intéresse à des probabilités d'état de sous-

réseaux telles qu'elles ont été définies dans le paragraphe D, l'algorithme ci-dessus 

pourra être utilisé pour calculer les fonctions ^ ( i ) . 
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