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METHODES D'ELEMENTS FINIS COURBES POUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS 

INTEGRALES SINGULIERES SUR DES SURFACES DE R 3 . 

par J.C. NEDELEC.* 

RESUiIE : Dans NEDELEC-PLANCHARD [N.Pl , nous avons montré que l'équation 

intégrale singulière sur une surface fermée T de /R3 : 

aduiet une solution unique et est variationnelle coercive dans 1'espace de 

Hilbert H""^2(r). Nous introduisons, dans cet article, à l'aide d'élémeuts 

finis courbes, une surface approchée V et un problème approche sur I\ , 

n h 

dont 1P solution est q^ . Nous étudions, alors, l'erreur d'c.pproximacion, 

dans des espaces de Hilbert, entre q solution de (0) et q^ , et sussi 

ontre les deux potentiels u et u. correspondants. 
n 

rota : La lettre C désigne toujours une constante indépendante ue h . 

* Ecole Polytechnique - Centre de Mathématiques appliquées 

Route ce Sacla> - 91120 ?ALAISEAU 
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I - RAPPELS SUR LE PROBLEME DE POTENTIEL ET SUR L'ETUDE D'ERREUR DES 

PROBLEMES VARIATIONNELS. 

Dans un premier article [T . .F] , nous avons étudié le problème 

du potentiel électrique dans l'espace R 3 en présence d'un conducteur fi 

dont ia frontière est T. (fi désignera l'extérieur du conducteur;, 

les équations sont 

(1.1) Au = 0 ; dans fi 

4 Au « 0 ; dans fi 

^ « l r - u» 

Il est classique, pour résoudre ce problème, d'utiliser vn 

"potentiel de simple couche". On cherche, alors, la charge électrique 

superficielle du conducteur, soit q , solution ae 

( K 2 ) TT Jr îSyr d y = u ( x ) ; V x t : r • 

et alors, le potentiel u , solution de (1.1), est donné par l'expression 

(1.3) u(x) «JL J f ^ f dy ; V x 6 R » . 

Dans [N.F] , nous avons montré que (1.2) est un isomorphisme 

de l'espace de Hilbert H
 1 / 2 ( D sur l'espace de Hilbert R ' " l ' 2 ( D , et que 

de plus, la forme bilinëaire associée : 

(..« -i-yr 

vérifie la condition de coercivité suivante : 

(1.5) a(q, q) > a II q II 2 ; V q e n" l l 2 (T) ; a > 0 . 

H - i/2 (D 



- 3 -

Nous avons égal ere rit montré que, si la surface T est régulière, 

le problème (1.3) est un isomorphisme de l'espace de Hilbert H s + 1 (r) 

sur H S (F) pour tout s réel. (l\ous renvoyons à LIONS-MASENES [ L.M] 

pour la définition de ces espaces). 

L'expression (1.3) qui définit la solution du problème (1.1), à 

partir de la charge q , est telle que , 

| q € H""
l/2(r) u € H m + 1 ( P ) 0 w^ M(fl C) ; m entier > 0 

(1.6) { H m + 1(fi) = (u e L

2(fl) ; 3 a

 d E L

2(fi) ; I ol < a + 1 } 
lctl-1 

* m M < a c } « l u e 2>'(nc); (Hr 2) 2 3 a

 u ç L
2(n°) ; loi < m • 1 } . 

Rappelons, maintenant, quelques résultats classiques sur l'étude 

d'erreur des approximations variatiionn^lies. 

Soit à approcher la solution de 

(1.7) a (q, q*) - < u 0, q' > ; V € H ^ D . 

Nous introduisons un sous-espace de dimension finie de l'espace H" 7 (T) 

et une forme bilinéaire approchée de a et nous résolvons 

(1.8) •h<V,h>'<l-.h'«,h>* V « ' h 6 7 h -

Alors, si 

0 . 9 ) V V ^ > *W* H.,/,(r)

 ; V t , h e v h • a > 0 » 

nous avons 

PROPOSITION 1.1 : Soit q la solution de (1.7) et q h la solution de (1,8), 

noua avons 
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(,.,0) \\q-%\\ < C |,u r« o h|| * inf |.̂rh|! • sup - A - î , ^ - ^ — 

H - l / 2 ( r ) L H i / 2 ( p ) H , 1 / 2 ( r ) w h € V h II h l H _ i / a ^ J 

II - DESCRIPTION DES ELEMENTS FINIS COURBES. ETUDE D'ERREUR. 

2.1 - Construction d'une surface approchée et do l'espace . 

Nous supposons la surface V régulière et munie d'un système 

fini de p cartes, qui sont des applications suffisamment dérivables d'une 

partie de R 2 dans R 3 , telle que les différentielles D$i soient 

des applications linéaires de rang 2, d'inverse borné en tant qu'application 

linéaire de R 2 dans le plan tangent à T au point $i(x). 

Nous supposons donné un découpage de T en p partie T± fermées 

telles que 

P 

U Ti « r 
i=l 

Ti 0 Tj , est une courbe dé T si i ̂  j . 

et telles que l'application est une bijectien dt sur T ± . Les 

domaines S^ &ont donc des fermés Je R 2 que nous supposons polygonaux. 

Soit, alors, une "triangulation" ^ P ^ i ^P a r ^ e s - r 3- a n^^ e s o u <*es 

quadranjjles). Sur chacun de ces éléments T nous définissons alors un 

interpolé do $i , soit F T ; tel que l'application ainsi définie 

de S x dans R 3 soit continue. Nous supposons, de plus, que 1'obérât^^r 

d'interpolation est, sur chaque élément, invariant sur l'espace 

des polynômes de degré k (avec- k ^ l ) , et que la triangulation est régulière 

(voir CIARLET-RAVIART [ C.R.1] ) . 

Notons = U eC^. 
h 1 hi . 
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La surface T, est alors la surface fermée définie par les cartes . 
n in 

Nous supposons que le long de la courbe Ti fi I\ , les triangulations 

sont telles que les cartes et coïncident. 
îh jh 

LEMtJE 1 : Soit h le plus grand des diamètres des éléments T de ̂  ; 

alors» nous avons : 

(2.1) max sup | * i ( x ) - *ih<
x) I < C h k + I

 max sup ||D k + 1 *i(x)|| ; 
i*l,p Si i^ljP x^ Si 

(2.2) max sup | D * $ Í ( X ) - D** i h<x)|<C h
k*l~l max sup ¡¡D k + 1 *¿(x) || ; KZ < k+1; 

i=l,p x€.Si 1 i^Up x€Si 

e+- donc» pour h assez petit, D 4>̂  .(x) est de rang 2 exactement. 

Exemple : Supposons que la surface T possèae une seule nappe. Il sera alors 

possible d'y inscrire un polyèdre, de telle façon que la projection 

stéréographique à partir d'un point intérieur à ce polyèdre, sur les facettes, 

soit des cartes régulières. Dans ce cas, il suffit de trianguler les facettes 

du polyèdre, de telle façon que les sommets, sur les arêtes, soient les mêmes 

pour chaque facette adjacente. Si nous choisissons df»s éléments affines • 

F T affine, 
4 •> 

la surface T, sera un polyèdre, dont les facettes sor.t des triargies 
n 

et les sommets sur T . 

Si, de manière plnj générale., nous utilisons, pour F T , des 

polynumes de degré h, alors 1?, surface sera constituée de triangles 

curvilignes raccordes, qui sont des surfaces paramétriques de degié k. • 

Construisons, ma in tenant, l'cr.pace . 
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Nous associons, à chaque élément T de lj , un espace vectoriel 

de fonctions P, et un opérateur d'interpolation associé, noté TT. 

Nous supposons que : 

(2.3) Pra c P . 

L'espace V, sera, alors, constitué des fonctions qui sont 
n 

sur chaque élément curviligne de , les images, par l'application F T 

des fonctions de P . On pourra, aussi, afin de réduire, éventuellement, le 

nombre d'inconnues, imposer aux fonctions de d'être continues sur . 

2,2 - Le problème approché. 

Nous résoudrons le problème variationnel approché suivant : 

v2,A) Hl ixvi - d x d y -1 « .^«v^ >v *\ e \ • 
lh *h 1 y | Ah 

où u , est une approximation définie sur T, de u . 
oh h o 

Il résulte de (1.4), utilise pour , que 

est une norme sur H"" 1 / 2 ( r^)^ Donc, le problème (2.A) admet une solution 

unique bornée uniformément dans cet espace. 

Exemple : Le cas le plus simple sera celui où est constitué de triangles 

plans, définis par leurs sommets cur T , et l'espace est l'espace des 

fonctions c^nsNantes sur chacun de ces triangles. 

Alors, la résolution de (2.A) conduit à un système linéaire dont 

les coefficients jont : 
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< 2 - 5 ) a i j = 4T JT JT -F^f ' 
i j 

Dans ce cas, on connaît explicitement (par primitive) l'expression : 

^2 A TT J T Ix-y I 

j 

Le calcul approché de ou^ peut, alors, se faire en utilisant cette 

expression et une formule de quadrature sur Ti . Nous renvoyons à Stroud [ St ] 

pour une étude de telles formules. 

Le cas général conduit à évaluer das intégrales de la forme : 

Î t w • (x) w (y) JT lF^(» )J, ( Y ) | J<V J ( V D X D Y • 
i J 

où* Ti et T. sont des triangles de ^ ^ , FT , les cartes associées, et 

J(F T), l'élément d'aire correspondant. Les fonctions wi sont, alors, le3 

fonctions de base de l'espace P . 

Cette intégrale est singulière dès que Ti et T^ sont adjacents. 

Remarque : La matrice associée au problème (2.4) est définie positive et 

symétrique. C'est, d'autre part, une matiice dont tcus les coefficients sont 

non nuls. 

2.3 - Etude d'erreur. 

Afin de comparer la solution q, de (2.4) à la solution q de 
h 

v 1.2) , il est nécessaire de définir une application de sur Y . 

Nous allons, alors, comparer la fonction q à l'ima£e; par "ette 

application de q, . On pourrait penser à utiliser l'application £ ° <î> ~l 

n i i h 

Mais, nous allons voir qu'ainsi', nous n'obtiendrons pas une estimation 

optimale de l'erreur. Nous introduisons, donc, l'application Y suivante. 
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r Pour x e r , Y~l(x) est le point de situé sur la normale 

^ à T au point x . 

Soit des voisinages de la surface T dans R 3 définis par : 

U 6 = { y
 e R 3 î dist (y, P) < 6 } ; 

Alors, pour 6 assez petit, tout point y de admet une projection 

unique sur T . Cette application ¥ est régulière de sur T ; 

c'est-à-dire, que les applications $¿0^ sont régulières de dans Si . 

Pour h assez petit, la surface T. sera contenue dans tk 

n c 

Donc, Y est aussi une application de sur T • régulière. Nous 

verrons que c'est une bijection pour h assez petit. Donc, Y" 1 sera, alors, 

définie de T sur T, . 
n 

THEOREME 2.1 : Soit q la solution de (1.2) et q b la solvtion de (2.4); 

nous avons les estimations d'erreur suivantes (si k > m ) : 

(2.7) ||q-qh°T-MI 1 / f < C f|| u, u,.. ° <f*\\ . h " * | | q | | . h* + , / * ||.q|| I 
H H ^ (r) L 0 1 B 1 / 2 ( D .tf"-l(ri L 2 ( D J 

(2.8) ||q-q o y - M | < c r ~ ||u u cT-»„ + h - » » , | q „ +h
k||q|| 

H L 2 ( r ) L V h o oh H l / 2 ( r ) E m t : ( r ) I 2 (D J 

5?.îB2D£iEili:Î2î} : Nous allons la décomposer en quelques lemmes de nature 

géométrique. 

LEW1E 2 : Pour chaque triangle T de *G . l'application ^ O F T est bornée 

ainsi que ses déHvées jusqu'à l'ordre k+l » D ( ¥ ° F T ) est une application 

linéaire de rang 2 et d'inverse borné (en tant qu'application de R 2 dans 

le plan tangent à T )» et 
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(2.9) sup |yoF T (x) .- F T (x)| < C h k + l sup |D k + 1 *i(x)| ; 
x^T x€T 

(2.10) sup |D(H,OFT)(x) - D F T ( x ) i < C h k sup | D k M $i| . 
x^T x^T 

Demonstration : Nous savons, d'après le Lemme 1, que F T admet des dérivées 

bornées jusqu'à l'ordre kM . L'application ¥ étant régulière (pour h 

assez petit) il en est de même de ¥ o F ^ . 

Evaluons les différences : 

•i l°Y°F T'(x) - x. « 4>floyoFt(x) - o ^ ( x ) 

D*iIOD(H' o F t) - I « Drtf1 o Y ) ( F T ( X ) ) o D F, (x) - W*£l°W(*iM) ° D*i(x) 

d'eù, $f 1 o y étant lipschitzienne et à dérivées lipschitziennes : 

sup ¡41*0 Y O F T , ( X ) - x| < C sup |$i(x) - F T (x) | . 
x€T x6T 

On en uéduit (2.9), en utilisant 13 fait que est lipschitzienne. 

On a aussi : 

(2.11) su? ||(b*j)"1ob(^FT)-T||<C8UF| FT(x)-*i(x)| |DFT(x)| + C o u p | DF T (x)-D«i(x)J<C h k sup|DK+1$i(xJ 
xGT x€T y.6 T x<=T 

On en déduit (2.1.1), en écrivant alors : 

D(Y o F T) - D F T - D(H
/ o F T ) - D$i + i)*! - I) F T 

et 

D(Y o F T) - Dt, - D$i o (DSi1 o D(H' O F t ) - l) 
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L'inégalité (2.11) montre aussi que, pour h assez petit, 

D^^F-r) est de ranrç 2 et d'inverse borné en tant qu'application linéaire 

de R7 dans le plan tangent à T au point Y ° FT(x) . 

Nous allons comparer, maintenant, les éléments d'aires sui 

et sur T respectivement. Choisissons des axes orthonomés (coordonnées x i , x* ) 

dans l'élément T . Les éléments d'aires sont, alors, respectivement : 

j<"'> -

Il faut remarquer que la différence J($i) -.J(FT) est en 0(h ). Le choix 

k+1 

de y va nous donner une différence en 0(h ). 

IEMIŒ 3 ; Nous avons les inégalités» pour tout T dans la triangulation l£ : 

(2.12) sup | J ( F T ) ( X ) - JO'c F T)(x)| < C h k + 1 sup | D k + 1 * i ( x ) | . 

V 'i, T 1 6 ^ ; V y S T , y <= T : 

(2.13) C |FT(x) - FT.(y)j < |Y o F T( X) . f o F T.(y)|<C JFT(x) - F,. (y) | 

C2.U) |FT(x) -F T,(y)l
2 - |yof T( x; - f o F î t(y)|2 - C h k + î |F7(x) - F T.(y)|

2 

PÉÎB2D.s£E§iÎ22 2 Nous savons d'après le Lemme 2, que J(F T) et J(YOFT) 

sont bornés inférieurement par une constante non nulle (car. D r T et D(Y CF T) 

sont d'invetse borné). Il suffit, donc, d'évaluer la différence de leur 

carré qui vaut : 
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J(FT) JCr°F t) 3xT 3x3 3 » A 3 a 

/, 3FT 3(SPF T) 3Ft , 3(fQF T) . , 3F. 3 : > T T ) > 3 F T . 3FT , 3(VQF.) . 3 ( ^ F ? ) ̂\ 

Ve 3 7 . 5 x 7 ^ 3 x 7 ôx, A ( 3 x 7 " 3 » K 3 x 7 A 3 x 7 + 3xi A ' 1 ^ ~ ) 

m((*ïx 3(H'QFT) Y 3(^F T) 3 (1*>r T ) 3FT S f l Q F , ) . 3^F T) 3(foFT) > , 

V1
 3x, 3x, M 3:a d» M 3 » " 3XÎ '* 3 x , A ~ 3 » 7 K 

et le reste R est, d'après le Lemme 2, majoré par : 

|R| < C h 2 k sup |D k + ,*i(x) | 

or : 2k > k+1 car k > 1 .11 reste, d^nc, 2 majorer le tenr° 

suivant (l'autre terme se majore de façon analogue) : 

R V(
 3 x , " 3xi ) A 3 x , » ~ 3 x 7 3» ) 

f 3Fj_ 3(V°FT) 3(ÏOF.) ,3(1*F,-) . 3 (TQF T ) A 
\ 3x, 371 ' 3xi A (

 3 x , 3* 7 

Mais, le vecteur : 

r _ 3Çy°FT) , 3 ( V Q F T ) 3 ( 1 Q F T ) . 1 ~3x7 ( 3 » A 3 » } 

ect un vecteur tangent à la suifac* F au point 0P°ï"i)(x) de norme 

uniformément bornée, d'après le Lerme 2. Nous avons : 

t - D ( Y C F t)( x) .y ; y € R
2 , |yi < C . 

D'où, d'après la construction de V : 

(TOF,(x) - FT(x) , DCF
 c F t ) (x) «y) «= 0 

En dérivant par rapport à x< , »- fixé, nous obtenons : 

( 3 y C3x, ( X ) " ^fxT^ ' ^ ' ' " T H " ) * y) + (^FT(x)-Ft(x), D 'YOF T)(x) - y) = 0 
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D foù l'on déduit : 

|R'| < C h k + 1 sup |D k + ,$i(x)!. 

Démontrons, maintenant, (2.12). L'une des Inégalités est une 

conséquence du fait que l'application H' est lipschitzienne du voisinage 

sur la surface T. L'autre inégalité résulte du fait que l'application Y"1 

de la surface T sur P^ est continue (i.e. ¥^ oYl°$i est continue 

de Si dans R 2 ) , et admet des dérivées bornées (i.e. ses images par 

les cartes de T et I\ respectivement), d'après le Lemme 2. 
n 

Démontrons, enfin, (2.14). La différence à majorer s'écrit : 

2(?t(X)-0'OFt) (x)-(FTt(y)-(^FT.)(y)), (^FT)(x)-(H'OFx0C^^^ 

Le premier terme se décompose en deux termes que l'on'majore séparément : 

(FT(x)-(H'oFî)(x),(yoFT)(x)-(YOFT0(y) ) - ^F T (x)-(¥°FT) (x) , 0T°FT) (x)-(T°FT ïy ) - t j 

ofi t^ est la projection, sur le plan tangent à T au point (vF°FT)(x) , du 

vecteur (YOFT)(x) - (4
,oFT»)(y) • Alors, la surface T ét*nt régulière, nous 

savons que : 

|0rFT)(x) - (^F,.)(y) - t j < C |0K>FT)(x) - ( Y ° F T * ) (y) |
2 

La majoration de ce terme s'en déduit, alors, facilement, d'après le Lemme 2. 

Reste le ferme : 

S « |F TCx) - (¥oFT)(x) - ^ F T , (y) - 0i'oFT.)(y))|4 

On considère deux cas ; ou bien : | F T ( X ) - F T « (y) I ̂  C h . (C > 0 fixé), 

et alors, le Lénine 2 nous rontre que : 
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| S ' | < C h 2 k + 2 < C h 2 k x | F T ( X ) - F T'(y)|
2 < C h k + 1 |FT(x) - F T'(y)|

2 

ou bien : FT(x) et FT»(y) sont voisins et alors, nous pouvons supposer 

que x et y sont dans le domaine d'une même rarte $i (débordant 

éventuellement de Si) ; F T - H"°FT est la restriction à T d'une 

fonction continue dont les dérivées sont bornées par : C h (d'après le 

Lemme 2). Donc 

|S| < C h 2 k |x - y|2 < C h k + 1 |F,(x) - F T-(y)|
2 . -

LEMMt' 4 : Soit le sous-espace de dimension finie de H_1/Z(r) 

Alors* nous avons ; 

(2.15) ifiLH < ||\|| ; V î 6 * 

H L ' e n >n H H - , / ,(D- H H 

Soit s^ le projecteur dans L (O sur le sous-espace ; 

alors* nous avons (si k > m ) : 

(2.16) U, - s ,|| < c h B M | | q | | , ; v q€tf».»/r ) . 
n L 2(r) H** (F) 

Ô . 1 7 ) ||, ,|| < Ch m^ 2||q|| ; V q6lf"(r). 
h H ' l / 2 ( r ) H m + 1 ( r ) 

Démonstration : D'après le Lamme 2, nous savons que la norme dans L 2 (D 

eet uniformément équivalente à : 

h 
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Pour chaque élément T , nous introduisons une fonction tp T nulle sur 3 T 

telle que : 

f 

sup |cp I < 1 
x^T T 

sup |Dtp | < £ 

<PT(x) > 0 pour x € T 

| <Pt dx > j mes (T) . 

Alors, nous savons que (car P est de dimension finie) : 

dx ' c ̂  Ii ̂  •* v d" )'/! •• 

On en déduit : 

•lqhH2 <C j «h *(
 l ^ % r J < * ° F T » 'dx<|iqj|| |! I . V7q h r J("rFt)|| 

L A ( D R H - ^ ( D k h ' H'<r) 

Il est facile de voir, an utilisant les propriétés de <PT et le Lemme 2, 

que : 

llr < q h f J(feTT),J < | «Cil 

T h P^r) I / ( D 

Or «n déduit : 

K " « f «s» 

L 2 ( D H - * ( D 

L'inégalité (2.15) résulte alors de l'inégalité d'interpolation (voir [B.EJ ) 

IK < C ||u||V» llall'7» . 
H-l/2(r) L î < r ) â-l(r) 
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Pour établir (2.16), nous utilisons l'interpolé de qpiYoFx)"1 

sur chaque élément T de % ^ : 

H q O ^ F , ) " " 1 - irq ° C « ° F T } . - l | l < C 1 || q o (HO F T )'
 11| 

L 2 ( T ) U ^ O T ) 

D'où, en utilisant les équivalences de normes : 

¡ ¡ q - * h q | | < C h V M k l l 
L 2(r) lP¥lÏT) 

D'où (2.16), car nous avons : 

lU " s h q|| < ||q - ̂  q|| 

L 2 ( H L 2 ( D 

Par interpolation, nous en déduisons alors : 

||q - S h q|| < C ||q|| ; V q e H

,/ 2(I) . 

L 2(r) H 1 / 2 ( r ) 

(Nous avons supposé que l'opérateur TT est défini et continu svr H" 1* 1 (F). 

Ceci est toujours vrai dans les cas considérés ici ; Cf [N.P] ) . Nous avons : 

(q-s hq, tp) L2 ( r ) (q-s nq,cO-s h^ L2 ( r ) 

Hq-s.qil " sup — - sup — < CVh ||q -s, q|| 

H - 1 / 2 ( D ( Î Ê H V
 i T > IN̂ ÍF) ^ H V 2 ( r > H«V*<r> L 2 ( D 

Démonstration_du_Thlorèmc_2^^ : Nous n'allons pas appliquer directement 

la Proposition 1.1. Pour cel-i, nous transformions les intégrales dans (2.4) 

en intégrales sur T par l'application 7 . D'où : 

, r q.O'-'ix)) q'.^-'iy)) f 

h h |Y-1(x)-Y-1(y)| Jr ° h h 
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Nous avons, donc, à évaluer l'erreur sur le second membre, 

d'une part : 

i K - « o h 0 * " 1 ! ! + *"p - L - ^ -

H^O-) ^'h e V h ||q'h|| 
H - l / 2 ( R ) 

et, en utilisant (2.12) et (2.15), nous avons : 

<\\u - u J| • C ||u °Y-l\\ h k + 1 JL . 
Il o. oh" , " oh N r-

H l / 2 < D L 2(r) V h 

D'autre part, l'erreur d'interpolation, qui e^t donnée par le 

Lemme 4, en choisissant q', = s, q : 
n n 

||q " q'J| < C h^2||q|| 

H - i/2(D H m + \T) 

Enfin, l'erreur sur le changement de forme bilinéaire : 

[r t q' (x)w.(y),J(»F,)(i) J("i°Ft«)(y) 
4Tr(a(q'. ,w )-a, (q' ,w.)) = E ï dx dy 

h h h h h T € ^ T^h[^{, |VCF 8(x) - V o P x l ( y ) | 

ff q', (x)w (y).J(FT(x)) J(F,' (y)) 
j —il il dx dy 

J

T

J

T , |Fr(x) - FT' (y)j 

On décompose cette difference en deux ; d'une p^rt : 

r r q'v(x)w, (y) / \ 
B - ï S i ~ J(H'oFT(x)).J(4'c?T.(y)j-J(FT(x)).J(tT.(y)) dx dy 

re-C J i>FF„(x)-torT.(y)|^ / 
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que nous majorerons par : 

W « , r o f f U ' * 0 0 l | - * ( y > l „ < c »»< f f 

ieg h ^ = ^ h

 J r |rF,(x)-VF,<y)| kk\ |x - y| 

< C h k + 1 ||̂hH ||wh|| 

I-2(r) L ?(D 

La dernière inégalité résulte du fait que, d'aprê6 [ N.P.] , la forme bilinéaire 

est continue sur H*1/2(r) x H _ 1 / 2 ( r ) , et donc, sur L 2(r) x L2(r). Nous 

terminons la majoration da ce terme, en utilisant le Lemme A : 

|R| < C h k + 1 / 2 ||q!| ||w H . 

L 2(0 h H / (D 

T'autre part, le second terme sera : 

S - E i f f q'h(x) v.(y> ( ? - ! _ ) J(FT(x)) J(Fî.(y))dx dy 

n h 

que l fon majore en utilisant : 

1 J |FT(x) - FT(y)l 2 - |^F T (x)-yoF T(y ) l 2 

|yoF:.(x)-YOFI.(y) | |FT(x)-FT.(y)| | ^ F T ( x ) - V O F T<y) | |FT(x)-FTYy) I(iWt(x)-¥°iy<y)i * | F ^ x ) - ! ^ 

En utilisant, alors, le Lemme 3, novs eu déduisons : 

1.1 < c » - ' t ! r l i ^ i ' ^ * * < c „»•/, ||.h|! 

|X ~ y| L2 (p H-l/* ( r ) 

L«i choix de q1^ * s^ q , nous assure alors nue : 

i Si < C h k + 1 / 2 iiqlj > J 

L 2(D H - ' / 2 ( r ) 
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THEOREME 2.2. : Soit le potentiel u donné yar(\.Z)et le potentiel 

approché : 

i f <ïh ( y ) 

(2.13) u.(x) - — I — 2 dy ; 
h 4 TT J r | x. y| 

Alors, pour x tel que : dist (x,T) ̂  6 > 0 et h assez petit, 

nous avons : 

(2.19) |u(x)-u.(x)| < = - - fhk+1||qil +hm42llqll +llu0-u^ll +/h II u-u\Il 1 

<di.t<x , r>di.t*x , r» L L , ( r ) H m . 1 ( r ) \ 2 ( r )

 0 0 h

H v' 2 ( r ) - l 

(2. 0) |3au(x)-3au. (x)|< £ fhk+,llqli + iF2llqH t l l u V j l +vîTllu-u". il ! 
" ink±i ir 14.% • o on o on J 

(dist(x,rr +dist(x,rr 1 L 2(D H*+,(r) L 2(D H 1 / 2:D 

Démonstration : Nous évaluons, d'abord, par un argument de dualité classique, 

l'erreur entre q et qfa JOF) dans l'espace H (T). 

| | q - q ; j ( ^ ) | | - sup — - î i - ' - A i H 

H - 1 ( r ) tpetfff) | N 

H '(r) 

Nous résolvons alors : 

»<*> - - — f 7^4 ; v X « r ; 

4 71 J r |x-yj 

Lt, nous savons alors : 

IUII < c Ijvll 
L 2(0 H 1 (T) 

D'où : 

- sup J ( y " ) - 8 ) 

H - 1 ( r ) *.-LÏ(D ||g|| 
L 2(D 
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On calcule alors : 

a(q-q^ JOrM.g) « a(q-q^ JCrl),g- s hg) + a(q-q^ J C T
1 ) ^ ) . 

On majore le premier terme par le Lemme 4 : 

c | k - q ; J^-1)!! ||g-shg|| < c %/hl|,-? h j c r l > | | NI . 
H - i / 2 ( r ) i r l / 2 ( r ) H _ 1 ' / 2 ( D L 2 ( ? ) 

Le deuxième terme s'écrit : 

• f ! q b ( x ) V ( y ) J ( Y ' 1 ( y ) ) , „ 
(u0,s, g) - 7— dx dy 

h L2(D Aïï h h h h |¥-»Cx>-̂ (y>| 

- ( u 0 , s g) - ( u c . , s , g ) + 7 7 — 2 dx dy 

0 h L a ( r ) Oh h L 2 ( r ) |<r>(x) - Y -1 (y) I 

- k 1 f « h ^ K » ^ 5 (• 5 " — V dy 

rh r h V o o - r k y ) ! |x-yr 

On majore alors, en utilisant les Lemmes 3 et 4, par : 

( C l ^ - u ^ j l • C h k + 1 | |u 0 | | + C h k + 1 I U J |jg|| 

L 2 ( H L 2(rj L 2 Û) L 2(f) 

On en déduit donc : 

H q-q^ aCf-l)lt <c[h k + 1llqll + iT'Ucll + l l u

0~
u^ h

1 1 +^ lluo*'uOb" j 

H _ 1 (r) L 2 ( 0 H m M ( r ) L2(r> H 1 / 2 ( D " 

On tr'-sforme l'expression de u^ par l'application V : 

"h M " T-n — A y 5 
h Jr |y -
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D'où : 

h % J f | y -x | ATT J R h \ ) y _ x , | y _ r l ( x ) | / 

On utilise, alors, le fait que si la distance de y à la surface T 

est plus grande que 6 fixé, nous avons : 

« ç_ . , 
| y -x | H i ( r ) d i s t (y , r ) z d ist (y , r ) 

1 1 1 „ C h k + ' 

l|y-x| ly - f 'Kx)] (d i s t (y , r ) ) 2 

Nous avons : 

grad u(x) = j- f q ( y ) ( x ~ y ) dy ; 
JT | x - y | 3 

1 f < l h ( y ) ( y " y ) 1 f ^ ( y ) J(M '" 1(y))fx- <i- _ 1(y)) 

£ rad u^ x ) - | x _ y | , d y * A 7 J f | x - f - M y ) ! 3 ^ 

On majora alors la différence de la même manière que précédemment. Le 

résultat, sur les dérivées successives, est analogue. 

R£î?sE3HË-I : L'estimation d'erreur, obtenue sur 1^ potentiel, ne donne aucune 

information au voisinage de la surface p . Nous n'avons pas obtenu d'estimation 

globale. La difficulté provient du fait, qu'à h traversée de la surface r , 

le gradient de u r une-discontinuité, tandis que le gradient de u^ 

a une discontinuité, à la traversée dp r. . Donc, l'erreur (u-u, )(:.*; 
n h 

est très mauvaise e.: un point x situé entre ^ et r • On montre, très 

facilement, que l'erreur entre le potentiel u et 

u h ( x ) = % I ; — - d y ' 
JI |X -y | 
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e s t e n h k + 1 / 2 + h m + 3 / * , d a n s l ' e s p c c e Wo1 ( R 3 ) . 

Remarciue_2 : C o n t r a i r e m e n t à c e q u i se p a s s e d a n s le c a s d e s m é t h o d e s p a r 

é l é m e n t s f i n i s , l ' e r r e u r s u r l e s d é r i v é e s s u c c e s s i v e s d u p o t e n t i e l e s t d u 

m ê m e o r d r e q u e c e l l e s u r le p o t e n t i e l l u i - m ê m e , e n u n p o i n t x n o n s u r 

la s u r f a c e I\ 

III - E T U D E D ' U N E V A R I A N T E . 

N o u s a l l o n s e x p o s e r c e t t e m é t h o d e d a n s le c a s p a r t i c u l i e r d e 

l ' a p p r o x i m a t i o n , p a r d e s p o l y n ô m e s d e d e g r é 2, p o u r l a g é o m é t r i e , e t 

de d e g r é 1, p o u r l a f o n c t i o n , l ' e s p a c e é t a n t c o n s t i t u é d e f o n c t i o n s 

c o n t i n u e s . L e p r i n c i p e c o n s i s t e à r e m p l a c e r le n o y a u |^Zp*j » c a l c u l é s u r , 

p a r u n d é v e l o p p e m e n t à d e u x t e r m e s . L ' é t u d e d ' e r r e u r s e r a i d e n t i q u e , s a u f 

d a n s le c h o i x d e l a f o r m e b i l i n é a i r e a p p r o c h é e . 

S o i t , d o n c , u n e t r i a n g u l a t i o n p a r d e s é l é m e n t s f i n i s a v e c k=2 

d u t y p e Lagraiige : 

/ \. F T e s t u n p o l y n ô m e d e d e g r é 2 q u i 

/ N. i n t e r p o l e $i a u x s o m m e t s d e s t r i a n g l e s 

J ^ N ^ e t a u x m i l i e u x d e s c c t é s . 

C e s é l é m e n t s d é f i n i s s e n t u n e s~rfa<-e ? ^ a p p r o c h é e , q u i e s t 

f e r m é e . S c i t l a s u r f a c e a p p r o c h é e , c o r r e s p o n d a n t à l ' é l é m e n t 

f i n i a f f i n e , c o n s t r u i t s u r la n.Cme t r i a n g u l a t i o n . N o u s n o t e r o n s B T 

l ' a p p l i c a t i o n a f f i n e c o r r e s p o n d a n t e . 

L e p r o b l è m e a p p r o c h é s e r a a l o r s : 

ah (v- q v = L uou • <'h

 d v ; v q , h e *•-«• • 
h 
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, f f q h ( s ) q' (t) J * ( F T ( s j ) J * ( F T . ( t » 

h h h T e - h T ' e ^ rr. \ , N * ( s , t ) 

( 3 3 ) 1 = 1 + ( F T ( s ) - b T ( s ) - F T ' ( t ) + D T < t ) , BT(s)-BT»(L)) 

N * ( s , t ) |B T(s)-B T.(t)| | B T ( s ) - B - ( t ) | 3 

J * ( F T ) e s t u n e a p p r o x i m a t i o n ( p o l y n o m i a l e , d e degré. 2 ) d e J ( F T ) 

à l ' o r d r e 2 . 

L e s c o e f f i c i e n t s d u s y s t è m e l i n é a i r e à r é s o u d r e se c a l c u l e n t , a l o r s , 

à p a r t i r d e s i n t é g r a l e s d e l a f o r m e : 

| | p, (x) p ( y ) d x d y . p, , p 6 ft j 

f [ d x d y ; o ù p ( x , y ) 

e s t u n p o l y n ô m e d e d e g r é 5, p a r r a p p o r t à x e t à y , q u i a u n z é r o d o u b l e 

p o u r x = y A l o r s , c h a c u n e d e s i n t é g r a l e s 

p e u t s e c a l c u l e r p a r p r i m i t i v e , p o u r y f i x é . L e s i n t é g r a l e s d o u b l e s 

c o r r e s p o n d a n t e s s e r o n c c a l c u l é e s d?. m a n i è r e a p n r o c h é e . p a r u n e f o r m u l e 

d ' i n t é g r a t i o n numérique. 

N o u s d o n n o n s , c i - d e s s o u s , l e s e s t i m a t i o n s d ' e r r e u r c o r r e s p o n d a n t e s . 

THEOREW 3.1 . Soie q,* la solution de ( 3 . 1 ) et q la solution de ( Î . 2 ) ; 

nous avons . 

(3.4) ||q-qh*oY"> || < C £ [||u0-uQhoH'-
1|| + h

5 / 2- E||q|| ] ; 

H - , / 2 ( D * H * ' V > H 2 ( r ) J 
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( 3 . 5 ) Ih-ĉ C-MI < C £ f " ° - U O n ^ ^ n + h 2 - e | | q | | 1 . 

et si u e s t potentiel donne par ( 1 . 3 ) et potentiel suivant : 

i r ih*(x) 
( 3 . 6 ) u h * ( y ) - ± - A — <P*(x) d x , 

r * N * ( x , y ) 

h 

où <P*(x) =
 J * ( F t ( s ) ) , avec x = F T (s) , 

J (Bi ( s ) ) 

I _ 1 _ ( F T ( B
- 1 ( x ) ) - x , x-y) 

N \ x , y ) | x - y | | x - y | 3 

alors, pour d ist ( y , T ) > ô fixé, nous avons : 

( 3 . 7 ) | U ( y ) ~ u * ( y ) | < ° E ( ' ' ^ S A l i T L ^ ^W^'^)^'e^éSDli 

h d i s t (y , r ) + dist ( y , r ) ? 

( 3 . 8 ) h;rad u ( y ) - g r a d u * ( y ) | ^ — — ^ — ^ ; 

d i s t ( y , T ) 2 + d i s t ( y , T ) 5 

D é m o n s t r a t i o n : N o u s u t i l i s o n s l e s r é s u l t a t s d é j à é t a b l i t d a n s le Théorèrae 2 . 1 . 

Il e s t f a c i l e d e v o i r , a l o r s , q u ' i l y a u n s e u l t e r m e d ' e r r e u r s u p p l é m e n t a i r e , 

q u i e s t : 

iV̂ 'h » V - a h (q'h»Vi 
sup ; avec q'. = s q . 

w . a e v h l|w.J| h h 

p - î / 2 ( R ) 

N o u s a l l o n s m o n L r e r q u e : 

(3.'?) I h ( s h q , w h) - ah* ( s h q , w h ) | < C £ h 3 * e | |q | | | |w h | | 

L : (D L a (D 



- 2 4 -

N o u s e n d é d u i s o n s , e n u t i l i s a n t les i n é g a l i t é s i n v e r s e s , q u e : 

( 3 . 1 0 a* ( q ^ , q^) > a 1 1 ^ 1 ! 2 ; a > 0 , p o u r h a s s e z p e t i t . 

1 H - i / 2 (D 

L e s i n é g a l i t é s ( 3 . 5 ) e t ( 3 . 6 ) r é s u l t e n t , a l o r s , d e ( 3 . 9 ) e t ( 3 . 1 0 ) , e t a u 

T h é o r è m e 2 , 1 , d é j à é t a b l i . 

P o u r d é m o n t r e r ( 3 . 9 ) , n o u s u t i l i s o n s d e u x L e m m e s . 

LEMÏ1E 5 : Soit u et v » deux vecteurs de R 3 avec | v | < C | u | » alors : 

I J 1 ( v u , v) < c I v - u ] 2 

I |u | jv | | v | 3 | v | 3 

D é m o n s t r a t i o n : N o u s a v o n s : 

J !_ _ ( v u , v) m j v | 2 ( [ v l 2 - | u | 2 ) - (v-u, v) | u | (|uj + | v l ) 

M |v| | v | 3 | u | | v j 3 ( | u | + |v|) 

* ((v-'-», u + v ) - 2 ( y - u , v ) ) | a | 2 + (v-u, u+ v) ( | v | 2 - j u | 2 ) - (v-u, v ) ( | u i | v | - j u | 2 

| u | | v | 3
 (ju! + | v | ) 

_ | v - u | 2 ( v - u , u + v ) 2 ( v - u . v) ( v - u , v + a ) 

" H 3 ' |u| + | v | " | v | 3 | u | ( | u j + | v | ) " | v M ( | u | + |v|)
2 

LEMME 6 : L'opérateur 

A ,(y) = f -â L-. u.< 

est continu de L 2 ( F ) dans H e(D , pour tout réel e positif. 

5£E225£E££i22 : N o u s r e n v o y o n s à S E E L E Y [ 3 ] , p o u r c e r é s u l t a t c l a s s i q u e 

s u r l e s o p e r a t e u r ^ p s e u d ^ - d i f r é r e n t i e ! s s u r d e s v a r i é t é s c o m p a c t e s . • 
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Etablissons, alors, l'inégalité (3.9) : 

, F f f q,(s) q',(t) J(K T(«))J(F T.(t)) 

h V h h qh ' h ^ T , 6 ^ ATT L ^ |F T(s) - F t l ( t ) | 

f f q h(s) q'h(t) J*(FT(S)) J*(F,'(t)) } 
- J j , , ds dt ' 

ï T ! N*(s,t) J 

Nous séparons en deux termes. D'une part : 

I f f q h ( s ) q ' h ( t ) ( J ( F t ( s ) ) J<Ft<t)) - J*(F T(s)) J*(FT,(t)) ) 

| Z z _ ds dt 

^ \ T e ( ^ h T T' |F T(s) - FT-(t)| 

< c h3 j | l ^ j ^ ! d x d y < c h3 | U > h „ , 

T h T h I* - y' L 2(D L 2 ( H 

D'autre part : 

I Î J f f q h(e) q'(t) J*(Fr(s)) J * ( ïV(t»( ^ ! ) ds dt! 
7 e \ T ' € ^ J J X!F T(s ) - ÏV(t ) i N*(s . . t ) ' 

f f |qh(s) q'h(t) J*^FT(s)) J*(F.>(t))rt?T(s>-bT(s)--FT'(t)+BT<t)|
2 

C £^ I j r • — ds dt 

iÇ th T-VT -T. | B t ( s ) _ M t ) | s 

Nous ucilisony, alors, les inégalités suivantes, qui résultent du 

Lemme 3 : 

! F T ( S > - B T ( 5 ) | < C h 2 

JF T(3) - B 7(s) - FT'(t) + Sx'Ct-) | < C h | B T ( S ) - BT.(t)| 

D'où : 

!^T(s) - BTÇs) - F T\t) + B T < t ) l 2

 < C h 3 " 8 

|BT(s) - Mtil
 3 |BT(a)-Bx.(t5|

2"e 
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L e d e r n i e r t e r m e d e a ^ - a^* s e m a j o r e d o n c p a r ( d ' a p r è s l e s 

Lcinmes 5 e t 6 ) : 

T T ! x yl I/(D L 2(r) 

D é m o n t r o n s (3.7) e t (3.8). C o m m e p o u r le T h é o r è m e 2.2, il f a u t , 

d ' a b o r d , e s t i m e r l a q u a n t i t é : 

||q - qh* JOi--1)!! 
H "'(r) 

ce qui se fait, exactement de la même façon, que pour le Théorème 7.2. 

D'où : 

l * -q h *JCr l >ll < C £ [ll«0-»ïhll +^ | l»o-'u^ h H + h
3 - £ | | q | i ] 

H - 1 (H L 2(F) H 1 / 2 (H K !(r) 

Nous avons : 

, /f , s f a*(-'0 \ , r / , s q'^x) J*(FCs)) x 

n w K J

r!x-y| N*(x,y) ' * J

r

 v!x-y| ^(pcr'orkx^y) JCPF (s)) ' 

a v e : ^ ' ^ ( s ) = x , F e t B é t a z t a s s o c i é e s à i\n é l é m e n t T d e a , , 

n 
q u * n o u s o m e t t r o n s d e n o t e r . 

N o u s d é c o m p o s o n s , ^ l o r s , l ' e r r e u r e n l e s t r o i s t e r m e s s u i v a n t s : 

! f q ( x ) - q ' ( x ) J ( f O ( x ) ) , f q * ( x ) ( J ( F ( s ) ) - J * ( F ( s » ) 

u<y)-u*(y) - ~ A r d x + I J? d x 

r I* - yj *r |x - y| JC^K(c)) 

A ï ï Jp J ( ^ 7 ' s ) ) ^ | x - y | N*(BPF' !°H'- ltx),y)^ 

L e s d e u x p r e m i e r s t e r m e s re m a j o r e n t . 1 t o r e , c o m m e d a n s l e c a s d u T h é o r è m e 2.2. 
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L e d e r n i e r t e r m e se m a j o r e p a r : 

C [ | q > ) | ! - î ! d x . 

J

r

 1 1 1 | x - y | N * ( J T F 'o* ' ( x ) , y ) 

O r , s i s = ( ï ° r ) ( x ) e T , n o u s a v o n s : 

L ! = ' L_ + ( F T ( s ) - B T ( s ) , B T ( s ) - y ) 

| x - y | M * ( B P F - 1 o r 1 ( x ) , y ) |VOF T(s)-y| ¡ B T ( s ) - y | ¡ B T ( s ) - y | 3 

. ! 1 + __J 1 . ( F T ( s ) - B T ( s ) , B T(s)-y) 

| * ° F t ( s ) - y | | F , ( s ) - y | |F T(s)~y| | E T ( - > - y | K ( s ) - y | 3 

que l ' o n m a j o r e , e n u t i l i s a n t l e s L e m m e s 3 e t 5 , p a r : 

C h 3

 + C h " 

| F T ( s ) - y |
2 | B T ( s ) - y |

3 

E n r e g r o u p a n t c e s r e s u l a t s , o n e n d é d u i t ( 3 . 7 ) . 

E v a l u o n s , e n f i n , l a d i f f é r e n c e : g r a d u - g r a d u ^ . 

/ x 1 f q ( x ) ( x-y) , 
g r a u u (y) - ^ J fj d x 

p I x - y| 

g r a d u * ( y ) - q * h < * > ( x _ y ^ T ^ , 3 ^ ^ ) ^ ^ 

O n t r a n s f o r m e l a d e r n i è r e i n t é g r a l e e n u n e intégral*», s u r T p a r l ' a p p l i c a t i o n 

! o F o B " 1 : 

g r a d u * ( y ) . ¿ f ^ J * ( F t U ) ) [ . 3 ( F T ( s ) ^ T ( S ) > B T ( s ) ^ v ^ ( 3 : < 1 

h * T l T J < H b F T ( s » ! | B T ( 5 ) - y | J | B T ( S ) - yl ° J 

a v e c x * V o F T ( s ) ; T G % ^ . 

O n d é c o m p o s e e n c o r e la d i f f é r e n c e e n t r o i s t e r m e s , e t le d e r n i e r 

d e c e s t e r m e s à majore** f a i t i n t e r v e n i r l a q u a n t i t é : 
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H'QF T(s) - y _ F T ( s ) - y _ 3 ( F T ( s ) ~ D 7 ( s ) , B T ( s ) - y).(y - B T ( s ) ) 

| ^ F T ( s ) - y | 3 | B T ( s ) - y | 3 ¡ B T ( s ) - y | 5 

| ^ F T ( s ) - y |
3 !F T(s)-y|

3 T K ^ | F t ( s ) - y |
3 | B T ( , ) - y |

3 | B T ( s ) - y ¡ 3 ' 

_ 3 ( F T ( s ) - B T ( s ) t B ? ( s ) - y ) ; F T ( s ) - B 7 ( S ) ) ^ 

| B T ( s ) - y | : 

L a m a j o r a t i o n f i n a l e r é s u l t e , a l o r s , d u f a i t q u e , si |v| < C | u | , o n 

a a u s s i : 

I 1 ! _ 3 ( v - u , v ) ^ c j v - u j 2 

1 |u|3 |v|3 |v|5 |v|5 

( d é m o n s t r a t i o n a n a l o g u e à c e l l e d u L e m m e 5 ) . • 

R e m a r q u e : L a f o n c t i o n u^* c o n s t r u i t e e s t h a r m o n i q u e e n d e h o r s d e T* , 

E l l e n ' e s t p a s d é f i n i e p o u r y s u r T * , c a r l ' i n t é g r a l e c o r r e s p o n d a n t e 

c u n n o y a u e n - n o n i n t e g r a b l e . Il y a d o n c p e u d ' e s p o i r d ' o b t e n i r 

U - y | 3 

u n e e s t i m a t i o n d ' e r r e u r g l o b a l e e n t r e u e t u * . 

C O N C L U S I O N 

Il r é s u l t e , d e n o t r e é t u d e , q u e si l ' o n a p p r o x i m e , p a r é l é m e n t s f i n i s 

d ' o r d r e k , l a s u r f a c e T , e t p a r é l é m e n t s f i n i s d ' o r d r e m , l a f d i c t i o n 

à a p p r o c h e r , l e s d e u x t e r m e s d 1 e r r e u r s e r o n t dv. m ê m e o r d r e p o u r k ~ m+1 . 

lime L E R O U X [ L ] a o b t e n u u n r é s u l t a t a n a l o g u e c i le n o y a u e s t l o g r 

d a n s le ces d ' u n e é q u a t i o n i n t é g r a l e s u r u r e c o u r b e f e r m é e d e R 2 . L e s 

r é s u l t a t s n u m é r i q u e s s e m b l e n t c o n f i r m e r s o n r é s u l t a t . D a n s n o t r e ÇÔS, d e s 

é t u d e s n u m é r i q u e s s o n t e n c o u r s . 

N o u s r e n v o y o n s à d i v e r s e s é t u d e s d e M . L A C H A T s u r 1 1 u t i l i s a t i o n 

d e s m é t h o d e s d ' é l é m e n t s f i n i s , d a n s l e s é q u a t i o n s i n t é g r a l e s , p o u i l e c a s d e 

l ' é l a s t i c i t é . 
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N o u s r e n v o y o n s , e n f i n , a u x d i f f é r e n t s t r a v a u x d e J . L . H E S S 

q u i d é c r i v e n t d e s m é t h o d e s d ' é l é m e n t s f i n i s p o u r r é s o u d r e le p o t e n t i e l 

d e s i m p l e c o u c h e , m a i s e n v u e de r é s o u d r e u n p r o b l è m e e x t é r i e u r d e N e u m a u n . 

Il n ' o b t i e n t p a s , â n o t r e c o n n a i s s a n c e , u n e a n a l y s e d e l ' e r r e u r . 
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