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PROBLEMES ERGODIQUES DANS LA THEORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

A. JAFFE

Harvard University

Soit Rd 1'espace~temps Euclidien de dimension égale 3 d . La
thécorie quantique des champs est maintenant bien connue dans les cas d = 2
ou bien d = 3 , et le probléme plus difficile est le cas d = 4 . Aujourd'hui

nous descendons souvent &4 d = 2 ,

Soit 3:&Rd . La configuration du champ, (¢ , est un &lément d'un
espace de fonctions généralis@es. C'est convenable de prendre
e £,&,
la partie réelle de 1'espace des distributions tempérées sur Rd . Nous définissons
une thédrie des champs en donnant une mesure de probabilité dq sur 'r(Rd).
On peut donner également la fonction caractéristique de la mesure dq , c'est~
d-dire
stf) =sel¥D) 4, redrd)

ol Yy f»—-aL?(f)elI .

1.~ Les axiomes de Osterwalder et Schrader

Pour trouver la physique, 1l faut que S{f} poss&de quelques pro-
priétés supplémentaires. Une forme convenable est les axiomes de Osterwalder et

Schrader [2] . Nous donnons les axiomes dans une forme simple :

A.0. S8{f} est la fonction caractéristique d'une mesure sur Ag(Rd).



A,1.- Régularité. S{f} & ¢ . Les fonctions de Schwinger sont les

dérivées
n n
S (£ yenesf ) = ———— S{% yu, £} _
n 1 n dU]~~-dUn TR 0
. . d
On Bcrit les densités (dans ,3'(Rn )) de Sn par Sn(x],...,xn).

d
S{f} , ou E : Rd »+ R est une trans-

i

A.2.~ Invariance. S{E f}
formation Euclidienne, et

E £)(x) = £E ')

]

. Donc E agit comme un automorphisme sur 1'algébre des fonctions

de n{(f) , laissant invariante la mesure dq .

A.3.- 0.~S, positivité. Soit A = A(Q(fl),...,W(fn)), ol
supp ficl{x=(xo,§) txo=ty o} ; c'est~i~dire 1l'ensemble des x & temps

positifs. Donc

fiaaqro0,

A= A(kp(?]),---, tP(En))* ’

-~ - - ~ -’.
oi % est la conjugaison complexe et f(x) = f(—xo,x)

Théoréme 1. [2] .

Donné AO-A3 , il existe une théorie quantique des champs de
Wightman (4 part L'untetté du vide) , telle que les fbnctions de Schwinger
Sn(xl,...,xn) se prolongent analytiquement dans chaque variable du temps

t—s7 t , donmant les fonetions de Wightman.

2.~ Les questions fondamentales

Avec ce théoréme, on voit que la mesure dq contient toute la physi-



que. Alors nous posons les trois questions fondamentales.
I.~- Est-ce que la masure dq existe ?

II.~ La mesure dq est-elle ergodique par rapport au sous~groupe

des translations du temps ? Si le vide est unique, dq est ergodique.

II1.- Comment classer les composantes ergodiques de dq et donner

une interprétation physique ? Comment dessiner le diagramme des phases ?

3.~ Existence (la théorie constructive des champs)

3.0. Le champ libre

a

Dans ce cas, S{f} = So{f} = exp [7% <f > ”]] , oi 1l'espace de
a le produit scalaire <f,g>_! = <f,(—A+I)~lg>L . Nous &crivons

Sobolev H_
2

1
dans ce cas trivial dq = dy. C'est-i-dire, dy est la mesure Gaussienne

. . - - -1
avec la moyenne zéro et la covariance &gale 3 (-A+1)

3.1. Le champ kVA

Les cas qui nous intéressent donnent des mesures non-Gaussiennes,
et une physique (non triviale) des particules avec interaction, Le modéle dit
@ a la puissance quatre est 1'exemple le plus simple.

Soit ng(x) le champ régularisé

@ = (5, %)
oli &, est une dz approximation positive de la fonction de Dirac ,

K
0 g 8.(x) = 2 g(Kx)

~

f8 (0 ax =1

Avec cette définition, qk(x) € Lp(d\p) quel que soit p < ® ,
et

¢, = jqk(x)z dtf = 0 (InK) (d =2) .



La singularité logarithmique de Ce représente la singularité

de la fonction de Green diagonale. La constante ¢, est indépendante de x
en raison de l'invariance de dxp sous les translatioms.

Nous définissons pour ) > 0 et pour d =2,
(1) V(A = AS d x fkp (#)& - 6c (X)2 + 3 cz]
A - Tk K K K
Comme V(c,AN) >,--0(cK2 ]J\] ), nous voyons que exp[ Vi ,J\-)] eLp(d ¥,
quel que soit p < =. Soit
e VM4

dqlc N = =gy —
e My

Théoréme 2 .[3][4][5]

S(fy = lim, lim je‘i P gai,a) = fob P 4
AtR K300

existe et satisfait les axiomes de Osterwalder et Schrader.

4.~ Ergodicité (résultats connus)
Théoréme 3. (a)[3]

Soit ) suffisamment petit. Alors dq est ergodique.

®)[¢

Sott ) suffisamment grand. Alors dg n'est pas ergodique.

En effet, dans le cas de (b), il existe au moins deux conposantes ergodiques

reliées par 1'automorphisme - . La preuve de (b) contient en méme
P - \P p

temps 1'expansion de cluster [3]  aussi bien que 1'argumentation de Peierls,

adaptée pour la théorie quantique des champs.

C'est clair que 1'on s'intéresse d'avoir une théorie plus générale

de la structure des phases.



5.~ L'approximation classique

C'est 1'approximation classique qui donne la motivation de ces

résultats.

On généralise le cas PP = A qﬁ en considérant un polynfme P(£)

P(E) =L a, &’
i ]
qui est borné inférieurement . On prend dans ce cas

Ve = T o I ax c 3’2 uj(cK_”‘/z P, (%))
ol Hj est le jiéme polynbme d'Hermite.
L'approximation classique est décrite par deux paramétres Ec ,
m, définis par

2
E’:c

1]

une valeur de & qui minimalise P(E) + %’ £

1Y

m
c

"(E ) +
PU(E,) + 1
En prenant la série de Taylor ,

P(§)+l gz = constante + l—m2(€~§ )2 + L A(E-E )J )
2 2 ¢ e . i c
i23
1'approximation classique est valide si
DAl << »3i%3,
2) mc = |

On s'attend & ce que la mesure dq est presque Gaussienne, et que
< =
v Jﬁf dq ﬁvlgc

(et que la masse m des particules satisfait “lﬂuﬂ%)o

4
Le cas P(E) = A £ du théoreéme 3(a) est classique. La courbe

52 a la forme



avec gc =0, mc = 1 . La solution exacte pour dq donne {xp)= 0, ma~l .
Le cas du théordme 3(b) n'est pas classique. Il faut paramétriser
voir [ﬂ>.
On trouve alors le polynbme équivalent
-1}
pg) =agt -2 £2 v e, <<

et P(g) + %- gz a la forme

£~ . £+

avec les valeurs €. = £, E = i(SA)"/z y W, = 1 . Alors 1'approximation

classique doune deux solutions (deux phases).

6.~ Les probldmes ouverts

1. Dans le cas classique, est-ce que 1'approximation classique

décrit toutes les composantes ergodiques de dq ? [8]

2. Avec un polynbme Ppair(g)"u £, u>0D, est-ce qu'il existe

une seule solution ergodique pour dq ?

3. Est-ce que les surfaces des transitions de phase sont analyti-

ques par morceau ?

4. Est-ce qu'il existe des polynOmes P(£) tels que 1'om ait



trois, quatre, ... composantes ergodiques pour dq ? (Les points triples ...)

5. Est—ce qu'il existe une autre approximation simple qui décrit

la structure des phases en dehors de la région classique ?

6. Aprés ces questions du vide, on veut &tudier le spectre de masse

dans les théories des champs avec les transiticns de phase,

Pl

Je veux remercier M, Charles Pfister qui m'a aidé A apprendre

ces mots frangais.
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