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THEORIE SPECTRALE 

D'UNE CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS HYPOELLIPTIQUES 

Pham The Lai 

Institut de Mathématiques et dfInformatique 

Université de Nantes 

B. P. 1044 - 44037 Nantes Cedex - France 

§ 1. - INTRODUCTION 

Nous considérons dans ce travail un operateuv différentiel 

a(x,D) df ordre m défini sur un ouvert connexe fi de R n , dont 

les coefficients sont réguliers. Nous supposons que a(x,D) appar

tient à une classe d'opérateurs différentiels hypoelliptiques qui 

sont décrits au § 2 à lfaide d!une paire de fonctions poids intro

duite par R. Beals et C. Fefferman (3) • 

Nous supposons ainsi que a(x,D) est formellement auto-adjoint 

et que, par normalisation, Re a(x,£) + » lorsque |ç| + + » 

pour tout x € S7 • 

Considérons une réalisation auto-adjointe A de a(x,D) dans 

L^Çn) (semi-bornée ou non) et soit A*/t dE(t) sa résolution 

spectrale. 

Nous montrons que, pour t 6 R , la projection orthogonale E(t) 
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a un noyau et(x,y) qui est C (fi x ft) ; ce noyau est la fonction 

spectrale ; nous décrivons pour simplifier sa restriction à la dia

gonale : 

lorsque t + - 0 0 , nous montrons que et(x,x) est à décroissance 

rapide uniformément sur chaque compact de , 

lorsque t + + 0 0 , nous la comparons avec la fonction : 

( 1 . 1 ) e D (x,x) - ( 2 T T ) " 1 1 ( dÇ 

' jRe a(x,Ç)<t 

qui sera le terme .principal, le reste étant précisé à lfaide d'un 

réel 6 > 0 qui,-en pratique, est déterminé par la donnée de 

a(x,D) (6 est défini au § 2 par (2.8)). 

Le résultat, lorsque t + + « , est le suivant,.valable pour 

tout x * : 

(1.2) et(x,x) = (1 + t~
e60(1))eo>t(x,x) t - « 

pour tout 0 < 6 < 1/2 . 

(1.1) est obtenu par la méthode de S. Agmon et Y. Kannai, qui 

consiste à étudier un développement asymptotique du noyau de la ré

solvante de A en dehors dfune région parabolique et en déduire 

(1.2) par une formule taubérienne de A. Pleijel. 

Nous obtenons donc aussi dans ce travail un développement asymp

totique concernant la résolvante. Il redonne, avec les mêmes préci

sions, les développements des cas connus elliptiques (cf. 0 ) , (4), 

(12)) ou semi-elliptiques (cf. (7)). 

Signalons que N. Nilsson dans (11) a obtenu (1.2), avec seule-
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ment im reste logarithmique, dans le cas où a(x,D) est formelle

ment hypoelliptique. Bien entendu, dans le cas elliptique, on sait 

que L. HSrmander (cf. (6)) a donné la meilleure estimation avec 

9 = 1 , 5 étant égale à 1/m dans le cas elliptique. 

Par nos méthodes, il n'est pas difficile de voir que (1.1) est 

valable pour 0 < 0 < 1 , si l'on suppose en plus que Re a(x,Ç) 

a des coefficients constants. 

Le plan de ce travail est le suivant : 

Au § 2, nous donnons une description de la classe d'opérateurs 

que nous considérons. Nous y donnons divers exemples permettant 

d'illustrer (1.2). 

Au § 3, nous rassemblons les lemmes techniques concernant les 

majorations d'une paramétrix approchée de A - X . 

Au § 4, nous donnons le développement asymptotique du noyau de 

la résolvante (A - X)*"1 , lorsque X parcourt hors d'une région 

parabolique. 

Au § 5, nous donnons les résultats concernant la fonction spec

trale. Le résultat (1.2) est le corollaire .5.4 de ce paragraphe. 

Il y a deux appendices. L'appendice A sert à prouver un résul

tat de régularité locale d'une classe d'opéiateurs (pseudo) diffé

rentiels à laquelle a(x,D) appartient. L'appendice B rappelle 

un résultat de N. Nilsson concernant la fonction définie par (1.1) 

et prouve quelques résultats techniques d'une intégrale de Stieljès 

liée à la résolvante. 

Nous remercions le "référée" de la communication du travail de 
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A. Tsutsumi (14) ; cet auteur étudie le noyau de la résolvante et 

la fonction spectrale d'une classe d'opérateur différentiel hypo-

elliptique proche de la classe (P,<S) de L. HSrmander et donne 

seulement un encadrement de la fonction spectrale. 

§ 2. - UNE CLASSE D'OPERATEUR DIFFERENTIEL HYPOELLIPTIQUE 

Nous considérons un opérateur différentiel d'ordre m , 

a(x,D) - I aa(x)D
a défini sur un ouvert connexe fl de ]Rn , 

dont les coefficients sont C (") , bornés, ainsi que toutes les 

dérivées. Rappelons que, suivant L. Hormander, a(x,D) est dit 

hypoelliptique si 

supp sing a(x,D)u = supp sing u u « (fl) . 

Dans le cas d'un opérateur P(D) à coefficients constants 

d'ordre m , on sait que l'hypoellipticité de P(D) entraîne 

l'existence d'un réel 6 vérifiant 0 < ô < 1/m et une constante 

C > 0 tels que : 

(2.1) |lfp(Ç)| < C(|P(Ç)| + I) 1"*! 0! 

pour tout Ç « R n , a multi-indice. 

Dans le travail CM) de N. Nilsson, cet auteur considère un 

opérateur a(x,D) tel qu'il existe un polynôme p(£) hypoellip

tique de même force, au sens de L. HSrmander, que le polynôme en 

(*) Avec ÙL notation ai utile. 
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Ç , a(x,Ç) , pour tout x e fl , Un tel operateur est dit formel

lement hypoélliptique et de type P . On sait qu'il est hypoellip-

tique. 

Nous considérons ici le cas où a(x,D) n'est par nécessaire

ment formellement hypoélliptique ; cela permet de traiter des 

opérateurs qui possèdent des types de dégénérescence forte (par 

exemple, voir l'exemple 4 de ce paragraphe). 

Dans (2)> R« Beals a prouvé l'hypoellipticité d'une classe 

d'opérateur pseudo-différentiel vérifiant des conditions de domi

nation (analogues à celles de (2.1)) exprimées à l'aide d'une paire 

de fonctions poids <J> , ̂  » introduites dans (3) par R. Beals et 

C. Feffcrman. 

Rappelons ici les hypothèses concernant <J> , ̂  . Deux fonc

tions continues sur H n *]Rn , <Kx,Ç) , v (x,Ç) , sont dites 

une paire de fonctions poids s'il existe des constantes 0 < e < 1, 

0 < y < 1 , des constantes génériques c, C telles que : 

(i) G < < C<Ç> = (1 + | Ç | 2 ) , / 2 ; c<Ç>~e < v>(x,Ç) < C 

(ii) c<ï>v < *(x,Ç) *>(x,£) 

(iii) <|)(x,Ç)/̂ (x,Ç) « (y,Ç)/v»(y,Ç) lorsque <Ç> « <n> 

(où A « B signifie que c < A/B < C). 

(iv) <K*,0 « *Cy,n) et tp (x,0 « v> (y,Ç) lorsque 

|y - x| < c v(x,Ç) et |n - Ç| < OJ>(x,Ç) . 

A l'aide de 4», <p , nous faisons les hypothèses suivantes sur 
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le symbole a(x,Ç) Je a(x,D) : 

(I) Il existe m' > 0 tel que, pour tout compact c c fi , il 

existe une constante C > 0 telle que : 

C<Ç>m' < |Re a(x,Ç)I 

pour x « cr , Ç « R n , |£|>C. 

(II) Pour tout compact o c fi , tout a, 3 multi-indice, il 

existe une constante C > 0 telle que : 

|8°D*a(x,Ç)| < C|Re a(x,Ç) |<f,ct| *>~,ei 

pour x « o , £ « 3Rn , |Ç|>C. 

Un tel opérateur est hypoélliptique d'après R. Beals. 

Pour simplifier l'énoncé, nous dirons qu'une ptioptu.ttt £p(x,£) 

U>£ MKOJLZ. ginî/-Âqazm<Lnt si pour tout compact a c fi , il existe 

C > 0 telle que £P(x,£) soit vérifiée pour x e a , |ç| > C . 

Si l'énoncé fait intervenir des constantes, ces constantes dépen

dent de o* . 

REMARQUE. - Comme les résultats qui vont intéresser sont de carac

tère local, il est évidemment possible de considérer une paire de 

fonctions poids <J> , f> y continues sur fi x H n et satisfaisant 

les hypothèses (i), (iv) génériquement. Mais une réduction clas

sique (cf. (2)) du local au global montre que l'on peut se rame

ner à H n x E n .. 

Notons < , > le produit scalaire dans Î Çfi) : 
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<u,v> = /fi u(x)vTxTc]x . 

Nous ferons, dans toute la suite, l'hypothèse que a(x,D) est 

formellement auto-adjoint, c'est-à-dire : 

<a(.,D)u.v> = <u, a(.,D)v> 

pour u, v « !£>(&) ^ . 

On peut alors écrire : 

a(x,D) = ao(x,D) + a j (x,D) 

où le symbole de aQ(x,D) est ao(x,ç) = Re a(x,ç) et le symbole 

de a, (x,D) est : 

C2.2) a, (x,Ç) = i Im a(x,ç) = \ \ 1 ^ 3 « E P # 

Alors, (2.2) et les hypothèses (i), (II) prouvent que l'on a, 

gênériquement : 

(2.3) |3^ a ](x,Ç)| < Cae|ao(x,ç)U-l
al-^-|B|-l , 

Alors (2.3) et les mêmes hypothèses prouvent que l'on a, gêné

riquement : 

(2.4) |3^a o(x,Ç)| < C a 6|a o(x ,Ç) |^l«U-|6|. 

En vertu de (2.3), (2.4) ; de l'hypothèse (I) et de la connexi-

té de Ci , alors, ou bien aQ (x,£) a pour limite +• , ou bien 

(*) 2>W l'upacz de. L. Sckavttz de* &onUL0yu> £°°(n) à 
tuppotà compact. 
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a0(x,Ç) a pour limite - « , lorsque |S| •* 0 0 pour tout x « fi . 

On peut donc supposer que, pour tout x e fi : 

(2.5) , lim aQ(x,Ç) = + « . 

Quitte à remplacer A par A + cte , on peut supposer aussi 

que : 

(2.6) 1 < a0(x,5) 

pour x < fi , Ç « ]Rn . 

On trouvera à l'appendice A le résultat de régularité local 

suivant concernant a(x,D) : pour toute fonction n e I£>(fi) , il 

existe une constante C > 0 telle que : 

(2.7) |nu|B, < C(|a(x,D)u|0 + |u|Q) 

pour tout u e L2(fi) tel que a(x,D)u « L2(fi) (où m' est le 

réel > 0 donné par l'hypothèse (I). 

Dans.(2.7), | | s , pour s réel, désigne la norme de l'espace 

de Sobolev usuel HsQR
n) . 

REMARQUE. - Le résultat (2.6) est bien connu lorsque le symbole 

a(x,£) appartient à la classe S p f de L. HSrmander (cf. (5)). 

Dans 1 ! introduction nous avons fait intervenir dans 1f énoncé 

du principal résultat un réel positif ô . Il est défini comme la 

meilleure constante > 0 telle que : 

( 2 . 8 ) a 0(x ,Ç) 5 < C * ( X , Ç ) I P ( X , 0 
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pour tout x e fi , Ç e R n . 

L'hypothèse (ii) et le fait que a(x,D) est un opérateur dif

férentiel d'ordre m prouvent que ô vérifie : 

(2.9) S * 4 

Pour illustrer le résultat (1.2), nous donnons différents exem

ples suivants : 

EXEMPLES. - 1) Si a(x,D) est elliptique d'ordre m , on a 

6=1 et le résultat annoncé est bien connu (cf. Q), (4), 02)). 

En fait, d'après (6), on a le résultat optimal avec 6 = 1 , sur 

la diagonale x = y . 

2) Dans (2), Y. Kannai a étudié des opérateurs semi-

elliptiques (où quasi-elliptiques). A cause de la non-invariance 

des définitions par changement de variable, nous nous restreignons 

ici à rappeler la définition dans le cas = ]Rn . 

A la place de l'entier m , donnons un multi-indice d'entiers 

positifs m = (m.,... ,mn) et pour un multi-indice a , notons : 

n 

k-1 K K 

Soit a(x,D) = T a (x)Da . Alors la partie semi-princi-
Ja:mj<l a 

pale de a(x,D) est, par définition, l'opérateur 

a'(x,D) = l aa(x)D
a . On dit alors que a(x,D) est semi-

|o:m|«l 

elliptique dans fi si a' (x,Ç) f 0 pour Ç « R N - 0 , pour tout 

Alors, nous avons les résultats (2.10) et (2.11) avec 
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(2.10) • 

En fait, si nous posons : 

(2.11) <Hx,S) - (1 + l \Kk\
2mk)ô/2

 ; *(x,ç) = 1 

il est facile de voir que l'hypothèse (I) est vérifiée pour 

m1 • inf mj. et l'hypothèse (II) est vérifiée pour la paire de 
le 

fonctions poids (2.11). 

Comme 

|a(x,Ç)| < C(1 + l \Kk\
2mk)U2 , 

k=»l 

(2.8) est réalisée avec 6 donné par (2.11). On a donc le résul

tat (1.2). 

Si nous supposons de plus que ac(x,D) - a'(x,D) ne contient 

pas de termes de dérivation D a pour 

1 - ô < |ct : m] < T 

alors, dans (1.1), on peut remplacer en ,.(x,x) par : 

• ; f t C x , x ) - (2t-f» / a . ( X ) 0 < t a? , 

nous retrouvons le résultat principal de Y. Kannai. 

3) Si a(x,D) est formellement hypoelliptique et de 

type P , on peut choisir 6 égal à la meilleure constante don

nant (2.1) et vérifier les hypothèses (I) (II) avec la paire de 

fonctions poids : 
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•(x,ç) - (|P(5)I + 1) 6 ; *(x,ç) = 1 . 

Alors le résultat (1.2) améliore le résultat de N. Nilsson. 

En fait, N. Nilsson donne seulement l'estimation logarithmique 

du reste : 

et(x,x) = [1 + (Log t)"
l0(1)]eo>t(x,x) t + + ». 

4) Un exemple d'opérateur a(x,D) qui est hypoellip-

tique sans Ôtre formellement hypoelliptique est le suivant : 

a(x,D) = |x|2kP(D) + Q(D) 

où k est entier > 0 et P, Q deux polynômes hypoelliptiques# 

do même signe. 

C'est le type classique d'un opérateur non formellement hypo

elliptique : en effet, en tout point x f 0 , a(x,D) est de 

même force que P et à l'origine, l'opérateur dégénère et a la 

force Q . 

Supposons pour simplifier que P et Q sont positifs. 

Comme P et Q sont hypoelliptiques, il existe r> 0 , 

s > 0 et m' > 0 tels que : 

| 3 j p | < C(P(Ç) + 1)~ r' a l 

|3*QJ < CtQCO + 1)" S ; 
(2.13) ç 

c<Ç> m ' < Q(Ç) 

|ç| assez grand. 
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En utilisant 1'inégalité, valable pour 0 < e < 1 : 

| x |2kO-9) £ a(x,Ç)P(ç)"
,(P(Ç)/Q(ç))9 

(qui découle immédiatement de |x|2kP(ç) < a(x,Ç) et 

Q(0 < a(x,Ç)) il est aisé de montrer, d'après (2.12) et (2.13), 

que l'on a : 

(2.14) |3°D*a(x,Ç)| < Ca(x,ç)<Ç>-plal<Ç>P'ls| 

avec : 

p = inf (r,s) ; p' = J J - . 

Si nous supposons que : 

p - p 1 > 0 

(2.14) montre qu'avec la paire de fonctions poids 

4>(x,Ç) = < Ç > P ; *(x,ç) = < Ç > - P ' 

nous vérifions les hypothèses (I) et (II). 

Comme (2.8) est réalisée avec 6 = P ~ P*. , on a le résultat 

(1.2) avec cette valeur de <$ . 

§ 3. - LEMMES CONCERNANT UNE PAJRAMETRIX APPROCHEE DE A - A 

Nous faisons dans toute la suite les hypothèses du § 1 concer

nant a(x,D) . Nous allons construire une approximation'd'une pa-

ramétrix à droite de A - X . 
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Pour X , notons : 

ax(x,£) - ac(xfÇ) - X. 

Suçant le schéma classique de L. Hôimander (cf. (5)), nous 

construisons une suite de symboles b >(x,£), b. b. ..... 
О , A 1 , A J » A 

en résolvant par récurrence, gêneriquement, les équations : 

(3.1) a xb 0 > x = 1 

(3.2) b j > x 

o<£<j o<£<j 

LENME 3.1. - On a дЫ&Щигтыг£, роил tous muLU-lndlcte a, 3 

zt tout j > 0 : 

(3.3) l ^ b j > x U C | b 0 ) X | ( 2 J + ^ + l e | |ЬоДао|к)(Ф,Яф-'в1*-161 

роил, tout X ф. *R+ . 

Рлеаие : Pour j = 0 , il est aisé de voir que l'on a : 

P • • • P 

où la sommation est prise pour 

(3.5) 1 < к < |a| + te| ; a1 + ... + a k = a ; &* + ... + f k = g. 

En utilisant (2.4) et (3.4), nous obtenons (3.3) pour j « 0 . 
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Ensuite (2.3), (3.2) et (3.3) pour j = 0 donnent 

l b . , x l ^ c l b o , x l ^ l b 0 > v > 0 |
k ) W * > ) - ' • 

En dérivant (3.2), une récurrence sur |a| + |g| prouve que 

(3.3) est vrai pour j = 1 . De la même manière, pour une récur

rence sur j on démontre le lemme. 

REM/\RQUE. - Le résultat (3.3) est vrai, que a(x,D) soit diffé

rentiel ou pseudo-différentiel. 

En utilisant le fait que a(x,D) est différentiel d!ordre m , 

on peut préciser (3.3) par la suivante : 

Dans (3.3)', nous avons noté [x] le plus grand entier < x 

lorsque x est > 0 et là convention [o] - 0 . 

Cette amélioration est importante pour la suite. 

Montrons que (3.3)1 est vraie pour j = 0 . 

Utilisons (3.4) avec la sommation (3.5). 

Comme a Q est différentiel d1ordre m , les longueurs 

| a

xj > m dans la sommation (3.S) donnent des dérivées en Ç nul

les ; par conséquent 

(3.« [H] < k < M * |e! 
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car si k < [-1^1-] , on aurait 

Ce qui est contraire à la deuxième égalité de (3.5). 

Alors (3.6) donne (3.3)' pour j = 0 . 

Commençons à prouver (3.3)' pour quel que soit j dans le cas 

|o| = |6| = 0 . 

Dans ce cas, si j < m , d'après (3.3) il n'y a rien à prouver. 

Considérons le cas j > m . 

Comme a Q et aj sont respectivement différentiels d'ordre m 

et d'ordre m - 1 , on voit que les sommations dans (3.2) donnant 

h. . s'écrivent : 

(3.2)' b j f X 

\j-m<Z<j j-m<£<j f 

Alors (3.3)1 est vraie, dans le cas |<*| - |B| » 0 , pour 

j « m + 1 ; il suffit dfutiliser (3.2)f, (2.3), (2.4) et (3.3). 

On va montrer que (3.3)1 est vraie, dans le cas |aj » JgJ = 0 , 

pour m < j < 2m par récurrence. Supposons donc que (3.3)1 est 

vraie pour j - 1 et prouvons qu'elle est vraie pour j . 

Pour jl tel que j - m < Jt < j et a tel que |a| = j - % , 

on a : 

KxW X l b o . X a | k ^ " 3 • 
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Une majoration similaire a lieu pour le terme -~ 3°a,Da.b„ . 

pour j - m < £ < j . et |a| « j - i - 1 . Donc (3.3)1 est vraie, 

dans le cas |a| = 13! = 0 , pour j en utilisant (3.2)'. 

Par conséquent (3.3)1 est vraie, dans le cas | ex J = |$| = 0 , 

pour m < j < 2m . 

On procède ensuite par récurrence sur h lorsque 

hm < j < (h + 1)m pour montrer que (3.3)f est vraie, dans le cas 

ja| - 131 3 0 , pour tout j . 

Il suffit ensuite de raisonner par récurrence sur |a| + |3I 

par un raisonnement analogue à celui fait dans le cas j = 0 . 

On a donc achevé de prouver (3.3)' . 

Pour chaque j > 0 , notons bj ̂ (x,D) l'opérateur pseudo

différentiel de symbole b. *(x,Ç) : 

(3.7) bj>A(x,D)u(x) = /bj>x(x,Ç)Û(S)e
i<x'Ç>d4 u « CM*?) 

où nous avons noté d£ « (2ir)~n/ d£ , <x,Ç> = Y x.Ç. et : 

Û(0 - /e~i<ç'x>u(x)d* . 
t 

Il est aisé de vérifier, grâce à (3.3), que b. 1(x,D) est 

continu de dans £(p.) et peut être prolongé en un opéra

teur continu de [£y (Œ) dans £y (G) . Comme dans (6), on voit 

que le noyau distribution b. ̂  (x,y) de b. <v(x,D) est une 

fonction C09 en dehors de la diagonale de Q * Q . 

De plus, en utilisant (3.3), l'hypothèse (I), la propriété . 

(2.8) et le théorème de Fubini, il est aisé de voir que b. , (x,y) 
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est de classe Q (G x Q) si m' (1 + j6) > n + k . En particulier 

bj)X(x,y) est continu sur n x a p o u r tout j > 0 si m' > n . 

Dans ce cas, le noyau est donné par la formule : 

(3.8) bj>x(x,y) = (27r)-
n / b j > x(x,Ç)e"

i < x" y' Ç >dÇ . 

Pour chaque x € fi fixé, l'opérateur différentiel à coeffi

cients constants a Q > x(D) obtenu à partir de aQ(.,D) , les coef

ficients pris au point x , a un symbole a Q x(Ç) = aQ(x,Ç) qui 

vérifie : 

|B?a o > x ( 0 | <C oa o > ] t C0*(x > Ç)-l
al . 

Cela est évident en vertu de (2.4). 

Comme c<Ç>v < <f>(x,Ç) en vertu des hypothèses (i) (ii), nous 

en déduisons que, pour a f 0 : 

8ç ao,x^ / a o , x ^ ** 0 lorsque |ç| + • . 

Donc a Q > x(D) est hypoelliptique, d'après L. HSrmander (voir 

par exemple : L. Hormander, Linzax pa/uUaZ di^ejuzntcat opeJuUox., 

Springer Verlag (1963) p. 99. 

Suite à l'introduction, considérons e_ ..(x,x) : 

(3.9) e0ft(x,x) = C»)"
11
 I % i X t K H t àï . 

Comme fonction de t , elle est monotone croissante. D'après 

(2.5), elle est nulle pour t < 1 . 

Comme a Q > x(D) est hypoelliptique, nous avons, d'après la pro-
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position de l'appendice 1, qu'il existe des constantes 

A(x), r(x) > 0 et un entier p(x) > 0 tels que : 

eft + (x,x) ~ A(x)t
r M (Log t ) p M t * + <» . 

l'hypothèse (I) et le fait que a(x,D) est différentiel d'or

dre m montrent facilement que nous avons : 

(3.10) § S r W s £ . 

Dans toute la suite, pour deux fonctions f(X) , g(X) d'un 

paramètre X vérifiant f (X) « 0[g(X)] lorsque |X| + » , 

nous utiliserons la notations suivante par commodité : 

f(X) - g(X)0[l] |X| -> + - . 

Ш М П 3.2. - Sappoion& m' > n . 
VOUA tout j > 0 , Zt noyau b.(x,y) dz b. (x,D) zbt contl-

па лил fi * ]Rn . 
Noua avonA : 

(3.11) bj(x,y) 

= A(x)(^J T) 2 J + 1 |xr 1 + r ( x )-J 5(Log |X|)P(X>0(1) ИД*" 
uni£oAmîmnt touque. (x,y) ралсоиМ. cr * ]Rn , a compact de. 

fi . 
Ho ai avoYi& noté, danb (3.10) 

d(X) = dist (X,R+) . 
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Rteuvc : Coimne aQ(x,Ç) > 0 , nous avons, d'après un calcul 

facile : 

|aQ(x,Ç) - X| > d(X) 

|ao(x,0 - X| > ^ a o ( x , Ç ) 

pour A ÇÉ H + . 

D'où : 

(3.12) lb0>x(x,Ol Sl-^J^ » |X| • 

Donc, en utilisant (2.8) et (3,12), on a, pour tout k et j 

entiers > 0 : 
ak-jS 

l b o , x a o l k C * v > r j < c ( ^ ) k TTTx jT " 

pour X * R + . 

Pour jjjj + 1 < k , on a évidemment : 

(3.14) 2<[I] + ,< k. 

En vertu de (2.9)(3.14) on a donc : 

(3.15) 0 < k - jô < k . 

On peut donc utiliser l'inégalité classique x^y* < x + y 

(valable pour x,y > 0 et 0 < a < 1) pour obtenir de (3.3)1, 

et (3.15) la majoration qui a lieu génériquement : 

(3.16) iVfcOlscyày 3J% + M 
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pour X £ ]R+ . 

Comme m' > n , on a d'après (3.8) : 

(3.17) |bj,ACx.y)l 1 (27r)-n / |bj>A(x,€)|dÇ . 

Alors (3.16), (3.17) et la proposition B.2 de l'appendice B 

donnent (3.11) car il est clair que l'on peut écrire, en utilisan 

la définition (3.9) : 

f dg f deQ t(x,x) 

I Vx,Sj + lAl " J 0 "t+[X| • • 

REMARQUE. - Lorsque m' n'est pas nécessairement > n , on a enco 

re (3.11) pour j tel que m»(1 + jô) > n . 

En effet, on voit facilement que l'on a : 

f lit 12J+1 r- m 

( t + | A | ) U + 2 

Comme : 

On peut alors utiliser la proposition B.2 de l'appendice B 

pour obtenir (3.11) dans ce cas. 

Nous avons besoin de la précision supplémentaire sur (3.11) 

lorsque Re X + » . Notons c(x) = sup (1,p(x)) 

LE>ïC 3.3. - Supposons m' > n . 
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VouA tout j > 0 , noua avom : 

(3.11)' b j > x(x,y).-

c(x)A(x)(^) 2 j |xr J 6(Re X ) - 1 + r ^ ) ( L o g R e x ^ L o g § ^ 0 ( 1 ) 

|X| " > X ̂ ÉRn , Re X > 1 , uYiL&ofimmzwt 6uA a x]Rn , a 

conpact dz Œ . 

VKZWOZ : Au lieu de (3.16), nous avons aussi, génériquement : 

Donc : 

Il suffit alors d'utiliser la proposition B.3 de l'appendice 

В et (3.10) pour conclure. 
En dehors de la diagonale, nous allons voir que b. ,(x,y) 

j»x ' 
décroit rapidement par rapport à |x| pourvu que X soit en de
hors d'une région parabolique. Pour 0 < 6 , notons la région : 

J ? Q = {X e С , Xé Ж+ ; < c(1 + |X|)85} . 

Alors dans la région < ^ х / 2 , nous avons le : 

LEMC 3.4. - Soit T Ï J, n 2 dzux fonction* dz 2ХЙ) à tuppoAtb 

dtijoint*. Alou, роил tout j > 0 , tout multi-lndiaz В , Vopl-

ла£еил TijD .bj^(x,D)n2 Д роил noyau 

cx(x,y) s nj(x)D^bj>A(x,y)n2(y) , qui tet donc £*(Q x Q) . 
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Роил, tout p > 0 , поил avoivb : 

(3.18) сл(х,у) - lAfpO(1) |X| + + со , x, <JÇ . 

anl^oAnûmz^it бил Î2 x й . 

Рлеиие : Nous prouvons (3.18), le reste étant évident. 
Commençons par le cas 3 = 0. 
Pour un multi-indice a , nous avons : 

3aei<^y,ç> e ( x _ y)aei<^y,ç> 

Si lfon prend a tel que : 

(3.19) m'O + jfi + |a|ô) > n 

il est aisé de voir que lfon a : 

( x " y ) C t b j , x ( x ^ = C 2 f f)" n/(- V a b j , x ( x » ^ - e i < x " y , ç > ^ 

le second membre étant intégrable. 
Nous obtenons, en utilisant (3.3)' : 

|Сх-у)^>А(х,у)| 

(t + I A | ) L » J + 2 

(3.19) prouve que : 

(3.20) £ - 1 <«(j.|e|)i + T . 
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L1 hypothèse (I) prouve qufil existe pour tout compact a c Í2 ui 

constante C a telle que : 

(3.21) e0fX(t) <C 0t
n / m' 

pour tout x c o , t > 0 . 

De plus, il existe d > 0 telle que |x - y| > d pour 

x c supp nj et n * supp n 2 • Nous déduisons de (3.20, (3.21) et 

de la remarque 1 qui suit la proposition B.2 de lfappendice B 

pour obtenir : 

C x C x > y ) . r i « iyè ! r )
2 J + , ' | :Vr ," 0 +i«i> 4ixi»/-'o ( i ) 

1XJ •> + » , X £]R+ , 0(1) étant uniforme sur £2 x Q . 

Nous avons donc : 

cx(x,y) = d-î 0 6!|xf a 2 | x f ^ f o ( D | x | - + «, X , ^ ? 1 / 2 

ce qui donne (3.18) en prenant |a| suffisamment grand. 

Si 3 ^ 0 , nous prenons a tel que : 

m1 (1 + jô + |a|ô) - |6| > n . 

On voit alors aisément que (x - i (x,y) est une somme 

finie de ternies de type : 

gx(x,y) - / ( - V ^ j . x ^ ^ * ^ ' ^ ' ^ 

avec Y + Y 1 s 3 > ̂ e second membre étant integrable. 
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Utilisant de nouveau (3.3)* et les hypothèses 4 , y> , nous 

obtenons : 

lg xC
x .y)1 

< c f IXJ l ^ ' H e l - r t £ T J
 deo x(x,x) 

(t + | x | ) L m J 

(avec 0 < e < 1 donnée par l'hypothèse (i) concernant ? ) . 

En vérifiant que : 

« . i . « l iL*±d < «a • l«D * P - T M I + 1 

nous terminons comme auparavant. 

Pour N > 0 , notons : 

(3.22) 

ôNïX(x,D) = (a(x,D) - X)£/^x(x,D) - Id . 

D'après les formules (3.1) et (3.2) nous voyons facilement que 

le symbole de « N x(x,D) est donné par : 

(3.23) ôNïX(x,£) 

Dans le premier terme du second membre de (3.23), puisque 

a0(x,Ç) est un polynôme de degré < m en Ç , la sommation a lieu 

pour 
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j + |o| > N ; (N - m ) + < j < N - 1 . 

Nous avons noté (x)+ la partie positive de x . 

Donc en utilisant (2.4) et (3.3)', ce terme est majoré généri-

quement par : 

/ 2N+nr-2 . \ 

clbo,HÂ.|bo,xa° 7* 
Dans le second terme du second membre de (3.20), puisque 

a(x,Ç) est un polynôme de degré m - 1 en Ç , la sommation à 

lieu pour 

j + |ot| > N - 1 ; (N - m ) + < j < N - 1 . 

Donc, en utilisant (2.3) et (3.3)', ce terme est majoré généri-

quement par la môme expression que précédemment. Nous avons donc, 

génériquement : 

(3.24) l«N>xCx,Ç) i C/ Z l b 0 ) X a 0 |
k W ri* 

pour X £ R + . 

Nous avons le : 

LEMME 3.5. - Pou* N > ̂  > & 5N,X ( x»^ d z ôN,X C x» D ) 

tt>£ continu iuA. 8 x ]R+ . 

NOUA ><ivoni, pouA e vlKlilcmt 0< e £ Nrn'ô - n 
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6N,X^.X) « y^jj M m 0(1) | X | - - , X « ]R+ . 

0(1) z&t un¿¿o>unz zn x, y e o x ]f , a compact dz °. . 

P/icave : Puisque N > , (3.24) prouve que : 

ôN,x(x,y) - (2ir)"
n / 6N>x(x,Ç)e

i<3c"y'Ç>dÇ 

le second membre étant integrable. 

Nous avons, génériquement, d'après (3.24) : 

Comme 

N |~(N * "M 
- m L m J 

et 0 < e < Nm'ô - n , nous pouvons utiliser l'inégalité 

xl-cyx < x + y p 0 u r obtenir, génériquement : 

L!hypothèse (I) prouve que 

O 

est integrable, dfoù le lemme. 
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§ 4 . - D E V E L O P P A I E N T ASYMPTOTIQUE DU NOYAU D E 1 A RESOLVANTE 

Considérons maintenant une réalisation auto-adjointe A de 

a(x,D) dans L2(fi) . C'est par définition un opérateur auto-ad

joint tel.que 12 (̂fi) C D ( A ) > le domaine de A , et vérifiant 

Au = a(x,D)u au sens des distributions pour tout u « D(A) . 

Soit un compact a c fi et considérons deux fonctions T , n 

de > telles que n = 1 sur a et xn = n . 

Pour N > 0 , considérons pour X ̂ 1R+ l'opérateur pseudo

différentiel : 

Q N, x(x ,D) = T£^ x(x ,D)n . 

En vertu de (3.3) et de la définition (3.22) de £PM , il 

W f À 

est clair que le symbole de £P N > x(x ,D) vérifie génériquement : 

i»&^cx.<oisc x <H 'Vi»l . 

D'après R. Beals (cf. (2)), £P„iX(x,D) opère de L*oc(0) 

Xoc 

dans L 2 (fi) , par conséquent Q N > x(x , D ) opère continuement de 

L2(fi) dans L2(fi) . Notons Q ^ x ce prolongement dans L2(fi) . 

Considérons aussi l'opérateur pseudo-différentiel, pour 

X £ïl+ : 

(4.1) V X (
X » D ) =

 te&M " X ) Q N , A ( X , D ) - n . 

Il est clair que ^ N > X ( X , D ) envoie £}(fi) dans f2X&) . 

LEMME 4.1. - POUJL N > JJy , £e not̂ aa A^fc.y) de A„fX(x,DJ 

e6-t con-tc>ut 4 a* fi * fi . 
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Voun 0 < 0 < 1/2 , il exiote. q > 0 indépendant N tel que. : 

(4.2) y x(x,y) = | x r 6 ( l- 2 0 ) + qO(1) |X| * + • , X £ ^ 

tuu.(Jo.tm5nieji>t 4UA fi x fi , 

Preuve : x(x ,D) s'écrit : 

y x ( x , D ) - x(a(x,D) - X)£A5,>x(x,D)n + [a(x,D) ,x]£7^x(x,D)n - n . 

Nous avons notò le commutateur : 

[a(x,D),x] = a(x,D)x - xa(x,D) . 

Utilisons (3.22), nous obtenons : 

(4.3) y x(x>D) -
 TÔ

N,X(x>D)n + [a(x,D),x]£PNjX(x,D)îi . 

D'après le lemme 3.4, le noyau ^ x(x,y) de 

[a(x,D),x]£^x(x,D)n est £~(fi x fi) et est majoré par |X|""p 

pour tout p > 0 , pourvu que X « <J^\j2 > l̂l assez grand. 

D'après le lemme 3.5, puisque N > , le noyau x(x,y) 

de t ^ N J X ( X , D ) T I est continu sur fi x fi et est majoré : 

c | x | - N 6 ( l - 2 e ) + q 

lorsque X « <^/^ , |X| assez grand, q étant un réel > 0 in

dépendant de N (on peut prendre par exemple q = h + (m - 1)85 

avec h le plus entier strictement plus grand que ) • On 

obtient ainsi le lemme. 

Dans les conditions du lemme précédent, on a donc : 
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(4.4) 'nlyxCx,y)|dy < c|xrN 6^- 2 e>+q 
/я1Чх(*.у)1<1х * c |x f N 5 ( , : 2 0 > + q 

les intégrales dans (4.4) ont lieu sur les compacts de fi car т 
et Л ont des supports compacts, car d'après (4.3), le support 
de Aw х(х,у) vérifie : 

(4.5) s u P P x > y ANjX(x,y) с Г5ирру T(X)] x [ s u p P y n ( y ) ] ̂  

Un résultat classique de continuité dans L2(fi) p r o u v e > d , a p r ô s 

(4.4), que y x(x,D) est prolongeable en un opérateur continu 

dans L2(fi) , noté x . 

On va maintenant montrer que pour u e L2(fi) , Q N xu « £>(A) 

et l'on a : 

(4.6) A N > xu « (A - X)QN>xu - nu u e L2(fi) . 

En effet, si u n « £&(«) converge vers u dans L2(fi) 

Y x u » QN,Xun e t n u

n convergent dans L2(fl) . Donc 

(A - A)Q N > xu n converge aussi dans L2(fi) en vertu de (4.1). 

Comme A est fermé, Q N > xu e £>(A) et on a (4.6). 

De (4.6), on en déduit, A étant auto-adjointe : 

(4.7) Q N > X - (A - X)"
1 = (A - X ) H A N > X 

pour tout ^ E , 

Voici le résultat principal de ce paragraphe. 

THEOREME 4.2. - Suppoton* m' > n . Роил. X 0JR , ы vivante. 
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Rx = (A - X) 1 cbt шг optnateux intUgncil avec un noyau Rx(x,y) 
continu 4>ил fi x fi ; 

RA(x,y) a un développement алijmptotique hou d'une lésion parabo
lique : 

00 

j=a J»A 

ctouti le 4еил •iiu.vaibt : 

Роил e > 0 il existe q > 0 , tel que роил, tout N > i ; 

*~ о 
N-l 

(4.8) Rx(x,y) - ^ bj>x(x,y) + |X|"Ne+tb(1). |AJ - • 

X vérifiant 

1 - £ î 

llm X| > |X| * 

uniformément louque x, y « a x a , a compact с fi 
Р<ш (4.8), £e4 b^x(x,y) vérifient : 

(4.9) bj>x(x,y) = A(x) |X|
 , + r< xbje ( L o g jxJ)P(x>0.(1) |x| - + 

0(1) eit uniioAme бил a x R , X иёл^^ал^ 
1 - f e 

llm X| > |X| 2 
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eX : 

(4.10) b0>x(x,y) = 

c(x)A(x) (Re X ) ~ , + r ( x ) (Log Re X) p ( x )Log 0(1) |X| - » . 

X vltU-hiaixt Re X > 1 et X £ R + , mvi^o^ément OJJI a x j f , 

a compact de 8 . 

Rappc&wA que c(x) = sup (1,p(x)) . 

P/teaue : R x est un opérateur continu dans L 2 ( °0 et l'image 

de R x est dans H^c(«) en vertu de ( 2 . 6 ) . L'adjoint hilbertien 

R* est R x , donc l'image de R* est aussi dans H*?
C(G) . 

Alors la conclusion sur le noyau de R x est une conséquence.de 

l'hypothèse m' > n et d'un résultat bien connu de S. Agmon et 

Y. Kannai (cf. ( 1 ) ) . 

Il reste à prouver (4 .8) et ( 4 . 9 ) . 

Soit a un compact de P. . Considérons alors deux fonctions 

T , n e 2 X G ) vérifiant xn = n et n - 1 sur un voisinage de a . 

Avec ces données, nous avons ( 4 . 6 ) . Comme m' > n et N > i . les 

noyaux de Qj^ x et y x sont aussi continus sur ÎÎ x p. d'après 

les lemmes 3 . 2 et 4 . . 1 . 

Comme QN>x(x,D) =
 T ^ â , x C x » D ) n , nous obtenons de (4 .7 ) : 

( 4 . 1 1 ) n(x)BN>x(x,y)n(y) - n(x)Rx(x,y)n(y) 

- n(x) J Q Rx(x,2)AN>x(z,y)dz 

pour tout x, y e Q x Jî , X £]R . 
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Dans (4.11), nous avons noté : 

N-l 
^(x.y) = J bj x(x,y) . 

L'intégrale du second membre de (4.10) est convergente à cause 

de (4.5). 

Soit d'autre part ç e 2 M Q ) telle que çx = T , ç égale à 1 

sur a . Alors, d'après (2.7), il existe une constante C > 0 telle 

que : N 

|çu|a, < C ( | A u | 0 + l u l j u < 2 X A ) . 

Il vient : 

| O i | B . < C ( | C A - ' X ) u | O f 0 + I X H u l j u « 5 X A ) . 

En remplaçant dans l'inégalité précédente u = R̂ f , f « L2(fl), 

nous obtenons 

(4.12) |çRxf|B. 1 C T Î ^ ! X T |£| 0 > 0 f < L2(0) . 

Nous avons utilisé le fait bien connu que puisque A est auto

adjoint : 

Utilisant lf inégalité de Sobolev* puisque m1 > n : 

sup |u(x)| < |çu| , 

nous obtenons de (4.12) avec f la fonction f' , y e a : 
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la majoration : 

sup | /flRx(x,z)A (Z,y)dy| < !çR xf y lm . < C-pl^q- I f y l 0 • 
xta 

Comme : 

nous utilisons encore le lemme 4.1 pour obtenir finalement : 

, , -NC+q+A 
(4.13) sup | /fl Rx(x,z)A x(z,y)dy| <C|X|

 2 

pour X tel que 

llm X| > |X| 2 

[Xj assez grand. 

Alors (4.11) et (4.13) donnent (4.8). 

(4.9) est immédiat en vertu du lemme 3.2 et (4.10) résulte du 

lemme 3.3. 

Nous avons achevé la preuve du théorème 4.2. 

REMARQUE. - 1) Lorsque aQ(x,D) est à coefficients constants, il 

est possible d'améliorer le théorème 4.2. En fait, la conclusion 

de ce théorème est vraie lorsque X varie dans la région 

|lm X| > |X| . Cela provient essentiellement de 1!amélioration 

suivante dans (3.3)1 : on peut, dans (3.3)', améliorer les bornes 

de la sommation : 

1 + [ i i M ] 5 k £ j + |a| + |6| 
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au lieu de la sommation 

1 + [ H ^ k - < 2 J + |a| . | B | . 

2) Lorsque a(x,D) est elliptique, on peut remplacer 

a0(x,Ç) par a'(x,Ç) le symbole principal de a(x,Ç) et on a 

dans ce cas 5 « 1 , m' = m , r(x) = S et p(x) = 0.. 

Alors le résultat du théorème 4.2 dans le cas diagonal x = y 

est bien connu (cf. (J_), (4), (12)). 

Les estimations de (4.10), en dehors d'un région parabolique, 

semblent être nouvelles même dans ce cas elliptique. Dans G. 

Eskin (£), on trouve des estimations plus fiables, le terme 

1 0 2 (Spr) É T A N T R E M P L A C Ê P A R (HTXJ) 0 1 . « > 0 arbitraire. 

3) Lorsque a(x,D) est semi-elliptique, dans la situa

tion décrite au § 2, exemple 2, on a vu que S » inf — 
k \ ' 

m' = inf m. . 
k K 

Il est possible de voir que l'on a : 

rM"Xi •pcx)• °• 
Si nous supposons que aQ(x,D) - a»(x,D) ne contient pas de 

termes de dérivation D a pour 1 - 6 < | a : m| < 1 , nous pouvons 

encore remplacer aQ(x,ç) par a'(x,ç) et (4.8)'., dans le cas 

diagonal x - y , redonne les résultats de Y. Kannai (7) concer

nant le noyau de la résolvante. 

4) Le théorème 4.2 est nouveau même dans le cas formel-
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Icnient h)TD°elliptique traité par N. Nilsson (11). 

Pour la classe d'opérateurs traitée par A. Tsutsumi (14), le 

tlicotème 4 . 2 énoncé sur l'axe réel négatif redonne, avec des pré

cisions supplémentaires, le résultat de cet auteur. 

5) Considérons pour k entier > 0 , un itéré A k de 

A . A k est donc une réalisation auto-adjointe dans L2(P.) de 

Il est facile de vérifier, grâce à (2.4) que l'on a : 

(2.4)' l^&Cx.Ol < C|ak(x,0|<f
 , a |<r'Bi , 

Si nous posons b'(x,Ç) =ak(x,Ç) et b"(x,Ç) = b(x,Ç) - b»(x,Ç), 

il est facile de vérifier, grâce à (2.3) et (2.4) que l'on a : 

(2.3)' |3^"(x,Ç)| < C J a ^ x . O l ^ - V ' 6 ! - 1 . 

De (2.3)' et (2.4)', nous voyons que nous pouvons utiliser la 

proposition de l'appendice A pour b(x,D) qui donne, pour tout 

k et n É fb(«) : 

(4.11) M ^ , < C(|Aku!0 + |u|.o) . 

Alors au lieu de considérer b0(x,Ç) = Re b(x,£) 

b,(x,0 - i Im b(x,Ç) , nous pouvons les remplacer respectivement 

par b'(x,Ç) = ak(x,Ç) et b"(x,Ç) . Il est aisé de voir que tous 

]cs résultats obtenus sont valables avec la décomposition b' 

b" • 

Naturellement. (2.8) est remplacé par 
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(2.8)' b'(x,Ç) 5 / k < 0Kx,O^(x fÇ) . 

Donc, dans l'énoncé du théorème 4.2, nous devons remplacer <5 

par £ . De même, les quantités m, m 1, 1 (x) ; r(x), p(x) sont 

remplacées respectivement par mk, m % k~ p^A(x), k"!r(x), p(x) . 

Par conséquent si a(x,D) est tel que m1 nfest pas nécessai

rement plus grand que n , nous pouvons toujours considérer un 

itéré (a(x,D)) de a(x,D) , avec k suffisamment grand, pour 

que mfk soit plus grand que n pour utiliser le théorème 4.2. 

Cette remarque sera utile pour la suite, 

§ 5. - COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA PONCTION SPECTRALE 

A étant une réalisation auto-adjointe de a(x,D) dans L2(P.), 

soit ÎE(t)) t é ] R sa résolution spectrale. Rappelons que E(t) , 

pour t e H , est une projection orthogonale dans L2(ft) telle 

que E(s) < E(t) si s < t , E(t) -"0 si t - « , E(t) -»• Id 

si t •»• + • et A= 4 i td£Ct) (au sens de J!(L2№)) ). 

Il est bien connu, pour s < t , que H(s,t) = [E(s) - E(t)jL2(î2) 
00 

est dans M D(A ) . Par conséquent, en vertu de (4.11), toute 
k=o 

fonction u e H(s,t) est C ffî) • Le lemme suivant va permettre 

de majorer les dérivées de u en fonction de sa norme. 

LEMME 5.1. - Suppoton* m1 > m . VouA t € R , u e L2(ft) , E(t)u 

bt>t une fonction C (P) • ?ou/i tout rmZtL-tncUc.£ a , tout p > 0, 

nouÂ avoni> : 

DaE(t)u(x) = |t|"p|u|o0(1) t H- - « 
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un.Lfoinvimzrit t>uA tout compact a C ! î , 

p/ieuve : Soit c compact Œ . Considérons, comme auparavant, 

deux fonctions (réelles) T, n de TYP.) telles que rn = n et 

1̂ = 1 sur un voisinage de a . 

Utilisons l'opérateur A N t(x,D) défini par ( 4 . 1 ) avec t e R 

(le demi-axe réel négatif) et N > j (qui sera choisi suffisamment 

grand). 

D'après le lemme 4 . 1 , il existe T > 0 et C > 0 (qui ne dé

pendent essentiellement que de N ) tels que le noyau t(x,y) 

de A^tC*'15) » (qui est continu sur G x p. car N > -y et 

m' > m ), vérifie la majoration : 

(5.2) IVt(x,y)l <C|t|" N 5 + l 

pour tout x, y € U , t 1 , t < -T (on peut en effet prouver, 

puisque m' > n , que l'on peut prendre q = 1 ) . 

En utilisant le principe ( 4 . 4 ) , ( 5 . 2 ) prouve que le prolongement 

continu A N^ t de AN^t(x,D) dans L2(fi) a une norme majorée 

par : 

( 5 . 3 ) l l y j l <C|t|- N 6 + 1 

pour t fe m , t < - T . 

De même, l'opérateur QNjt(x,D) - T£ÂJ t(x,D)n a un noyau 

Qjj>t(x,y) sontinu sur !)xi) et vérifie, en vertu de ( 3 . 1 1 ) , la 

majoration : 

f^>t(x,y)| < C|t|
 m 
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pour tout x, y 6 fl , t ê II. , t < -T (en augmentant au besoin 

T). 

Par conséquent, nous avons : 

- 1 - 4 -

(5.5) K , t l l<C|t| m 

pour t a . , t < - T . 

Utilisant le fait que A - t est auto-adjoint pour t réel, 

nous obtenons de (4.5) : 

(5.6) nu = Q^ft(A - t)u - A*^u u « L2(fi) . 

Donc (5.3), (5.5) et (5.6) prouvent que l'on a : 

1+ n 

|nu|0<c[|t|" ^ ( A - t)u| o + | t r N 5 + 1 M 0 ] 

pour t C E . , t < -T . 

Pour u e H(s,t) , nous avons, en utilisant la représentation 

spectrale de A : 

l(A - t)u|o < (t - s)|u|o . 

Comme m1 > n , nous obtenons des deux derrières majorations : 

(5.7) M 0, Q*C(|tf N 5 + 1 + 0 | u | o 

pour tout u é H(t • e , t) , • t i R , t < -T . 

Prenons c = |t|""N5+! et soit h un entier positif. Nous obte

nons facilement de (5.7) : 

(5.8) | nu| o < C l t r ^ V ' 2 . ^ 
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pour tout u é H(t - he, t) , t t E . , t < -T . 

En prenant h entier é [t N Ô _ I , tm~] + 1[ , nous ' obtenons de 

(5.8) : 

- N £ + i 

(5.9) |u| o > Q < C|tf
 2 2 |u|Q 

pour tout u 6 H(t - 1, t) , t t ]R_ , t < -T . 

Soit a un multi-indice. 

En utilisant (4.11) et (5.9), il existe k entier tel que : 

_ N 5 + l 

sup |D°u(x)| <C|t|~ 2 T}A ku| 
xea 

pour tout u e H(t - 1, t) , t « ]R_ , t < -T . 

Comme lA ku| 0 > n < C|t|
k|u| pour u « H(t - 1, t), nous obte

nons : 

- M + i + k 

(5.10) sup |Dau(x)! < C|t| 2 2 ju|o 

pour tout u * H(t - 1, t) , t e R. , t £ -T . 

Pour u 6 L2(&) quelconque et t * R_ , t < -T , on a la 

décomposition orthogonale : 

E(t)u - u. + + ... 

avec u. 6 H(t - i, t - i + 1) (i = 1, 2, . . . ) . 

Utilisant (5.10), nous obtenons : 

sup J <c(l |t-i + i f ^ ^ W . 
x t a i»l 1 \i»l / ° 

Nous déduisons que E(t)u est une fonction £?"(a) et que l'on 

a : 
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sup |DaE(t)u| < C|t| 2 2 |u| 

pour t < -T . Nous obtenons alors facilement les conclusions du 

lemme 5•1 • 

REM/VRQUE. - Dans le cas elliptique et formellement hypoelliptique, 

N. Nilsson (cf. (9), (11)) prouve que la décroissance est exponen

tielle lorsque t - œ . Sa preuve utilise une solution élémen

taire de a(x,D) . Nous avons adapté, dans le lemme précédent, la 

méthode de Nilsson. 

Si m 1 n'est*par nécessairement > л , nous pouvons utiliser 
la remarque 5 qui suit le théorème 4.2 et prendre un itéré 
avec к assez grand et impair. Alors en suivant les arguments 
classiques, nous obtenons du lemme précédent le : 

THEOREME 5.2. - Роил tout t с R , <tt zxLbtz unz fonction et(x,y) 

qui ut * Щ tztlz quz et(x,.) dit darti> L2(ft) роил tout 

x * ft zt tzJUz quz 

E(t)u(x) = Jfj et(x,y)u(y)dy u € L2(Î2) , x t fi 

ou E(t)u zbt £T(fi) . 

Vz pZub, роил tout compact a с Q , tout p > 0 , поил аиопл 

et(x,y) = |tfp0(1) t + - • 

unÂ£oAmzmznt бил a x a . 

Le résultat précédent prouve que et(x,y) est à décroissance 
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rapide lorsque t •+ - «> . Lorsque t + со $ n 0us allons le compa-
rer avec la fonction : 

e o > c ( x . y ) . С и г ) - / , e ( X t S b t . K - T ^ d ç . 

Nous savons, par la proposition ВЛ de l'appendice B, que pour 
tout x с a : 

(5.11) e (x,x) *A(x)tr(x)CLog t ) p ( x ) t •> « 
o,t 

avec A(x) > 0 , r(x) > 0 et p(x) entier > 0 . 
Ayant noté c(x) * sup (1, p(x)) comme dans le théorème 4.2, 

nous avons le : 

THEOREME 5.3. - Woa& avonà : 

(5.12) e (x,y) - e (x,y) 
t 0 , t 

= c(x)A(x)tr(x) (Log t)P ( x )t e 50(1) t * « 

роил tout 0 < \ , unifoÂnumznt бил a x a * a compact de p. . 

РлеиОе : Traitons d'abord le cas où m' > n et A est auto
adjoint > 0 . Nous suivons la méthode de S. Agmon et Y. Kannai (V). 

Elle consiste à utiliser la formule de A. Pleijel : 

(5.13) |e(x,y,t) - JL Rx(x,y)dx[ 

< C T (jR (x,x)| + |RCx,y)| + |R(y,x)J + |R(y,y)|) 
ç Ç v s 

où t > 0 , ç 25 t + ix et Lç un contour orienté joignant с" à 
ç , ne cox;pant par R . R (x,y) est, dans (3.13), le noyau de 
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la résolvante R . 
A 

(5.13) est donne usuellement dans le cas diagonal, -mais elle 

s'étend en dehors de la diagonale de manière évidente (cf. (4)), 

Soit e < \ . Nous allons utiliser (5.13) avec ç = t + it 1" 9 5 . 

Nous avons d'abord à estimer |R^(x,y)| . Notons 

B(x) = c(x)A(x) . 

Utilisons le lemme 3.3. Alors pour tout compact a c Œ , tout 

N > 1 , il existe une constante C > 0 telle que : 

Ylb, ,(x,y)| <CB(x)t,"r(x)(Log t) p ( x )Log(t 6 6) 

pour tout x e a , y e R n , t > 0 assez gTand. 

En utilisant alors (4.8) du théorème 4.2 pour N a-sez grand*, 

nous obtenons une majoration analogue : 

(5.14) !Rç(x,y)! < CE(x)t"
1+r(x)(Log t) p ( x )Log t e ô 

pour tout x, y € a , t > 0 assez grand. 

Examinons -^j- | L R̂ (x,y)dX . 

Nous désirons prouver que pour tout compact a c îî , il existe 

une constante C > 0 telle que : 

(5.15) \IL^\(.*,V) " bo^(x,y)dX| 

<CB(x)tr(x)(Log t)p(x)r60 

pour tout x, y € a , t > 0 assez grand. 

Pour cela, nous choisissons le contour L ç de la manière sui-

vante : est composé de deux segments L ç , joignant t + t 

à t + it et t - it à t - it et d'un arc de cercle L ç 
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joignant t + if à t - it , ne coupant par IR+ . 

Utilisons de nouveau (3.11) \ Nous obtenons, pour j > 1 : 

} L l |b j j X(x , y )aM 

Il vient de là : 

N-l r 

(5.16) H J l , bjfX(x,y)dX| 

< CB(x)t-5(,-29)Log t e 6t r ( x )(Log t)P ( x )t- 6 6 

(avec une constante C qui ne dépend essentiellement que de N ) 

pour x e a , y « R n , t > 0 assez grand. 
2 

Sur Lç , nous utilisons (3.11) pour obtenir : 

(5.17) lY f 2 bj>x(x,y)dX| < CA(x)t
r(x)(Log t ) p ( x V 6 

pour x a , y t R n , t > 0 assez grand. 

Utilisons de nouveau (4.8) avec N suffisamment grand ; en 

1 2 

intégrant le reste de (4.8) sur L ç et L ç et tenant compte de 

(5.16) (5.17) nous obtenons (5.15). 

Par la formule de Cauchy, nous avons : 

C5.18) ^ J L ç b 0 f X(x, (x,y)dX = 

1S m L ">o,x+ieCx,y) -b0>T.i£(x,y)]dX ̂  L b x(x,y)dX 

où * e est composé de deux segments, joignant t + it à 
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. 1-05 . 
t + i£ et t - it a t - ie . 

Utilisons encore (3.11)' ; nous obtenons, avec C> 0 indépen

dant de c : 

lJ*e

bo,xCx,y)dX| < CB(x)t"1+r(x)(Log t ) p ( x ) j ^ " 6 6 Log (|)dx . 

En intégrant, nous avons : 

(5.19) i j i b0>x(x,y)dX| < CB(x)t
r(x)(Log t )

p ( x ) t " 0 5 Log t 

pour x e cr , y e R n , t > 0 assez grand. 

Il est aisé de voir que lfon a : 

(5.20) lim ̂  f |b 0 > T + i £(x,y) - b ie(x,y) |dr = 

D'après un résultat bien connu (cf., par exemple, J. Milnor (8)) 

l'ensemble des valeurs critiques du polynôme en £ , aQ(x,£) , est 

un ensemble fini (rappelons qu'une valeur z e £ est appelée va

leur critique d'un polynôme P s'il existe S 0 « R tel que 

P(Ç G ) = z et grad P(ÇQ) = 0 ). 

Nous en déduisons que la fonction (en t ) e (x,y) , qui est 
o, t 

localement à variation bornée) est dérivable, sauf en un nombre 

fini de points et de dérivées : 

("O à % ^ * Ia o(x > £)=t*
i < X" y , Î > V 

où y est la forme : 
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dÇao(x,Ç) A u = d Ç AdÇ 2A ... A dç . 
n 

Alors (5.20) (5.21) prouvent que l'on a : 

C 5 ' 2 2 ) i i ï ^ f b o , x + i e C x , y ) . b o > T . i é ( x , v ) d T 

= ̂ C o , t C x , y ) . 

Alors (5.13), (5.14), (5.15), (5.18), (5.19) et (5.22) prouvent 

(5.12) dans le cas m' > n et A auto-adjoint > 0 . 

Examinons maintenant le cas où m» < n . De manière classique, 

prenons k assez grand pour que km' > n et k pair pour que A k 

soit auto-adjointe positive. D'après la remarque S qui suit le 

théorème 4.2 et l'étude asymptotique : 

(5.23) ek>t(x,y) - (2ir)*"
n f fe ei<x-y,ç>dç 

» B(x) (Log t ' / y « t - e « * 0 ( 1 ) t ^ + m ^ 

Comme e^t(x,y) est la fonction spectrale de A k avec k 

pair, nous avons pour t > 0 : 

(5.24) efc(x,y) - e_t(x,y) * e ^ k(x,y) . 

Alors, puisque e_t(x,y) est à décroissance rapide lorsque 

t - + - d'après le théorème 5.2, (5.23) et (5.24) montrent que la 

conclusion du théorème 5.3 est encore valable. 

COROLLAIRE 5.4. - SUA la. dLaaonalz e fv YÏ * 

y u . i u ^ K . , etcx,xj a un compoàXzmznt 
a6ympto£Lquz : 
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et(x,x) - (1 + t"
e50(D)eo>t(x,x) t •* + -

pou.fi tout 9 < . 

P/ieuve : Il suffit d'utiliser (5.11) et (5.12). 

REMARQUE. - Lorsque aQ(x,Ç) est à coefficients constants, les 

conclusions du théorème 5.3 et du corollaire 5.4 sont valables 

pour tout 6 < 1 . C'est une conséquence de la remarque 1 qui suit 

le théorème 4.2. 
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APPENDICE A. - REGUIARITE LOCALE D'UNE CLASSE D'OPERATEURS PSEUDO-

DIFFERENTIELS .lYTOELIIPTIQUES 

Nous considérons une paire de fonctions poids $ , 9> comme au 

§ 2 et soit un opérateur pseudo-différentiel a(x,D) dont le symbo

le vérifie génériquement les conditions : 

(A) |a(x,01 < c<Ç>m pour m > 0 

(B) |3^a(x,Ç)| < c|a(x,Ok"|o,V-|B| 

(C) c<Ç> < |a(x,£)| pour m' > 0 . 

D'après R. Beals (cf. ( 2 ) ) , a(x,D) est hypoelliptique. 

Nous allons donner une preuve rapide de ce fait, cela nous per

met d'introduire des ingrédients nécessaires rour la suite. 

Suivant le schéma classique de L. Hormander, nous construisons 

un opérateur b(x,D) , paramétrix à gauche de a(x,D) , en résol

vant génériquement les formules définies par récurrence : 

a(x,Ç)b0(x,0 - 1 

(D 

Il est aisé de vérifier que l'on a, génériquement : 

( 2 ) |o5£bj(x,ç)l * c|b o |(*s>r j<f , a | t H 8 1 . 

Ceci montre, grâce à l'hypothèse (c) et les hypothèses sur <j> , 
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Ч>, que le symbole b (et, Ç) appartient à la classe ̂  suivante 
de R, Beals et C. Fcffcrman : 

(3) bj e S"j'"j(î2) . 

Remarquons aussi que a(x,ç) appartient à la classe 

(4) a « S m / y' r a / y(Q) . 

Utilisant le calcul des o. p. d. (opérateurs pseudo-différen
tiels) de (2) et (3), nous avons : 

(5) ( l b.) о a - 1 € S
( m / l i )- k' (ш/*°-к(Р.) . 

o<j<k J 

A l'aide de (5), on construit un opérateur b dont le symbole 
est -v ! b|(x,£) et tel que ba - I est régularisant. Ceci iron

ie 
tre que a(x,D) est hypoelliptique. 

LEMME A.1 • - Роил tout t > 0 , U. existe M > О tel que tout o. 
p. d. r(x,D) dont le symbole. r(x,Ç) e S"M'~M(P.) ut Aégulaxl-

lant à VoKdfui t , e'e&t-à-dOie : 

(6) r(x,.D)u e HJ O C(Ï.) si ut L^Gî) . 

Рлеиие : Nous prenons : 

(*) VOUA, deux Aîeli> M, n. ^ " ( j n ) £'enôemb̂ e de* iymboleà 

a(x,Ç) véAÀ^lant génétiquement : 
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(7) M - [d + t)(1 + c) + e(n + 

avec u, c donnes par les hypothèses (i) (ii). 

Pour prouver ( 6 ) , on toujours supposer que le support en x de 

r(x,£) est compact. Soit K = suppx r(x,Ç) . 

Notons alors r(n,9 - (2ïï)~n/2 / r(x,Qe"i<x»,,>dx . 

Par intégrations par parties, nous avons : 

harCn,C)l £ C a /K (d.(x,C)v>Cx,Ç))"Mv(x,0"'aldx . 

En utilisant les hypothèses (i) et (ii) sur la partie de fonc

tions poids V , nous avons, pour tout N > 0 : 

(8) | r ( n " K , O | < C^-cn - C > " N < Ç > - M ^ + M e . 

Comme 0 < c < 1 » la-valeur (7) prouve que l'on a : 

Mu/e - (Mu + n + 1)/(1 + e) > 1 . 

Prenons donc dans (8), N l'entier vérifiant : 

( 9 ) M 4 4 ^ i < N < M ; ; ; 1 , 1 < M i 

La dernière inégalité de (9) et l'inagalité de Peetre donnent : 

(10) < ç > - № 4 N e < C<n - ^ ^ " M M + N C . 

Il vient de (8) et (10) : 

(11) iVïfo - C , Cl < C<n - ç>- N(1 +^ +^ < n >t-Mu + N e # 

La deuxième inégalité de (9) et la valeur (7) de M prouvent 
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que nous avons : 

(12) t < Mu - Ne . 

Utilisant la première inégalité de (9), (11) et (12), nous obte

nons : 

|<n>C r(n - Ç , Q| < C<n - Ç>"n~J . 

Il est alors bien connu que cette dernière inégalité prouve (6). 

PROPOSITION A.2. - Soit a(x,D) un o. p. d. dont Iz Mjmbolz 

a(x,S) vlnJLlie. l u lajpothUe* (A), (B) zt (C). 

Se u € L ^ C » ) et a(x,D)u t L\oc(fX) , alou u * Ĥ ?c(î.) . 

Preuve : A m' , choisissons un M correspondant au lemme pré

cédent. Prenons alors un entier k tel que 

(13) k > M + 2 

et notons 

Pk(x,ç) = I b|(x,ç) . 
o<j <k J 

Remarquons que, grâce à (3), pk(x,Ç) e S
0,0(ft) . 

Soit hk(x,D) un opérateur de £>№) dans , propre (ail 
sens de L. Hormander), défini par un symbole hk(x,Ç) , tel que 

^(XjD) - ̂ (XjD) soit régularisant (c'est-à-dire de noyau 

¿2"(J2 x fl) ). Avec (5), le calcul des o. p. d. de (2) et (3), le 

choix (13) de k et le lemme A.1 prouvent que l'opérateur 

hfc(x,D).a(x,D) - Id estrégularisant à l'ordre m' . 
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Donc h. (x,D)a(x,D)u - u t H^fO) . 

Il reste à prouver que hk(x,D) , donc pk(x,D) , est régulari

sant à l'ordre m' . 

Pour cela, notons A(Ç) le symbole <Ç>m' . Comme, d'après (3 ) , 

tout symbole S°'°(fl) est régularisant à l'ordre o , il reste à 

prouver que le symbole A " pfc « S°'°(î2) 

Prenons h entier tel que h > ̂  . Le calcul des o. p. d. 

prouve que l'on a : 

( U ) " ° P k " |af<h * ^ " D ^ € S ( m , / У ) " h , ( m V y ) ' h № ) • 

Le choix de h permet de prouver que le premier membre de 04) 

e'St dans S0,0(fl) . Grâce aux hypothèses (i), (ii), (Q et à (2), 
il est aisé de vérifier que 3^ A Dap « S°'°(fi) 

Nous conclusons que A o P f c t S

0>0(P.) , ce qui achève la preuve 

de la proposition. 
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APPENDICE B. - PONCTION SPECTRALE D'UN POLYNOME HYPOELLIPTIQUE 

Soit P(Ç) un polynôme hypoelliptique de degré m , à valeur 

réelle pour Ç e ]Rr , telle que P(Ç) •*• + » lorsque |ç| •»• + • . 

Il existe m' > 0 tel que c<Ç>m < P(Ç) pour |ç| assez grand. 

En ajoutant au besoin une constante, nous supposons que : 

( 1 ) <K>m% < P ( 0 e R n . 

Considérons la fonction spectrale associée à P : 

e(t) = / P ( ç ) < t dÇ . 

Elle est monotone croissante en t , nulle pour t < 1 . 

Rappelons que e(t) a un comportement asymptotique suivant, 

lorsque t + » : 

PROPOSITION B.1 (cf. QO) et (13)). - U zxUtz dzà tâzU 

A > 0 , r > 0 zt un zntUx p > 0 tzlà quz : 

(2) e(t) * Atr(Log t) p t -»• + » 

(f(t) * g(t). Uani&iz quz lim f(t)|g(t) = 1). 

REMARQUES. - 1) Dans QJ)), N. Nilsson prouve seulement un encadre

ment de e(t) et dans (11) , cet auteur signale que l'on a (2) 

sans donner de preuve. On peut trouver une preuve de (2) dans le 

travail de C. Smagin (cf. (13)) qui utilise un résultat de prolon

gement méromorphe de l'intégrale / P(Ç)*dÇ , d'après 
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I. N. Bemstein. 

Signalons qu'il résulte de N. Nilsson que, dans un voisinage de 

+ « , e(t) est analytique réelle (de fait, comme nous l'avons vu 

au §5, e(t) est analytique sur l'ouvert de R complémentaire 

d'un nombre fini de points). 

De manière précise, N. Nilsson prouve qu'il existe T > 0 tel 

que dans l'ouvert ]T, +~[ , e(t) est une somme finie de termes 

du type t6(Log t)vH(t) où H(t) est la restriction à ]T, «[ 

d'une fonction holomorphe dans |z| > T dont la série de Laurent 

au voisinage de l'infini s'écrit : 

H(z) = a o + l z"k . 

/dors A, r et p donnés dans (2) correspond au terme "prin

cipal" de e(t) , tr(Log t)p(A + J a.t"k) . Il en résulte que 

la dérivée e'(t) de e(t) a un comportement asymptotique : 

(3) e' (t) ^ Bt r~ ] (Log t) p t + + « 

avec B = (r + p)A . 

2) Remarquons aussi que (1) et le fait que P est de 

degré m entraînent que ': 

Nous allons déduire de (2) une majoration d'intégrales de 

Stieljés liées à la résolvante. 
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PROPOSITION B.2. - Soit к zt h rfeux KlaJU vt-tificuit 

0 < h < к - •jJV . Мои, роил t > 0 , VintZQfialz 

I k h ( t ) . г 
k' h jo (x + t) k 

Моаб avon6: 

(5) Ik)h(t) = Atr+h~k(Log t)pO(1) t - + « . 

Preuve. : Comme е(т) est nulle pour т < 1 , il. suffit d'exa
miner la convergence de Ifc h au voisinage de l1 infini. D'après 
(3), nous voyons que 

(T + t) k 

se comporte à l'infini comme Th+r""k"^(Log т) р . 
Lfhypothèse sur k, h et (4) prouve que : 

к + 1 - (h + r) > 1 

d!où la convergence de Ifc h(t) • 

En vertu de (2), il existe T > 0 tel que : 

(6) e(t) < 2A tr(Log t) p pour t > T . 

Après une intégration par parties, nous avons : 

h 9 h W = ¡0 sCx)e(T)dT 
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avec 

(x + t ) 1 ^ (x + 1) k 

Ecrivons l'intégrale en : 

ïk.hW = 4' g(T)eCT)dT + /" g(x)e(x)dx 

avec t > T . 

Comme e est croissante, nous avons C une constante > 0 in

dépendante de t : 

(7) |£ g(T)e(T)dx| < Ct~k-1+he(t) g dx = Ct~k+he(t) 

puisque, sur [0,t] , nous utilisons |g(x)| < Ct~ k~ 1 + h . 

En utilisant ( 6 ) , nous, avons, avec C > 0 indépendante de t : 

( 8 ) 14e g(T)e(x)dT| < AC £ x h + r " k H (Log r^dx 

puisque, sur [t,»[ , nous utilisons |g(x)| < C x ~ k H + h . 

De (7) et (8), il est facile d'obtenir (5). 

REMARQUES. - 1) Nous avons l'estimation suivante pour I (t) , 

plus faible que (5>, mais indîptndayvtt de A : 

W ik,h(t) = t
( m / m , > + h - k o o ) t * . - . 

Il suffit pour cela d'utiliser, grâce à (1), la relation : 

e(t) < Ct n / m' 

et d'achever de prouver (9) comme nous avons fait pour (5). 
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2) L'estimation (5) est encore vraie si k et h vé

rifient : 0 < h < k - r . 

PROPOSITION B.3. - Suppoàon* m' > n . Soit X <• (C tzl quz X <£l\+ 

zt Re X > 1 zt zonàtd&ioiià VûvtzQfialz ( zonvztgzntz) : 

h |T - X| 

hlou& avoiK> : 

(10) G(X) = B(Re X)r~1(Log Re X)pLog (-~-\) 0(1) j x | - «o 

\|lm X|/ 

avec B « (r + p)A . 

P/teuve : Il est clair que la fonction sous le signe somme est 

intégraple, puisque m' > n . 

Ecrivons X = Ç + in et prenons £ > 2T (donnée par (6)). 

Décomposons l'intégrale en trois termes : 

fç/2 f3Ç/2 r« 
G(X) = + + - (D + (II) + (III) . 

i k/2 J3Ç/2 

Pour (I), nous utilisons le fait que 

|T - X| > 7 (Ç 2 + n 2 ) 1 / 2 pour x € [o, | ] 

donc : 

(11) (I) < C\\f]eW2) . 

Pour (III), nous utilisons le fait que : 

|T - X| >_ T - Ç pour T € « [ 
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donc : 

(III) < 2Cle B • f . 
2 '3Ç/2 (T - K) 

Utilisant de nouveau (6) (valable puisque Ç > 2T) , nous obte

nons, avec C > 0 indépendant de X : 

(12) (III) < 2Ç-1e ̂  + ACÇ^CLog Ç) P • 

Pour (II), nous avons : 

f 3* / 2 dx 
(II) <C sup e'(t) — 

= 2 sup e'(t)/Log -f- . 

En utilisant (3), nous pouvons supposer aussi que : 

e'(t) < ZBt^^Log t) p pour t > T 

en augmentant au besoin T . 

Puisque £ > 2T , nous utilisons cette dernière majoration pour 

obtenir : 

(13) (II) < CBÇ r _ 1 (Log Ç)pLog - i - • 

2|n| 

Comme r A < B , donc A < £ B d'après (4), (11), (12) et (13) 

prouvent aisément (10). 
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