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HYPOELLIPTICITE PARTIELLE POUR DES OPERATEURS 

ELLIPTIQUES ET DEGENERES 

par 

Jacques ROLLAND 

On se propose d'étudier 1'hypoellipticitê partielle (i.e 

1 1hypoellipticité à partir d'un espace de distributions C^dans la 

direction normale) d'une classe d'opérateurs satisfaisant une cer

taine propriété de quasi homogénéité. 

Soient L(t, D , D ) les opérateurs définis sur IR x lRn par t 

L ( t, D , D J l a . t ^ q ' M + q J D « D j 
X ' |a|+j<m ^ X t 

k+qj+q'|a| e H 

où : raêlN, q > 0 , q' ^ 0, k € 2. avec k + q m € N et k + q'm € IN et 

a . £ <C. Leurs symboles L(t,Ç,t) vérifient la propriété de quasi 

homogénéité suivante : 

L < | ; X q ? Ç , A q t ) « X ~ k L(t;£,r) 

pour tout X > 0, t € IR, Ç € (Rn et t ^ IR. 

Plusieurs cas ont déjà été traités, en particulier par 

Bolley, Camus, Hellfer ( [l] , [ 2 ] ) , à savoir : 

1) q * 1, q ' ? 0 qui est le cas des opérateurs du type de Fuchs; 

si L(t, D , D ) est elliptique pour t ^ 0, il est partiellement hypo-
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elliptique si et seulement si l'équation L(t,^,D ) u(t) = 0 n'admet 

que la solution triviale dans 

De plus si la variété t » 0 n'est pas caractéristique pour 

l'opérateur L (i.e k = - m) on peut remplacer " partiellement hypo*-

elliptique 11 par " hypoelliptique 11 . 

2) q ^ 1 q f - 0. Sous des hypothèses d'é11ipticité on obtient 

(cf [ X ] ) 1 1hypoellipticité partielle et on montre que ces opérateurs 

ne sont pas hypoelliptique à partir d'espace de distributions qui ne 

00 

sont pas C dans la direction normale. 

Les autres cas, que l'on se propose d'étudier ici, sont les 

suivants : 

1) 0 < q < 1 et q'̂ > 0. On utilise une méthode permettant de se 

ramener au cas q s 1 et q'> 0. 

2) q > 1 et q'> 0. On impose une restriction sur la classe étu

diée de manière à ce que la partie de l'opérateur la 11 moins dégéné

rée 11 vérifie aussi une propriété de quasi homogénéité, on étudie 

donc 

L(t, D , D ) = l a . t k + ^ + ^ l a l D

a DJ 
x t |o|ïj<m a j X c 

rr'<r|a|+r 1j 

et on distingue deux cas qui correspondent à deux formes de 

l'opérateur : 

L,<t, D x , D t ) - l . .k.qi.q'lal D a D J 
1 x c r|o|+r'j-rr' : * ' 
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r 1 

a ) q - 0! 1 ~ ^ 1 • Sous des hypothèses d T elliptici té on montre 

que cet opérateur est partiellement hypoelliptique et on démontre 

qu'il n T y a pas hypoellipticité à partir d'espace de distributions 
00 

qui ne sont pas C dans la direction normale. 

r ' 

b) q-q'- < 1. Sous les hypothèses d'ellipticité on montre 

que L(t,D ,D ) est partiellement hypoelliptique si l'équation 

X w 

L j ( t , Ç , D t ) u(t) • 0 n'admet que la solution triviale dans ^f(lR). 
Si k - m = -qr et si q'> 1 L(t,D ,D ) est hypoelliptique (cf 

x t 
Grusin [4]) et si k * -qr L(t,D ,D ) est également hypoelliptique. 

x t 

I. - NOTATIONS ET RESULTATS. 

On considère les opérateurs définis sur I x 8 où I est un 

ouvert de IR contenant 0 et ft un ouvert de R n , par : 

L ( t , x , D x , D t ) = Y a ( t ^ t ^ ^ ' M ^ DJ 
x c |a|+j<m a j x c 

k+qj+q' I a I £ IN 

où t € I et x € fi, m G(N, q > o , q'>, o, k avec k+qm € IN et 

k+q 'm é iN . 

On suppose que les coefficients a . sont C dans I x ft et 
d 3 

que l'opérateur L satisfait la 

Condition 1 L'opérateur L(t,x,D ,D.) est elliptique pour t ¿ 0 
• x c 

dans I x ftc'est à dire : 

pour tout (t,x) Ql x ft, t ^ 0, pour tout (x,£)<ciR x tR \ { 0 } on a : 

l a .(t,x) t ^ i + l M a l ç a T J , Q 

|a|+j «m 
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On note L(x,D ,D ) l'opérateur défini par 
X v-

L(x,D ,D,.) » I a . ( 0 , x ) t k + q j + q , , a | D a D j 

On suppose que cet opérateur satisfait la 

Condition 2 L fopérateur L ( x , D x , D t ) est elliptique pour t ^ 0 

dans I x fi c f e s t à dire : pour tout (t,x) € I x fi, t f 0 et pour 

tout ( T , £ ) £ I R X R n \ { 0 } on a : 

I a . ( 0 , x ) t k + q J + q , l a l Ç a T$ t 0 

|o|+j-m a j 

Remarque * La condition 2 entraine la condition 1 dans un voisinage 

de t - 0 éventuellement plus petit que I x fi. 

(A) Cas 0 < q < 1 , q' >, 0 

Dans ce cas nous faisons l'hypothèse supplémentaire 

suivante : 

Condition 3 L'opérateur 7 a . ( 0 , x ) t

k + ( " + q ' ' a ' D a D j vérifie 

r i i ^ . ai x t 

I a I + j =m J 

pour tout x£fi et pour tout a) £ îRn avec | co | « 1 l'équation 

I a . ( o , x ) t k + ^ + q ' l a l v a D t

j v(t) = 0 
|a|+j-m a j t 

n'admet que la solution v * 0 dans ^f(iRn) 

On a alors le résultat suivant : 
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Théorème 1 -1 . Si l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie les conditions 

1, 2 et 3 il est partiellement hypoelliptique dans I x Q c'est à 

00 

dire : pour tous ouverts I'c I et fl'Cfi , pour tout uéC(I;ffl f (fl) 

tel que Lu e C U f x ^ ) on a : u £ C°° ( t ' x fi1 ) . 

Pour q > 1 on se limite a des opérateurs de la forme : 

L ( t , x , D x , D t ) - î a .(t,x)t k + ^ + q , l a l D t D j 

f|a|+r'j>rr 1 

et ôn distingue deux cas qui correspondent à deux types pour 

1 f opérateur 

L,(x , D ,D ) = I a . ( o , x ) t k + q j + q ' l a l D a D j 

1 x Z r|a| +r'j=rr'
 a j x ' 

r ' 
ces deux cas étant déterminés par la valeur de q - q' -

Dans les deux cas on fait l'hypothèse d'ellipticité 

générale sur L ( x , D x , D t ) : 

Condition 2' L'opérateur L(x,D ,D ) vérifie : pour tout (t,x)él x Q 
• x t 

t ^ 0 et pour tout ( T , Ç ) € 1R x R n \ { 0 } on a : 

I a , (0. x ) t

k + « + * f ' l a l ç a

 T j , Q 

a +j<:m a j 

r a + r f j > r r ' 

Suivant les cas on fait des hypothèses supplémentaires : 

(B) Cas q - q' - j> 1, q >1, q'> 0. 

Dans ce cas on suppose que L.(x,D ,D ) vérifie : 
1 X 

Conditions 3' Pour tout (t,x) € I x Œ , t ^ 0 e t pour tout 

(x ,1) € IR x IR n f o l on a : 
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L.(x,Ç,T) = I a . ( o , X ) t k + ^ + ^ l a l ç a 0 
1 r |a|+r' j-rr» 3 

On a alors le résultat suivant : 

Théorème .1.2. Si l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie les conditions 

1,2,2 1 et 3 f il est partiellement hypoelliptique dans I x fi c'est 

CO 

à dire : pour tous ouverts 1 1 d I et fi 1 CL fi , pour tout u £ C ( I ; «£>'(fi ) ) 

tel que L u é C ^ C l ' x fi1) on a : u£C°°(I' x fi'). 

(C) Cas q - q'j^ < 1, q f > o , q>1 

On note a = k + (q-l)r et ô = q T - £ , ( q - l ) . 

Sur l fopérateur L.(x,D >V r) nous faisons les hypothèses 

1 x II 

suivantes : 

Condition 3" Pour tout ( t , x ) € I x fi, t £ 0 et pour tout 

(x,C) € IR x IRn \ {0} on a : 

L.Cx.Ç.x) =* 7 a . ( 0 , x ) t a + 5 I a l + ^ e ̂  * 0 
1 r|a|+r'j=rr' a j 

Condition 3 l f y Pour tout U) £ ( R n , avec 10) | = 1 , et pour tout x£fi 

l'équation Lj(x,03,D t) u(t) » 0 

n'admet dans (R) que la solution u = 0 

On a alors le résultat suivant : 

Théorème 1-3 Si l'opérateur L(t,x,D .D ) vérifie les conditions 

1 ,2,2',3 f l,3 f" il est partiellement hypoellip tique dans I x fi 
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c'est à dire : pour tous ouverts I T C £2 et £2 ' C £2 , pour tout 

u c C°°(I,a)' (£2) tel que LuéC°°(I t x £ 2 ' ) alors on a : u€C°°(I' x £ 2 ' ) 

Remarque Dans tous les cas, il se peut que les conditions imposées 

ne soient vérifiées que pour t > 0 . S'il en est aussi, en notant 

I = { t € I ; t _ > 0 } on obtient les résultats suivants : 

C D Cas 0 < g < 1 , g' » 0 

Théorème 1 . 4 . Si l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie les conditions 

— " — — ^ — — — m — — ~ — _ X t 

1 , 2 et 3 affaiblies, c'est à dire pour t > 0 , alors L(t,x,D ,D ) 
x t 

est partiellement hypoelliptique dans I x £2 . 

r T 

CD Cas q - q f - :> 1, q ' > 0 , q> 1 • 

Théorème 1.5. Si l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie les conditions 

1,2,2',3' affaiblies, c'est à dire pour t > 0 , alors L(t,x,D ,D ) 

est partiellement hypoelliptique dans I x Q. 

r ' 

Ce) Cas g - g' - < 1, g'> 0 , g >1 

Théorème 1.6. Si l'opérateur L ( t , x f D , D t ) vérifie les conditions 

1 ,2,2',3",3 f" affaiblies, c'est à dire pour t > 0 , alors L(t,x,D ,D ) 
x t 

est partiellement hypoelliptigue dans I x £2. 

Il est évident gue les théorèmes 1.1, 1.2 et 1.3 sont des 

corollaires des théorèmes 1.4, 1.5, 1*6, c'est pourguôi nous ne 

démontrerons gue ces trois théorèmes. 
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II. PRELIMINAIRES. 

II.1. Espaces de distributions. 

Pour sçtR, H (fR ) est l'espace 

H S(JR n) =* {uC$'(fRn) ; (1 + | Ç | 2 ) S / 2 u ( C ) ^ L 2 ( f R n ) } 

Pour s <£ 1R et r£IR, H S(TR, H r (fRn) ) est l'espace 

s/ 
H S(/R,H r(IH n)) = {u G-S1 (IR, H r (lRn ) ( 1 + T 2 ) 2 £ F t u'Ct) L 2 ((R, H r (tRn) ) } 

Pour s é/R et r<2ïR, H S , r((R x /R n) est l'espace 

H S , r<ÎRxR n) = {u4^0ïbdRn) ; + 2

+ T

2 ) 3 / 2 ( l + | Ç| V ^ ^ T U(T,Ç)L2 0RxRn) } 

t ,x 

Nous aurons besoin du lemme suivant : 

i CD XI 

Lemme 2.1 Pour tous y £ C Q (JR xIR ) , s £ FR, x £ IR, il existe une 

constante C(s,r,^) > 0 telle que pour tout u £ H S , r ( f R x ZR n) on ait : 

s r n 1 S ^ p U I .|| u|| + Cts,r& ||u|| , 

H ' (FRxiR ) H S ' r ( I R x R n ) H S ' r 0RxiRn) 

(si r = 0, on peut remplacer dans le second membre ||u|| . par 
H S ' r _ 1 ((R»R n) 

il « M s-, n • 
H S 1 (!RxlRn) 

s r n 

Pour s>_0, H ([R, H (IR )) s'injecte algébriquement et topo-

logiquement dans H S , r ^ S ( C R x IR n) . 

Nous utiliserons les espaces suivants : 

(A) Cas.ou 0 < q < 1 . 

On note a = k + (q-l)m et i » q' - q + 1 

Si p ÇïN et s€(R on note W * j J , S (IR+ x fR
n) l'espace 
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|a|+j £ m , а + ô |а{+ j € íN, О ̂  h < p 

muni de la norme canonique. 

r 1 

(J) Cas où q - q 1 - >̂ 1 avec q > 1 et q T> 0. 

Si s € JR on note W ^ , q ~ q (ÏR+ x îR n) l'espace 

W r ' q - q f ( f R x.IR n) ={u^L 2(tR , H r l + S ( ( R n ) ) ; t q - q t r f ) j

D

j u € L 2 ( I R H S + Í ( R ̂  > (iRn) 

S + U + ' £ + 

j = 0,...,r 
muni de la norme évidente. 

On note W m , r ' q , q ' ( I R + x IR n) l'espace 

w m , r , q , q ' x ^ = £ fi y r , q-q ' ^ qj 6 r . q - q ' ^ x R n } J 
s + *• s + t s + 

muni de la norme evidente. 

r 1 

(£) Cas où q - q'- < 1 avec q > 1 et q'> 0. 

Avec а • к + (q-l)r et ô « q 1 - ""iCq-l) si s é(R et p e (N 

on note W r , ? , S 0 R ^ x lR n) l'espace : 

0 , 0 + 

£LZJl+ I q¿ I + 
W r'P> S<SR x íR n) - i u e í « e R + x l R n ) ¡ t ^ H + J D* + j u«L 2Cft , H * № ° ) а, о + u + t + 

r|o|+r' j$rr', a+ô|a|+j€iN, 0 £ h < p 

muni de la norme évidente. 

On note W m' r; p. i S(ÍR x CR n) l'espace : 
q,q ,k + 

w m , r , p s ^ я с u i , у г , р , 8 ( - х ( R n ) t q J D j u € W r , P , s ( x l R
n ) < 

q,q ,k + <- а,о + t a > 0 + J 

j = 0,...,m-r 

muni de la norme évidente. 
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II.2. Structure locale des éléments de 0°° (fR+, £t) ' ((R
n) ) 

On désigne par C (IR+, 2)
 1 (IRn) ) l'espace des fonctions 

indéfiniment diffêrentiables sur IR+ à valeurs dans 1 ' espace ^ (lRn) 

des distributions sur IR n. 

On démontre les lemmes suivants : 

Lemme 2.2. Etant donnés u é C°°(m ,&>f tfRn) ) ,4> £ C°°<m x fR n)m €(N, o<q<l,q'>0 

avec mq€IN et mq'€\N, p Ê1N il existe s £ JR tel que (j) u £ W™' ̂ 5 S (IR+x fR
n) 

avec O « k + (q-l)? et 5 » q f - q+1 . 

Lemme 2.3 Etant donnés u É C * (rtt ,S>f (|Rn) ) , $ £ C°°(Œt x fR n) m€ÎN, r € W , 
— — — - + o + 

r 1 € IN, q > 1 , q f > 0 avec mq £ IN mq ' € IN , rq € IN, r ' q ' <: IN il existe s ̂ iR 

tel que <{> u 6 W m ' r ' q 9 q ' (CR x (R n) . 
s *̂ 

Lemme 2.4. Etant donnés u € C°° (1R+ ' (tRn) , * € C ~ (lR+x IR
n) m€\N, r £ IN , 

r'€ IN, k 2, q > 1 , q f > 0 avec k + • mq €IN, k + m q 1 € IN, k -+ rq € N , 

k + r'q'ON,pour tout p € H il existe s € IR tel que <f> u € W m 5 r J f 5 S (fR x îR n) . 

q -, q , k- + 

Les démonstrations sont basées sur le fait que si p£1N, 

il existe s€tR tel que <f> u < S H P ( R + , H S Q R n ) ) (cf . 

III. DEMONSTRATION DES RESULTATS 

Cas 0 < q < l , q y > 0 . Démonstration du théorème 1.4. 

Pour démontrer ce théorème on utilise la méthode des 

quotients différentiels tangentiels à partir d'une estimation a priori. 
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III. A.l. Une estimation a priori. 

Proposition 3.1. On suppose que l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie les 

hypothèses 2 et 3. Pour tout X Q £ il existe un entier p Q> 0 tel que 

pour tout entier PJ^P Q et pour tout sÇfR il existe deux constantes 

C > 0 et e > 0 telles que si 
p,s p 

u ^ W ^ m i p , S ( ( R . x iR n) avec supp u C{(t,x)£l x Q; || (t,x) - (0,x ) ||< e } 
Q j o * • o p 

on ait : 

(ici : O » k + (q-lOm, ô =* q T - q + 1 ) . 

Démonstration. Notons ) l fopérateur 

4 ( t f x , D x , D t ) « ¡ a . í t . x ) ^ ' ! ^ ; D tJ 
X ' |o|+j-m a 2 X C 

En remarquant qu'il peut encore s'écrire 

(a|+j*m 

on obtient, d'après la proposition 3.1 de £lj, que : 

pour tout x^ Cs û , il existe un entier VQ^ 0 tel que pour 

tout entier p > p et pour tout s € (R il existe deux constantes C >0 
— o p, s 

et e > 0 telles que si u £ W m , £ , S (&_, x îRn) avec 
p H 0,6 + 

supp u C { (t ,x) <2 I x Q ; Il (t ,x) - (0,x ) Il < z } on ait : 
• r 1 1 0 p 

M u II < C S F ||D h ^u | | p - h + l l u l l , 1 
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On achève alors la démonstration de la proposition 3-1 

en remarquant que pour tout n > 0 il existe C^-> 0 tel que si 

est assez petit et si supp U C {(t,x)£I + x Q; || ( t, x) - (0 , X q ) ||< e } 

on a : 

f ||D t

hU-£) u|| <n||u|| + C ||u|| 
h = ° L 2 ( R + , ^ T ^ f l R

1 1 ) ) W°;P' S(tR +xR
n) W ^ P ' S _ 1 ( ! R + X R

n ) 

III. A- 2. Régularité partielle. 

Proposition 3.2. Si u ÉW™'£ , s(iR + x !Rn) avec supp u C{|| (t,x) - (0,x^ ) || <e ^ 

h 2 2 # + s + 1 

et si D£ Lu <2L (R +, H (tRU)) pour 0 < h <p alors 

u <c W ^ ' S + 1 Q R + x ! R n ) . 

Démons tration : On applique la méthode des quotients différentiels 

tangentiels à partir de l'estimation a priori de la proposition 3.1. 

III. A.3. Démonstration du théorème 1.4. 

Soit u ô C ^ C l ; ¿0» tel que L u £ C U ' x fif) et soit 

(t ,x ) € I f x fif. On doit montrer que u est indéfiniment différentia-o o 

ble au point ( t

0 >
x

Q ) * 

Pour t- f 0 le résultat est classique puisque l'opérateur L 

est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t ^ 0. 

Si t * 0 soit V un voisinage ouvert de (0,x ) avec 
o o 

V C C I ? x fî1 et soit <J> G ob (I f x ftf) avec * - 1 sur V. D'après le 
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lemme 2.2, pour tout entier p ^ O il existe s € iR tel que 

* u € ^ ' ô ' 3 ( f R+ x fR n) . En particulier, pour tout cp <2r <§D(V) 

cpu; - <j> u £ W^' g * S (R + x /R n) .Choisissons P il P Q où p Q est l'entier 

associe à X q dans la proposition 3.1 et cp€S>(V) de la forme 

<fj (t) f 2 ( x ) avec supp <f C { ( t ,x) / || ( t ,x) - (0,x) ||<e }. On vérifie 

alors que L u € L 2(Œt + ^ " ^ T + s + 1 ((Rn) ) pour 0 < h < p . 

Il en résulte : <p u € W ^ , g , s + 1 ( l R + x IR n) ; en itérant on a 

f u £ W £ ' £ , S (IR+ x IR
n) pour tout s €R. 

Comme H W ™ ' ^ 8 ^ x IR n) C C°°(IR+ x IR
n) en on déduit 

p>p 9 

s£]R 

que u est indéfiniment différentiable au point ( 0 , X q ) ; d Toù le 

théorème 1.4. 

(B) Cas q>l, q f > 0 , q - q !- >\. Démonstration du théorème 1.5. 

Pour démontrer ce théorème on utilise la méthode des 

quotients différentiels à partir d'une estimation a priori. 

III.B.1. Une estimation a priori 

Proposition 3.3. Pour tout X Q Ç Q , il existe une constante c > 0 

et pour tout s €[R, il existe une constante C >0 telle que si 

s , s 

u € W ™ ' r , q ' q ' ( I R + x fR n) avec supp u C{ ( t, x) € I +xQ ; || ( t, x) - (o , X q ) || < e} 

on ait : 

w m f r , q , q ( j R ^ s ,Ê L 2 f Y i

s ^ ) ) w*,r,q,q ( R - ^ 
s + n + s-1 + 

(En fait, pour plus de simplicité on a divisé l'opérateur L par t ^ + q r 
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Démons tration « Par transformation de Fourier tangentielle on étudie 

l'opérateur différentiel ordinaire, dépendant du paramètre Ç £ R R N 

|a|+j<m J 

r|a|+r'j srr' 

Nous avons divisé l'opérateur L par t q ce qui est 

possible car on étudie 1'hypoelliplicité partielle. 

1 ° ) Etude pour |Ç| >̂ A , (A sera fixé ultérieurement) 

Pour Ç fixé dans îRn nous étudierons L ( X Q , Ç , D ) 

sur l'intervalle £ o , ô £ et nous sommes amenés à recouvrir cet in

tervalle pour les intervalles [ o , x £ e t 3 T 2 > C A V E C T ^ 5 5 ^ J Ç ) * ! 1 

( P < Ô 2 < ^ i seront choisis ultérieurement) 

a) Etude sur Ç o , T ] Q 

Si L j ( x Q , Ç , D t ) est l'opérateur 

, , a a j ( o , V q i t q ' | a | - q ' r ' î a 4 

r| a I +r j =rr ' J 

on a, grâce aux conditions 2 , 2 ' et 3' , d'après £2] : 

Il existe une constante C > 0 telle que ; 
r ' r' 

? s + - (r-j) (q-q'£ )j . 0 „ , 

l O + H I 2 ) lit * Dj v|| 2 < C {(l + \ï\2)S\\Lv\\2. 

0<j<r L OV L $ 0 
«, s-l+-'(r-j) (q-q*-') . „ 

• I < H ? I 2 > r
 HT R DJ,|| 2 

r ' 
2 (q-q'i)j 1 2 

pour tout v é { v € : L (ÎR +); t r D t

J v € l / ( R + ) } telle que supp vc[p,T] 
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Si l'on note M(t,D t) l'opérateur 

m-r a . (o,x ) . . 

2=o o, r o 

on a, grâce aux conditions 2,2' et 3', l'estimation a priori suivante 

O + U l V T U t q j
 D J ( L , v ) H 2 < C(1 + |Ç|

2) S||M o L j v H 2 

j-o C L 2(iR +) l/(fR+) 

pour tout v tel que supp v 

Nous devons estimer la quantité 

s + -(r-*) , , r \ £ 
r m-r - r (q-q - ) «<. o 

I I (1 + U I 2 ) l i t ' ' ' D * { t ^ D ^ v } | | 2 

*-° J = ° L 2 Q R + ) 

en supposant que supp vC[o,T j Q 

Des estimations précédentes on obtient : 

j T ( . | î | 2 ) , + i , ( r " 1 > 1 | t ( , - , , ' , ) t D Î f « , J » i ' > l l î 2 a i ) 

< c { (i + U I 2 ) S ||L v | | 2

2 • (i + l £| V I K L - M O L . H I \ 

' V ( I R + )
 1 l /<& + ) 

r-1 , s-l+jj'(r-j) ( q - q ' ; ) £ , 2 

+ I ( 1 - U I 2 ) r lU r D* v | | 2

2 + } 

*-o I» (IR ) 

On montre alors que pour tout f| > 0 il existe A > 0, 

ô > 0 et ôj > 0 tels que si supp v C C°>Ti C e t s î I £ I 1. A o n a 2 

r' r' il 
o 0 r m-r 0 s+-(r-A) (q-qf- ) 0 • • o 

( H d V l l (L-M o L,)v|p < T, X I 0 + U I 2 ) R HT R DJ t«DJ

tv||
 2

2 

L2(tR+) il=o j-o L ° V 
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Il est alors facile de montrer quel'on a : 

r m-r 9 s+5( r~^) (q-q Tz ) A o « 4 4 ? 
I I <i . |5 l 2) r II t r D * V|| 2 

j = ° L 2 ( f R + ) 

r » 

. , r-1 m-r , s-l+- Xr-l) 
< C {(l + |ç| ) || L (x , Ç ,D ) v || 2 + 1 I (H5 I 2 ) Il 

° L Z(IR +) -o j-o 

| l t ( q - q i * ) £ D* t ^ V | | 2

2 

b)Etude sur [T ,ô[. 

_l 

On note • 5^1^! avec ô 2< «S j et on étudie l'opérateur 

L ( x Q l Ç , D ) de H m ( T 2 , 6 ) dans L 2 ( T 2 , 6 ) . 

Dans l'équation h L(x -,Ç,D ) v « h f 

f t q ' r ' |C|r' q'm, _.m -r 1, 
où h(Ç,t) = I - i - LLLJ / fc 

on fait le changement de-variables défini par 

h(Ç ft)dt dy 

et le changement de fonctions 

w(y) = h 2 t q m " q T r ? v ( t ) 

f j (t) = h ~ ^ f (t). 

On est alors ramené à l'étude d'une équation différentielle 

ordinaire à^coefficients peu variables 11 (cf |[5j) et ainsi on obtient 

pour L(x , Ç , D } l'estimation : 
o t 

, î ( H | Ç | 2 ) S + l « l | | t ^ , l a | - " , r V v | | 2

2 l C(,.|C|2)a||L(x . C D J v H 2 , 
|a|+jîm c L ° c L (JR+) 
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c ) E t ude sur [o , 6 Q . 

On munit l'espace w

m> r><l'<ï ( 0,6)de la norme dépendant de Ç 

s 

r r m-r 9 s+^(r-il) (q-q f5 ) \ • • , 2 

[ i L j l ( H 5 |
2 ) I I . ^ W V ' W ; * 

|a|+j<m 2 + ^ 

GO 

Soient <{>j et 4> ̂  deux fonctions de classe C sur R telles que : 

2 2 

<f>j + 4>2 » 1 avec <fr (y) 8 0 si y ^ 6 ] - p 
et <t>2(y) " ° s i y < ( 5 2 + P O Û 0 < p < 2 

1 / , 

On pose alors, pour i = 1,2, ¥ ¿ ( 0 - ^(tjçl q ) . 

Soit alors v £ w m ' r , q ' q (0,5) avec supp v c [0,ôQ on a : 

' M l ' m r o c ' < C{(l + |Ç|
2) S(||L(«f,v)|| 2

2 + | | L ( ^ 2 v ) | |
2 

s,t, + + 

+ V > H 2 r q q' 

d'où 

H vll m r a o' i C < < 1 + l5l V l|L(x Ç , D t ) v|| + ||v|| , 
W m ' r , q , q 0 ' L 2(îR +) W M : 5 ' q ' q ( 0 , 5 ) -
S , ç S 1 , q 

2°) Etude pour |g[ ^ A. 

Soit Çq & £Rn tel que |^ o)>_A. Pour tout £ €iR n tel que 

|Ç| < A on a : 
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I I * Il \ r a G . 1 C ||v | | 2

m . < C { ( 1 + | Ç |
2 ) 8 ||L(x Ço,D )v||2 

W

B ' r » q , q (0,6) wm,r,q,q ( l f i ) o o t L 2 ( | R } 

s, Ç S , Ç Q + 

+ Il v H 2 , ) 
» w m , r , q , q ^ ^ ! 

.-i,ç o J 

d ' où : 

M 'n, r q q' C { ( l + | C |
2 ) S | | L ( x O , Ç , D t ) v | |

2

2 . ||v|| 2 l 
wm,r,q,q ( 0 j ô ) o t L

z

 ( 1 R ) wm'ï' q' q
 (0,5) > 

3°) Fin dé la démonstration de la proposition 3.3. 

Soit u é W m , r ' q , q , ( R x (R n) avec supp u C fo,ô[ x ÏR n. 
S ' ** 

A 

En appliquant les estimations précédentes à u(t,£) et en intégrant 

par rapport à £ €JR n on obtient : 

li u II f < C { ||L(x ,D ,D JU|| 0 + Hu|| ,. I 
" wm,r,q,q' ( R n r o t L OR ,HS<fRn) w * * , q , q <JR x IRn) ' 
s + + s-l + 

En utilisant le lemme 2-1 on atteint le cas des coefficients variables 

et ainsi on a la proposition 3-3. 

III.B.2. Régularité partielle. 

Proposition 3.4. On suppose que l'opérateur L ( t , x ; D x , D t ) vérifie 

les conditions 2,2' et 3'. Pour tout x Q Q, il existe une constante 
o 

e > 0 telle que si u £ w ^ ' r , q , q (îR+ x (R
n) avec supp uc{ ( t, x) £l + x ft 

U (t,x)- ( 0 , X q ) | | < e}) et L u £ L 2 ( t R + , H S + 1 ( I R n ) ) pour s£iR alors 

u £ W M ! 5 ' Q ' Q V x lR n). 
s+1 + 
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Démonstration. Elle consiste à appliquer la méthode des quotients 

différentiels tangentiels à partir de l'estimation a priori obtenue 

à la proposition 3.3. 

III.A.3. Un résultat de dérivées intermédiaires. 

Lemme 3.1. Soient sÉIR, s'€ (R et p <c (N. Si u£L 2(iR , H S(/R n)) et si 

D P u £ L 2 ( J R + , H S'(lR n)) alors D J u € L 2 ( t R + , H S P ( S ' ~ S } ((Rn) ) . 

III.A.4. Démonstration du théorème 1.5. 

Soit u € cTl +, 2>f (fi) tel que L u £ C ? I | x fi') et soit 

( t Q , x Q ) € 1^ x fi'. On veut montrer que u est indéfiniment dérivable 

au point (t Q, X Q ) . 

Pour t é 0 le résultat est classique en utilisant la 
o 

condition 1. 

Pour t Q =* 0, soit V un voisinage ouvert de (0,x ) dans 

I' x fi' avec V C C I' x fi' et soit à C C°° (I' x fi') avec <f> * 1 + + o 

sur V. D 1 aprèsie lemme 2-3 il existe s 6 (R tel que 

* u € W m , r , q , q t ÛR + x IR n) . Soit alors cp € C*(V) tel que q>(t,x) -

iç} (t) <f 2 ( x ) avec suppcp C {(t,x) £ I' x fi' ; || ( t, x) - (0 , X Q ) 11 < e } 

oû £ est défini à la proposition 3.3. 

On a L<H>u) € L 2((R +, H S + 1 C R n ) ) donc ^ u £ W*;*> q 5 q ? ((R+ x fc
n) . 

En itérant ce procédé on a : 

if u 6 w ^
r » q » q f ( R + x TR n) pour tout s€(R. 

Soit maintenant p £ N et s € (R et soit à montrer que 
*o o n 

P 2 
D

t (cp u) G L ' ((R+, H ° (fR ) ) . D'après le lemme de structure des éléments 
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de C°*(!R +,H
S 9(iR n)) .il existe s 1 é îR tel que D ^ 0 + 1 (cp u) £ L 2 (\R+H

S ' (iRn) ) ; 

on choisit sSÍR tel que s + — (s^s.) • s . Comme <f u £ L 2 (fR • , H S QRn) ) 
p +1 o + 
r o 

on a le résultat annoncé grâce au lemme 3-1. 

Ainsi on a démontré que a est indéfiniment dérivable au 

point ( 0 , x Q ) . 

r ' 
((T) Cas qyl , q'>0, q - q'- ¿ 1 . Démonstration du théorème 1.6. 

On utilise encore la méthode des quotients différentiels 

à partir d'une estimation a priori. 

III. c l . Une estimation a priori 

Proposition 3.5. On suppose que l'opérateur L(t,x,D ,D ) vérifie 
X t 

les hypothèses 2,3" et 3"'. Pour tout x € Í2 , il existe un entier 
o 

P Q ? 0 tel que pour tout entier p ZVQ

 e t pour tout s G (R il existe 

deux constantes C > 0 et £ > 0 telles que si 
p, s p 

u 6 W m ' r

f '
p ; S OR x fR n) avec 

p,q' ,k 

supp u C i < t , x ) £ I + x ||(t,x) - ( 0 , X q ) | | < e p > on ait : 

Démonstration. Par transformation de Fourier tangentielle on est 

ramené à l'étude de l'opérateur différentiel ordinaire 

|a|+j<m J 

r|ct|+r'j>rr' 
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1°) Etude pour \Z\ > A (A > 0 sera fixe ultérieurement). 

Pour Ç fixe dans IRn avec |ç| A on se propose d'étudier 

L ( x Q , Ç , D t ) sur l'intervalle [o,6 £ . 

Pour cela on recouvre cet intervalle par Q),X £ et "JX , S T oû 

T i - 6 i q a v e C 0 < S 2 * S l # ( 5 > °* 6 1 > 0 e t 6 2 > 0 S o n t 

choisis ultérieurement au cours des calculs)• 

a) Etude sur [o,Xj £ . 

D'après £lj les conditions 2, 3" et 3"' montrant qu'il 

existe un entier p Q > 0 tel que pour tout P ^ P Q > entier, il existe 

une constante G > 0 telle que si v € W^'?(IR( x fR n) on a : 
p O, ô + 

i Z _ ( . . m V ^ ' V ' i - i . V ' i . i i * 
h-o ria|+r'j<rr' L (TR+) 

p-h + s 

1 C f ( H S l 2 ) ^ " S | | D * L v|| 2 

P h=o 11 1 l/(1R+) 

En remarquant que les conditions 1 2,2' et 3" impliquent 

des propriétés de régulâtes pour l'opérateur 

m-r a . (0 , x ) 

j=*o o ,r x ' o 

on a : 

p m-r , £ Î + s . . . 2 P 0 . 2 

l J (1 + |Ç| 2) ^ | | D ^ ( t q j D J ( L v))|| < C ÎO + I Ç I 2 ) * I I d N O L . V H 

h=o j=o c c ! L^(jR+)
 c 1 L Z(ÎR +) 

En regroupant ces inégalités on obtient : 
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i i Y ( i . i ï i 2 ) ° ' ^ i i t - { i a i ^ D ^ ( t ^ S ) i i 2

2 

h=o r|a|+r'j<rr' £=o L (JR+) 

p-h+ 

< C{ f (1 + |C| 2) * 3 ( H D A V | | 2 H l D ^ a - M o L j v H 2 ) } 
h=o C IT(fR+)

 C IT(IR+) 

On montre alors que, pour tout r\ > 0 il existe 

ôj> 0 et A > 0 tel que si supp v C C°»T]C o n a : 

P P ~ h , c 

I (i + U I 2 ) | | D ; ( L - M O L . ) V | | 2

2 

h=o C l/(!R+ 

* - F I T c.. I C 1 2 ) 1 " ' ̂ " l l 1 B 1 * J » R J « Q * « » E * * H
L 2 

h=o r|a|+r'j<rr' -o c e L (JR+* 

On en déduit que si |ç|> A et si supp v C [o,Tj[_ : 

I I T D . U I 2 ) ^ 1 * 1 ! ! ^ 6 1 0 1 ^ » j + h T « * D Î v | | 2 , 

h=o |a|+r'j<rr f i-o L (R +) 

p_-_h+ s 

1 C f (1 + |Ç| 2) *
 S

 l|Dj L v | | 2

2 }. 
h-o L (fR+) 

b) Etude sur J x^ , <5 [_ 

On note T 2 = 6 2 | £ |
q avec 0< <$2< ôj et on étudie 

l'opérateur L ( x Q , £ , D t ) de H
m + P ( x 2 , ô ) dans H P ( T 2 > 6 ) 
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-1/ -1/ 
Dans l'équation h 2 L v = 4 '2 f 

t q ' r ' k l r ' + t q , m l £ l m Um 
où h ( Ç , t ) = — 1 ^ ' * z LSJ__ m 

t q m 

on fait le changement de variables défini par : 

h(£,t)dt « dy 

m-I k + 

et le changement de fonctions : W(y) * h t q v(t) 

fjCy.) » h 2 f ( t ) . 

On est alors ramené à l'étude d'une équation différentielle 

ordinaire à coefficients par variables " (cf 133 ) et on obtient : 

£ d + | c l 2 ) s + | a 1 t k + q J + q ? N D t J | | v | | 2

2 < c d + u i 2 ) s I N l'2 ( R > 
a|+j<m t L 2 ( E + )

 L ( R + } 

r|a +r'j>rr' 

si supp v C x^ > 5 C 

Ensuite par récurrence sur p £iN on obtient : 

,p-h 

? r , / c „ k +qj +q«|a| j +h
 2 

h=o |a|+jim 
r|a|+r'j^rr' s +p-h 

1 C l <l +|Ç|
2) l|D^ L v|| 2

2 

h«o c l/(R+) 

c) Etude sur D , ô [ 

En utilisant les fonctions <(> j et (J) ̂  définies au (b) 

et en utilisant la même méthode on a : 

pour v € W ™ ' J ; £ , S ( 0 , 6 ) avec supp v C Q ) , 6 [ 
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2°) Etude pour j ç U A. 

Soit Ç € îRn fixé avec |£ |> A. Pour tout£ÇjR n tel que о о — 
I Ç | A on a : 

II v|| 2 < ||v||2 < C{ f(l + |ç|2) ^ S | | D 4 ( x n , Ç n , D j v | | 2
9 } 

^ , R T , P i % ( O , e T V ' r ' ? ' " (O.ôT h=o t о о t L 2 

d f o ù , en utilisant des formules de Taylor, 

ii r p s i c { b + i ç i 2 ) 2 ^ ^ Л ч ^ ^ ^ п 2

2

 + ii-ii 2™ r p- s-i } 

tf1'*'?'9 (0,6) . H'-O L (jR ) <^,'P' S 40,6) 
q,q',k,Ç q , q k ' 

3°) Fin de la démonstration de la proposition 3.5 

Si l fon prend u € W m î r

f

, p . , s (R A x lR
n) avec supp u c |o,<5| XïR

n, 
q , q , к + 

Л 

en appliquant les inégalités précédentes à u(t,Ç) et en intégrant 

par rapport à Ç С IR * on a : 

I M l r P s 1
 C { ^llDÏ L(x o,t,D x,D t)v|| s + £ - ^ 

•m,r,p,s ( щ h = o t о x t L
Z № A , H (TR ) 

q, q ' к 4 + n v + ' 

ч и п 
q,q ,k + 

On passe au cas des coefficients variables en utilisant 

le lemme 2.1 et des inégalités de Hardy et ainsi on a la proposition 3.5. 

III.C.2. Régularité partielle 

Proposition 3.6. Si и € W m , r
f

, P ' S (IR x CR n) avec h 
q 9 q 9 к + 

supp и С {(t,x) € I + x Q ; ||(t,x) - ( 0 ,X Q)|| < * P ) CL" U 

h 2 P~ h+s+1 
D £ Lu é l (R +t Н""ЗГ (R )) pour O ^ h ^ p alors : 
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q,q ,k + 

Démons tration On applique la méthode des quotients différentiels 

tangentiels à partir de l'estimation a priori de la proposition 3.5. 

III.C.3. Démonstration du théorème 1.6. 

Soit u C°tl +, 2)
 f (fi)) tel que L u e C°°(I+ x fi') et soit 

(t , x ) S I' x fi'. On doit montrer que u est indéfiniment diffê-
0 0 + 

rentiable au point (t Q> X Q ) . 

Pour t f 0 le résultat est classique puisque l'opérateur 

L est elliptique en tout point (t,x) pour lequel t é 0. 

Si t 9 0, soit V un voisinage ouvert de ( 0 , X q ) avec 

V (t I' + x fi' et soit 4 € 3> (I| x fi') avec <j> * 1 sur V. 

D'après le lemme 2.4, pour tout p entier > 0 il existe 

s é|R tel que <J> u € ' r \ P £ S (iR+ x iR
n) . En particulier pour tout 

Cf€2>(V) «f u - ̂  u € W m ' r P ' s (IR x IR n) 

Choisissons p > p où p est l'entier associé à x dans la 
r — r o *o o 

proposition 3.6 et *P€«2)(v) de la forme <fj(t)^ 2(x) avec 

supp y C { (t,x)€ IR x JR n; || ( t, x) - (0 , x ) 11 < e \ . On vérifie alors 
+ ^ 1 o p ) 

que D^ L(cpu) 6 L 2((R +, H ^ " + S + 1 (\Rn) ) pour 0 < h < p . 

Il en résulte : F u É W M , R ; P ' S + 1 (iR x & n ) ; en itérant le procède 
q , q , K + 

on a : tf u é W m , r J p ' s (E x x !Rn) pour tout s€(R. 1 q,q',k + 

Comme Q W m , r J p , s ( î R x Rncc°°(iR x IR n) on en déduit 

v>vr% q»q ,k + + 

que u est indéfiniment différentiable au point (0,x ) ; d'où le théo

rème 1.6. 
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IV. REMARQUES. 

Remarque 1. Lorsque nous sommes dans la classe décrite en C l'opéra-

teur L ( t , x , D x , D t ) peut être hypoelliptique. Par exemple lorsque 

k s - qr = - m l Topérateur entre dans la classe étudiée par 

dans [V] on a alors le résultat suivant : 

Si q'yl et si les conditions 1, 2 et 2 f sont satisfaites 

alors L(t,x,D x,D t> est hypoelliptique. 

Remarque 2. Pour les opérateurs du type B, on montre que lorsque les 

coefficients possèdent une propriété d fanalyticité il n'y a pas hypo-

ellipticité ^partir d'un espace de distributions qui ne sont pas C**3 

dans la direction normale. 

La démonstration consiste à employer les méthodes utilisées 

par Helffer -Zuily dans fô^et par Bolley - Camus - Helffer dans £2] 

pour l'opérateur L (t,x,D ,D ) et à remarquer que l'opérateur 

1 x t 
L(t,x,D ,D ) - L.(t,x,D ,D ) est Tf suffisamment dégénéré 11 pour ne 

X L 1 X t 

pas perturber la méthode. 

V. Extensions à d'autres classes d'opérateurs 

1°) On peut considérer des opérateurs de la forme 

L(t,x,D ,D t) = l a (t,x) t ^ + ^ ' H V D * 
x |a|+j<m a j x 1 

où fk+qj + q'|a|3 désigne le plus petit entier >̂  0 supérieur ou 

égal à k + qj + q'|a| . 
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On introduit un opérateur principal associé 

^ , 1 a a . ( t , x ) t k + ^ ' l ^ D t * 
|a|+j*m U J x c 

k+q j +q f I a | ë IN 

et les conditions 2,3 (ou 2,3 f ou 2,3",3 f f T) portent s u r ^ . 

i 

2°) Dans les cas B ou C, c'est à dire lorsque q > l et q' > 0 

on peut considérer des opérateurs de la forme 

C a a J ( t „ ) t ^ ' W ^ t . Z T ,a a j(t,x)t^ B - D j 

r|a| +r'j»rr' r|a| +rj<rr' 

|a|+j*m 

- L ( t , x , D x , D t ) + Q ( t , x , D x , D t ) , 

lq forme des % a. devant être : 

A a j - k + q'r' + (q - q' si q - q ' ^ , ! 

A o j « a + Ô | Ct | + j si q-q';'< 1 

avec a = k + (q-l)r et ô » q'^.Cq-l) 

Les conditions 3' ou 3" et 3"' portent alors sur 

l'opérateurc£j(x,D x,D t> - L j ( x , D x , D t ) + Q ( 0 , x , D x > D t ) 

VI.EXEMPLES. 

2 2 

(A) 1°. L'opérateur t D + D + i D vérifie les conditions 

1, 2 et 3 pour t ^ O , il est donc partiellement hypoelliptique sur 

IR+ x !Rn (q • j , q 1 • 0, k • 0) 
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2 2 
2°. L'opérateur D + t D + i D vérifie les conditions 

t X X 

1,2 et 3 pour t > 0 , il est donc partiellement hypoelliptique sur 

R + x R n . (q = \, q' = 1, k = 1 ) . 

(J) 1°. L'opérateur t' D + t D x + t D f c + D x vérifie les 

conditions l,2,2',3 f pour t 0, il est donc partiellement hypo

elliptique (on a m = 4 , r = r ' = 2 q • 2 q 1 • k = - 1 ) . 

2°) En tenant compte de ce qui a été dit au V on a le même 

résultat pour 

7 4 4 3 2 2 2 
t D + t D + t D * + D + t D + D 

t x t x t x 

2 [ V I 
car t D + D - t L D + D . 

t x t x 

3 2 2 . 

3°) L'opérateur t D t + D

x

 + it est aussi partiellement 

hypoelliptique sur IR+ x IRn . On a q * 2, q' = ^, m « 2 r' • 2 et r • 1 

k - - 1 ) . 

© L'opérateur L = t 4 D t

4 + t 8 D x

4 + + t 2 D x

2 

est partiellement hypoelliptique sur ÏR + x îRn. Ici on a m = 4 

r = r' =» 2 = 2 q = 2, q' = 3, k = - 4. 

D'après V on obtient que l'opérateur 

L * t 4 D 4 + t 8 D 4 + D 2 + t 2 D 2 + XD 
t X t X X 

est partiellement hypoelliptique sur îR+ x (Rn si X ^ + (2n+1 ) ,n £ N. 
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