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ENDOMORPHISMES DU TORE, g-MESURES ET SCHEMAS DE BERNOULLI 

par 

B. PETIT 

INTRODUCTION 

Rappelons tout d'abord brièvement la définition d'une 

g-mesure ( [ 3 ] ) , sur un espace métrique compact muni de sa tribu 

de Borel (X,*B-K Soit, sur (X,J) , une transformation T véri

fiant les conditions suivantes : 

T . 1 II existe un entier a > 1 , tel que, pour1 tout 

x e X , on a i t : 

Card T ^ { x } = a 

T • 2 T *6st un homéomorphisme local. 

T.3 II existe 6• > o , et p> 1 tels que : Pour tout 
o 

2 

couple (x,y) e X , d(x,y) < 6 q implique d(Tx > Ty J > pd[x,y) 

(On dira alors que l'endomorphisme T est d îlatant] 

I.4 Pour tout e > o, il existe N ( e J c N , tel que : 
2 

pour tout entier n £ N(e), tout couple (x,y) e X , il existe 

z e T n { y ) , tel que d(x,z)<£ . (On dira que les ensembles 

+ 00 - n r 
V I t y ; sont uniformément partout denses). 

o 

Donnons-nous alors, sur X , une fonction numérique 

g satisfaisant à : 

G.1 g est strictement positive sur X ; 

G•2 g est lipschitzienne d'ordre a, 0 < a ^ 1, sur X ; 
* 2 

i.e. : il existe L e R + , tel que pour tout couple (x,y) e X : 
j g(x) -• g(y) | « L d ( x , y ) a . 

G.3. Pour tout x de X , £ gCz) = 1 

zcî"" 1{x} 

La fonction g nous permet de considérer sur l'espace des 

fonctions numériques continues sur X , muni de la norme de la 

convergence uniforme,|| ||u, la contraction tP définie par : 
o 
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if f(x) = 1 g(z) f(z) 
g z c T ^ t x } 

On sait alors, ( [[ 3] * L 6 "]) qu'il existe une mesure de probabili

té unique , notée y vérifiant : 
g 

M.1 Pour tout f €-t5(X) , lim I t ( f ) fil - 0 . 
n > c o g ^ g u 

H.2 y est T-invariante (i.e. : pour tout B C ( î ^ 

g 

u ( T ~ 1 B ) = y ( B ) ) . 
g g 

M. 3 y est fortement mélangeante (et par conséquent er-
g 

g o d i q u e ] : 

2 
Pour tout couple, ( f ̂  , f ̂  î € 6 ( X ) , on a : 

lirr y ( ï ' V . f 1 = y (f J.y [f_l . 
g 1 2 g 1 g 2 

m —>°° 

•n définit ainsi un système dynamique, ( x / B,pg*T) • 

• n pourra dans différents articles, en particulier ([2] et[_B̂ | ) 

voir quelques cas particuliers, pour lesquels, l'extension 

naturelle ^ 7 j ) du système ainsi défini est isomorphe à 

un schéma de Bernoulli . 

Dans le cas général, exposé ci-dessus, il est immédiat que : 

T zt>t un zndom.o^pklimd zxact ; (X,ft,p ,T) a un& <Lxt<tnt><lon natu-

(Voir p r i n c i p a 1 e m e n t [?J ) . 

En fait, à la lumière des travaux de R. Bowen, F. Ledrappier 

et P. Walters, (voir par exemple £9*J ) , on peut dire que l'ex

tension naturelle du système (X,fë,y ,T) est un schéma de Ber-

noulli. 

Nous nous proposons ici, seulement, d'établir cet isomorphisme 

dans certains cas d'espèce. A notre avis, cette démonstration 

net bien en évidence les utilisations des structures de X et 

T . Enonçons donc le résultat : 
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T héorème : Soient X = T n , 5 ) ttilbu de Rotidl 6ul X , &t 

T un undomoiphlùma Induit pan, une matnlcc catin&d A d* ondtiz n, 

à codiilc.lo.ntt> cntlciA telle quz : 

l) |dzt A| = a > 1 

II) Toutes l&A valo.uu pn.oph.z6 du A 6ont, en module, 

6Vilc.tQ.mant 6upzn.lzixn.zh à 7 

Soit g unz {.onction 6atl6 fialùant G. 7 à G» 3 , alon* : 

1° - Il zxlétz unz 4 e u £ e g - mz6un.z y ; e££e vznlfilz M. 7 

à M. 3 

moKpkz à unAcfâma de ZzKnoulll 

3° - L1zntioplz h du 6y6tzmz z6t donnez pan. h - -flogg dy . 

Naturellement, la première préoccupation sera de comparer T 

avec les propriétés T.1 à T•4 

L'isomorphisme sera, bien entendu, établi grâce aux puissants 

résultats de O.S. Ornstein ( [ 4 J , [ 5 ] ) qui ont déjà servi 

dans [ 2 ] et [ 6 j , et dont on pourra trouver les énoncés dans 

Pour en finir, notons les résultats suivants, que nous utiliserons 

dans la suite. 
m 

M. 4 Pour toute f e fcB ( X, & , y ), lim l|if> f - / f d y II = 0 

M.5 Pour tout couple (f.,f^.) de fonctions mesurables posi-
1 2 

tives ou nulles : / T m f „ . f 0 d y = ff A .lp
mf 0 d y 

1 2 g 1 ig 2 g 
m 

M. 6 Pour toute f e & ( X ) , v f mf(x) = Z Iïg ( T m " 1 z ) f ( z ) . 
zeT _ { X } 1 

Nous nous plaçons maintenant dans les hypothèses du théorème. 

http://codiilc.lo.ntt
http://valo.uu
http://pn.oph.z6
http://6Vilc.tQ.mant
http://6upzn.lzixn.zh
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ENDOMORPHISMES DILATANTS 

Remarquons avant tout, que la distance sur jn peut s'exprimer : 

dix,y] - I n f | | x - y.+ p | | 

où, dans le second membre, x et y sont considérés comme points 

de fRn et où la norme désigne la norme enclidienne de fRn . 

Il est alors évident que : 

D. 1 Si (x,y) c ( T n ) 2 dfx,y) 4 ~-

D • 2 | | x-y | [ < — i m p l i q u e I l x ~ y | | = d ( x,y ] 

Démontrons alors : 

Lemme 1 : Soit T un e n d o mo rp h i s me de Tl~n induit par une 

matrice carrée A , d'ordre n, à coefficients entiers, telle 

que |det A| = a > 1 ; si toutes les valeurs propres de A 

sont, en module, > 1, on a : 

1 - T . 1 , T.2 et T.4 sont vérifiées. 

2 - Il existe un entier k >y 1 , un nombre 6 > 0 et 

o o 

un nombre p > 2 , tels que : d(x,y) < 6 q implique 

j r T k o T k o . 

d u x,T y J p d l x , y J . 

dem•: a. T.1 et T.2 sont évidentes avec a = |dét A| , et du 

fait que A induit un homéomorphisme de (Rn sur lui-même. 

b. Avant de démontrer T•4 établissons le 2. 

Suivant la démarche de Katznelson dans [2^, appelons V ^ V , ...,V 

les sous-espaces de fRR invariants par A , sur lesquels les 

valeurs propres de A sont de modules p ,...,p^ respectivement. 

Soient p = Infp, et ^ = Supp. ; notre hypothèse montre 
1* i * r 1 £ i £ r 
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que p > 1 , utilisant la forme de Jordan de la matrice A 
o 

et les résultats de ( [jf] , ch. 7) , pour tout i , il existe 

deux constantes a_̂  et fcu strictement positives telles que, 

pour tout x e V. et tout entier m > 1, on ait : 
K . 1 K. 

1 m l l l l l ! n m l l ' i_ 1 m l l l l r « -v a.m p. x ^ A x ^ b . m p. x (1) 1 I ! I l 1 u_ 1 1 1 1 

où K. = dim V. . Sachant que toutes les normes de (Rn sont 
i i H 

équivalentes, on peut en conclure à l'existence de a et g > o, 

tels que pour tout x de fRn , 

a m p o | | x | | * | | A x | | < B , m R l l x l l ( 2 ) 

2 
•n en conclut alors que : pour tout couple ( x , y ) c X 

amp d(x,yj dCT x,T y) 

Sn 
dès que d(x,y) < , grâce à D . 2 ; prenant m 

n ̂  m ^ o 
2m R 

m 
o 

tel que p =a m p > 2 on a la conclusion annoncée. M o o 

c. Avant de démontrer T.4, donnons la définition suivante : 

Définition Soit T un endomorphisme induit sur TT n par une 

matrice A carrée d'ordre n à coefficients entiers telle 

que |det A| = a > 1 . O n appellera partition canonique associée 

à T la partition de T P en a para 11é1otopes sur chacun desquels 

T est injective, et chacun d'eux ayant 7T R pour image par T. 

On peut construire une telle partition de la façon suivante : 

L'image de [o * 1 [ R par A est un paraiiélotope d'aire géomé

trique |det a| , recouvrant un certain nombre de "cubes"' de 

côté 1, totalement ou partiellement. Considérant les antécédents 

par A , des intersections de A ( [o , 1 [ n ) avec ces différents 

cubes, on constate que ces ensembles forment, dans J n , une par

tition de T n en a para 11é1otopes géométriquement égaux. 
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On peut constater que dans les hypothèses du lemme 1 

A ( [ o , l [ n ) recouvre au moins un "cube" de côté 1 totalement, 

si P est son antécédent par A on en déduit que : 

(x,y) e P ||Ax-Ay|| < /n 

Démontrons alors T.4 ; Soit ^? la partition canonique à 
m 

T ; En vertu de ( 3 ) , on a : 
m m 

p| |x-y| | « | |A ° X - A °y| | < /ïT 

i i i i v^rT v^nT 
donc || x~y|| < ~ K ~ 2 ; d o n c ' grâce à D • 2 d ( x , y ] --• ï x - y|( 

sur un parallélotope convenablement choisi. Tous les parai -

lélotopes P de ? étant géométriquement égaux et d étant 

n /""" 
invariante par translation sur TT , on a : V P e am P< . 

P 
m Km 

Considérant les partitions canoniques associées à T ,...T 

notées respectivement ce qui 
1 Z K K 

précède montre que : diam P < — ^ 

D
 9
 où T . 4 ïjÊ 

Nous supposons, à partir de maintenant que m =1 . 
o 

LA MESURE y 
g 

Lemme 2 : Soit K un ensemble relativement compact dans 

Tf ([0'l] n) ; pour tout f e K, posons f la fonction définie 

sur TTn par f(x) = f(x) si x € [ o , l [ n 

1 - f — > f est une application continue de C ( [ o , l ] n ] 

dans & 1 (X,$ ,y ) ; 

2 - Pour tout e > o , il existe M f e ) tel que : 

m M(e) implique, pour tout f e K 

l l * g f - /f d y j ^ < e 
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dém. 1. Est évident en remarquant que f c L ( X , ^ , u ) et 
g 

que : | |f| | < | |f| | œ = i |f | | u . 

2. L'image de K par l'application continue f — > f 

1 r \ 

est donc relativement compacte dans L (X, ,y ), et, par 

conséquent, on a 2. en vertu de I7!. 4 

Soit la partition canonique associée à T ; on pose, 

pour m ^ 1 , 

O 0 

Lemme 3 : La partition est génératrice (£l"}) • 

dém. Soit P un atome de!? . P = " V S 1 T " 1 *P où P. c HP . 
m 1 ^ i 1 0 

? D 

Soit ( x , y ) e P ; x et y appartiennent à P , et on a, par 

o 

construction : | |Ax - A y | | 4 /rT 

, , , . /rT 
donc, d ( x, y j < 

P 

Par conséquent : p dfx,y} < p i | x - y | | < | |A x — A y| | ; 

ivi ais | | A x - A y | | = ; j T x - ïy|| : d(Tx, T y ] car Tx et Ty a p -

partiennent à P^ , et on a alors d(Tx,Ty) ^ 
/rT P 

Par conséquent, d(x,y) 4 ^ 
P 

Une récurrence facile montre donc que diam P ^ (4) 
m 
oo — 2. 

On en conclut donc que tout ensemble de la forme O T P., M i 
o 

P^ € i P Q , est réduit à, au plus, un point. Tout point pouvant 

se coder de cette façon, la partition est bien génératrice. 

' a 



8) 

Il est parfaitement clair que, pour tout m ^ 1 > T™ est; 

m m-1 _ i 

iniective sur les atomes de J , et que T ( A T ÎP. ) = X, 
J m o i 

car pour tout x, et tout P , T m { x } A P est réduit à un 

point -

Il est également évident, qu'étant donné P c , l'applica

tion qui à x, fait correspondre son'antécédent dans P par 

T m , est uniformément continue sur [ o , 1 [ m . Considérons alors 
m 

g (x) = Il g [ T m * 1

z ) z e î " m { x } n P . 
m, P 1 

g est uniformément continue sur |"o , 1 f m et donc prolnr-
m, p 

geable canonique ment en une fonction y m p de C ( [ o , l J m ] 

Par définition v ~ g 
1 m,p tom,p 

I |Y I I 
« /• n 1 m, p 1 1 u n Lemme 4 Or. a : sup r̂ rr = C < 

^ A y (p) 1 
m*1 g 

Pc 9 
dem. Soit P = " / ^ t " 1 P , P e 5 * 

r 1 i i o 
o 

M (P) = /1p(x) dp (x) 
g g 

= A f g1pCx) dy gCx] 

m-2 _ . 
Mais y 1 pCx) = g(z) 1 T p ( x ) car TP = D T 1 P + , et. 

g 0 J' + 

où Tz = Donc, si z c P. on a : 
o 

|u n(P) " gCz Q) P (TP)| * / |g(z) - g C z Q ) | 1 T p (x) dy g(x) , 

ce qui, grâce à G.2 et à (4) , donne : 

y (P) a/7 
ë

f T P , - gCz ) « - • . L 
M C T P J o mot 
g P 

Par un orocédé de récurrence immédiat : 

y (T kP) a/2 

pour 0 N< K * m-1 8

f T K « 1 p 1 ' g ( T z o ] < a(m-k) L C 5 Î 

y M P j p 
g 
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On aura donc : 
m . m - 1 y ( T 1P ) i ï i 

|log u (P) - log II s a ^ z ï l * Z |log - « L — - l c g SÎT z Q ) \ 
g 1 0 i = o p Ci"1 1P j 

g 

si on pose c - Inf g(x) , c > 0 grâce à G.1 , le théorème 
xeX 

des accroissements finis appliqué à log et (5] nous donnent : 

|log M g ( P I - log H g ( T m - i z Q ) | x< | n a / 2 E - ^ L _ _ = < + -

Passant à l'exponentielle, on obtient l'assertion cherchée avec 

c i - - ' ' 1 a 

Enfin, nous terminerons ce paragraphe par le point essentiel : 

Y 
Lemme 5 La famille{ m ' P m ^ 1 , P e !? 1 est relative-M Y l i m 

m, p H 
ment compacte dans ^ j ^ i"în) 

dém. Grâce au théorème d'Arzé1 a-Asco1i, il nous suffit de mon

trer que cette famille est équicontinue dan s ( [ o , 1 J P ) . 

Nous allons, pour ce faire, calculer A ( m, P , x , x ' ) = I 1o gy ( x) -
1 m, p 

logy (x')I 
B 1 m,p 1 

• n a, sur [o , 1 [ n : 
m 

A (m,P,x,x' ) * Z |log g ( T m " K z ) - log g t T m z ' ) | 
K = 1 

où z c T~ m{x} H P et z' e T ~ m { x ' } n P 

_m- k ( m- k . t , . , A , 
•r on sait que T z et T z ' appartiennent au même atome 

(à n 4- , , T m - K Tm-K , . ^ d ( x, x ' ) 
de i r • De s o r t e q u e : d [ T z,T z'J ^ 

P 

Par suite, appliquant une nouvelle fois le théorème des ac

croissements finis, il vient : 

; m 

A (m,P,x,x') * d ( x , x ' ) a -!=- Z 
1 P 

^ C 2 . d ( x , x ' ) 0 1 
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De cette inéga 1 ité, nous tirons : 

y ( x J y ( x ' ) ! Y C.x ) Y f y " ' 
m, F'- m,p , m,P ' n i--,n i 

T T Y — n " ' i u n — i;
 E X P L O G TTY—rr ~ e x p l o g

 ttt—rr 
I I 1 m, p I I u I I T m ., p 1 1 u I ' 1 1 ' m, p 1 1 u * 1 m * P I lu! 

i 

« C 3 l l 0 g Y m , p ( x ) " l 0 g Y m , p [ x ' ] I 
(o) 

Donc : 

Y ( x ) Y ( x ' ) 
JmiE - - H l £ ^ G d [ x , x ' ) a 

M Y M I I Y I I 1 1 m , p 1 1 u 1 1 1 m, p 1 1 u 

( ( 6 ) s'obtient en appliquant encore une fois le théorème des ac

croissements :nis à la fonction exponentielle]. 

Cette inégalité reste vraie sur £̂0 * ^3 ̂  ; c e c' u^ a c h è v e la démons

tration du lemme 5 . 

g 

Corollaire . La famille { m ' P , m > 1, P e 9 } est relati-
' gCp) 

vement compacte dans L i'X,^ J 
2 

( 7 ) 

dem : Résulte immédiatement des lemmes 2, 4 et 5. 

LE THEOREME D•ISOMORPHISME 

Rappelons d'abord le résultat fondamental d'Ornstein. 

Soit ( X , 3 * y > T) un système dynamique ergodique : s'il existe une 

partition génératrice finie mesurable 5 * de X telle.que : 
.o 

(B) Pour tout e > o, il existe un entier N C e) tel que si 
m > 1 , q ^ 1 et p ^ N(e)+n, les partitions.? et.? = P ^ 1 T 1 O 

^ m p, q V * J 
o 

P 
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soient e -indépendant es, l'extension naturelle du système 

(X , ï&,y,T) est isomorphe à unschéma de Bernoulli. 

Nous allons donc établir : 

Proposition 1 • VoulK p > 2 ztm * 7 > pan.tZtA.on ̂ Q ventait (B). 

dém. On sait déjà que cette partition est génératrice [lemme 3 ) . 
rrv - p <rrs 

Les atomes de J? sont de la forme T Q, où Q £ Jr 
p. q q 

Ecrivons la condition d' e-indépendance : 

s(m,p,q) = P c < 5>.g 6 « 5 > I y g (PnT
_ pgj-y gCP) y g ( 0 ) | < e 

Or y (P n T~ PQ) = Jl 1 _ dug 
g P T P Q 

Donc itiu.p.q) <: Z Z / 1 Q ] (pP 1 - y ( P ) I d u 

m q 

Or Z 1 Q - 1, donc ; 

q 

SCm,p,q) « p J p | |^fP 1 - y [P ] | \ 
m s 

Remarquant que V-f P1 D -= VJ p~ m . v-f m 1 = LfP""m g Ccf. M . S . ) , 

~ g P ^g ~ g ~g £m,p 

grâce au lemme 2 et au corollaire du lemme 5, on peut conclure : 

pour p-m > r u e ) J | Vjfp 1 p -yg(P)|| < e .y (P) . 
g ' g 

d'où S(m,p,q) < e . 

Proposition 2 . L' (Lniiopiz h du t>y£>tln\<L , y T) <Lht donnez 

paK : k ~- - fK log g d]±g 

dem. La partition ^ q étant génératrice, le théorème de 

(1c Mi 11 an montre que : 

http://pan.tZtA.on


12) 

h = -lin - E log y (P) . M_CP3 . (8) 
m _ > + oo

 rn pe3> g 6 

m 

Or nous savons, (cf. lemme 4) que : 

m m 

- c ; * icg n g ( T m _ 1 z ) u o g y (P) ^ c:•+ log n g ( T m x

2 ) 
1 1 0 g 'i 1 o 

pour tout z e P. Donc : 
C \ ° m _ • c î 

1 + — E log n g ( T m _ 1 z ) y (P)«u 4 - * 
m m P€5* 1 p g m m 

m 
m 

P Ï A log n gCT — z , , ) P g<P» . 
où u = — E log y ( P ) . y (P ) 

m m p e 5 > g g 

Or il est aisé de constater que : 

E log n g ( T m _ 1 z D ) y ( P ) = E log g(z D) y (P) + 

PeJ 1 P c y m 

p Z ^ log gCz 1 ) U (P) + ... + Z log g ( Z p m ] î P (P) (9) 
E 3 m - 1 g Pc^q g 

Comme, d'autre part : lim E log g(z ) y (P) = /log g dy 
m->°o Pe-5 g g 

(8] et [9) nous montrent donc que : 

h = - /log g d y g U 

CAS GENERAL 

Ici nous ne supposons plus m^ = 1. Nous devons nous assurer d'abord 

de l'existence et de l'unicité de la g-mesure. 

Choisissons m tel que am p = p > 2 (cf. Lemme 1) . 
o H o K o 

m 0 m 0-i 
Sur X considérons la fonction g ' ( x ) = II g ( T x) . 

i= 1 

Cette fonction vérifie naturellement les propriétés G.1 à G.3 
m 

Soit V la mesure associée à g' et à T °. On remarque immédia-
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k m 0 

te ment que , f ^ f pour toute f e "g C X ) . La suite 
g g 

Km 

{̂ f f } K € IN converge donc uniformément vers v(f). Or si 

on se reporte à la démonstration d'existence (th. 1 de [6]), on 

voit qu'il suffit qu'un sous-suite converge uniformément pour que 

K 

toute la suite W g " ^ K e M converge uniformément, ceci à cause 

du fait que Vjf est une contraction de *£(X), propriété qui ne 

dépend que de g et non de T . 

On a donc v = y , et, toutes les autres propriétés. 

Proposition 3 . Le £>yt>tzmo. (X,3,y , T) <Lt>t un ^CLctziih, ([/]) 
mo 9 

du AyAtèmo. [X,3 , y , T ) . 
9 

m 
dem. Pour tout P. € ? (partition canonique à T ° ) , posons 

A 1 m ^ 
m o 

0 ^ = 1 P i ' l e s forment une partition de X en a paral-

lélotopes sur lesquels T est injective et TÇL = X 

La partition {Çk}= Q q est génératrice. En effet : tout point x 

de X se code de façon unique x = D T- 0. • Chacun de ces 

0 
ensembles est au plus réduit à un point car : 

o 1 1 o 1 j=i j m o " 1 

= r\ T ~ m o c J - 1 )

 P . , 

ce qui nous permet de conclure grâce au lemme 3 appliqué à T m ° -

Si x e X, il existe une suite unique ^ ^ ^ ^ telle que 
o 

x = r\ t ' ^ p . 
o 

oo - i m -1 

Posons 4 > ( x ) = O T (T 0 lP±) 
o 
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m 0 

Il est parfaitement évident que . = T . $ 

- 1 
(j) est mesurable : il suffit de voir que (j) 0 = U P 

T m ° ~ P--• g 
Ce même argument montre que (f>y = y 

S g 
cf) étant sujective, la proposition 3 est établie . 

a 

Corollaire : L'extension naturelle de ( X , 3b , y > T ) est isomor-
g 

phe à un schéma de Bernoulli. 

dem. Propositions 1 et 3 et résultats de [l]*[4]] et [ 5 ] . 

Proposition 4 . L* £nt*.op<Le. du ày^tzmz ( X , ^ , y ,T) <Lt>£ donnée, 

pan : h = ~ f lOQQ d\\ 
ô 

dem. La proposition 2 , montre que h', l'entropie de 

( X , 3 > , y ,T m°) est donnée par : 
g 

m n m • 
h' = - /log n u

 g(T °" 1x) dy (x) ; 
1 g 

puisque y est T-in variante, il vient : 
g 

h' = - m Q /log g d y g 

• r on sait que h' = m^h , et par suite h = - log g dy^ 

Conclusion : Les propositions 1,2,3,4 et les remarques du début 

du dernier paragraphe, achèvent la démonstration du théorème que nous 

nous proposions d'établir. 
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