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EQUIREPART1TI0N ET ERGODICITE DE TRANSFORMATIONS CYLINDIRQUES 

JP CONZE 

(Université de Rennes] 

1 - Introduction 

Nous étudions dans ce travail deux problèmes liés à la donnée de la 

rotation définie par un nombre irrationnel a et d'une fonction <^ à valeurs dans 

un groupe G , définie sur X = R / £ et constante par morceaux . 

Le premier problème, qui se formule quand G est compact, est un 

problème dTéquirépartition . Rappelons qu'une suite (u ) d'éléments d Tun groupe 

compact G est dite équirépartie, si, pour toute fonction h continue sur G , 

on a : 

1 n-1 
lim - l MIL ) = / h(g)dg . 
n n 0 k b 

Nous cherchons ici des conditions sur pour que la suite 

n-1 
( £ H'CX + Ka), n e N) soit équirépartie dans G , pour tout x e X . Cette 
0 

propriété est étroitement liée à lTergodicité du système défini sur X G muni 

du produit des mesures de Haar par (x,g) -> (x + a , -̂f (x) g) . 

Le deuxième problème que nous abordons est celui, plus difficile, de 

lTergodicité de ce système quand G n Test pas compact. Il s'agit alors d Tun sys

tème (transformation cylindrique) sur un espace de mesure infinie et son caractère 

ergodique met en jeu des propriétés des itérées de la rotation x -> x+a sur R/Z plus 

fines que dans le cas compact. Nous nous bornerons ici au cas G = Z , en utilisant-

une méthode propre au caractère discret de G mais susceptible de s'étendre à un 

cas plus général. Ces deux problèmes peuvent être formulés indépendemment l'un de 

l'autre, m i s sont liés par le rôle que joue une équation fonctionnelle 
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d u t y p e : f ( x + a ) - ^>(x) f ( x ) , où l ' i n c o n n u e f e s t u n e f o n c t i o n m e s u r a 

b l e de X d a n s G . 

D a n s t o u t le t r a v a i l , n o u s f e r o n s d e s h y p o t h è s e s t r è s r e s t r i c t i 

v e s s u r la f o n c t i o n ( e s s e n t i e l l e m e n t s u r la n a t u r e a r i t h m é t i q u e d e s 

p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é de , et é g a l e m e n t d a n s c e r t a i n s c a s s u r la n a t u 

re a r i t h m é t i q u e d e a 

L e s r é s u l t a t s o b t e n u s p r o l o n g e n t c e u x de H . F u r s t e n b e r g [[2] 

et d e W . V e e c h [7] , » e n 0 8 c l u ^ c o n c e r n e le p r e m i e r p r o b l è m e . Le p r o 

b l è m e d e l ' e r g o d i c i t é d e s f l o t s c y l i n d r i q u e s a é t é t r a i t é d a n s un c a s p a r 

t i c u l i e r p a r K. S c h m i d t [6] , et p a r A»BtKrigin [V] d a n s d e s c a s p a r t i c u 

l i e r s p o u r G = R o u Z . 

2 . - Notations 

Le c e r c l e R/7 m u n i d e la m e s u r e de L e b e s g u e y e s t n o t é X . 

Il e s t c o m m o d e d ' i d e n t i f i e r X a l ' i n t e r v a l l e £p,lQ » s t . p o u r un r é e l 

y s o n i m a g e y m o d 1 d a n s F/7 à s a p a r t i e f r a c t i o n n a i r e n o t é e {y} . 

U n e f o n c t i o n d é f i n i e s u r X e s t é g a l e m e n t i d e n t i f i é e à la f o n c t i o n p é r i o 

d i q u e de p é r i o d e 1 q u i la p r o l o n g e s u r JR . 

R a p p e l o n s q u e l q u e s r é s u l t a t s d e la t h é o r i e d e s f r a c t i o n s c o n t i 

n u e s ( v o i r J . W . S . C a s s e l s [1] ). 

P o u r t o u t y r é e l , o n p o s e | | y | | = i n f | y - n | . 

S o i t a un n o m b r e i r r a t i o n n e l , 0<a< 1 . S o i e n t (a ) la s u i t e 
n 

d e s q u o t i e n t s p a r t i e l s de a et (p . ) la s u i t e d e s c o n v e r g e n t s de a . 
n 

P o u r n ^ 2 , les r a t i o n n e l s p , s o n t les " m e i l l e u r e s a p p r o x i m a t i o n s " 
n 

de a d a n s le s e n s s u i v a n t : 

| | k a | | ^ | | q n a | | , p o u r 0 < |k| < q p + 1 . 

L e s q ^ s o n t p r e m i e r s e n t r e e u x et r e l i é s p a r les r e l a t i o n s de r é c u r r e n c e : 

q n * 1 ' a n q n + q n - 1 ' n » 1 ' 
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La v i t e s s e d ' a p p r o x i m a t i o n de a p a r les P n / Q

 e s t d o n n é e p a r les i n é -
n 

g a l i t é s 

-7 ^ I I q ot I I ^ — - — ^ — - — , n ^ 1 . 
(a + 2 ) q N , , H n , , v , q . N a q 

n H n » H n + 1 n M n 

Il en r é s u l t e q u e l'on e s t t o u j o u r s d a n s l'un d e s c a s s u i v a n t s : o u b i e n la 

s u i t e (a ) t e n d v e r s l ' i n f i n i , et d a n s ce c a s on a : 
n 

1 i m q I I q a I I » 0 ; 
n 

o u b i e n il e x i s t e un n o m b r e c > 0 et u n e s o u s - s u i t e (q ) de la s u i t e 

d e s d é n o m i n a t e u r s d e s c o n v e r g e n t s de a t e l l e q u e 

| |q a | | , k ^ 1 . 
n K V 

K 

3.- Etude (Tune équation fonctionnelle 

D a n s t o u t e la s u i t e , n o u s c o n s i d é r o n s une f o n c t i o n v̂ > d é f i n i e 

s u r X à v a l e u r s d a n s un g r o u p e t o p o l o g i q u e G . N o u s f e r o n s s u r G et 

s u r leB h y p o t h è s e s s u i v a n t e s : 

- G e s t un g r o u p e t o p o l o g i q u e m u n i d ' u n m é t r i q u e 6 b i - i n v a -

r i a n t e , c ' e s t - à - d i r e t e l l e q u e 

ô ( g h , g h ' ) * ô ( h g , h ' g ) - 6(h,h') , 

p o u r t o u s h , h ' , g d a n s G . L e s g r o u p e s t o p o l o g i q u e s a b é ~ 

l i e n s , c o m p a c t s , d i s c r e t s s o n t d e s e x e m p l e s de g r o u p e s t o 

p o l o g i q u e s p o s s é d a n t u n e m é t r i q u e b i - i n v a r i a n t e . 

- L a f o n c t i o n v̂> e s t c o n s t a n t e s u r les i n t e r v a l l e s d ' e x t r é m i t é s 

t ^ s u r le c e r c l e , K^lx) = , p o u r x €. ft^ * ^^-j C * 

i = 1,...,s ( a v e c la c o n v e n t i o n s+ 1 « 1 ) . Il e s t n a t u r e l d e 

s u p p o s e r q u ' o n a ^ + 1 P o u r * 3 1 i " * * s . S a u f m e n 

t i o n c o n t r a i r e la f o n c t i o n e s t s u p p o s é e n o n c o n s t a n t e , 

a y a n t d o n c a u m o i n s un p o i n t de d i s c o n t i n u i t é • 
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T h é o r è m e 1 « -

Soit une fonction de X dan* G , constante, p*K moiczouK* 

dont It* point* de discontinuité t^ , i - 1,. • . ,-6 , sont tiationnzlà. 

Voun. tout iKKationnzl a , V Iquation fonctionnait^ 

l(x+<x) - \f(x) rf(x) , C*) 

n'a pas de solution & mesurable de X dans G . 

P r e u v e , -

S o i e n t t ̂  = r ^ / ( j * * = 1 # • • • » s , les p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é 

de a - P o s o n s d s d ^ - . - d . C o n s i d é r o n s la s u i t e d 8 S d é n o m i n a t e u r s 

d e s c o n v e r g e n t s de a . 

a) T r a i t o n s d ' a b o r d le c a s o ù il e x i s t e u n e c o n s t a n t e c > 0 

et u n e s o u s - s u i t e (q ) t e l l e s q u e q llq a I I £ c . 
"k n k n k 

P o s o n s m = p a r t i e e n t i è r e de q / . D ' a p r è s les p r o p r i é t é s 
K n k / d 

de q , o n a : 
n 

| | j d a | | > | |q a | | >, C / q n , 
R k 

p o u r 0 < | j | rr̂  . 

S o i t la p a r t i t i o n du c e r c l e en les i n t e r v a l l e s d ' e x t r é m i 

t é s ( t ^ - j a ) , i = 1,...,s , 0 < j < r a ^ • D e u x p o i n t s q u e l c o n q u e s d i s t i n c t s 

de c e t t e f o r m e s o n t à u n e d i s t a n c e | 1 t ^ - j a - C t ^ , - j ' a ) | | * | |~ • u a | |> 

a v e c u e t w e n t i e r s , 0 < | u | < m ^ . C e t t e q u a n t i t é e s t s u p é r i e u r e à 

1 Mdu.ll > J J . » - f - . 

P o u r t o u t e n t i e r i > 0 , p o s o n s 

* f a C x ) = V j > ( x * U - 1 I a ) v ^ ( x * U - 2 î a ) . . . ^ H x + a ) Vf ix ) . 

L a f o n c t i o n VPm e s t c o n s t a n t e s u r l e s é l é m e n t s de la p a r t i t i o n r„ . 
1 k K 

Q u a n d la v a r i a b l e x f r a n c h i t l'un d e s p o i n t s { t ^ j o t } , le f a c t e u r 

^ ( x + j o t ) c o r r e s p o n d a n t p r é s e n t e une d i s c o n t i n u i t é d ' a m p l i t u d e ô ^ ô (X i , X^^ ^ 

C o m m e la m é t r i q u e 6 e s t b i - i n v a r i a n t e , c e t t e d i s c o n t i n u i t é e s t c e l l e d e 

http://Mdu.ll
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la f o n c t i o n m , E l l e e s t au m o i n s é g a l e à 6 i n f 6. > 0 . 

K ° i = 1 , . . . ,s 

S o i t f une s o l u t i o n m e s u r a b l e de l ' é q u a t i o n (*). E l l e v é r i f i e 

la r e l a t i o n f (X+£ot) = vp^ ( x 3 >f(x) , p o u r t o u t e n t i e r £ > 0 . 

S o i t e > 0 . Il e x i s t e un f e r m é F d a n s X de m e s u r e s u p é r i e u 

re à 1-e t e l q u e la r e s t r i c t i o n de f à F s o i t u n i f o r m é m e n t c o n t i n u e . 

S o i t r i > 0 t e l q u e les c o n d i t i o n s x,y £ F , ||x-y||<r) i m p l i q u e n t 

6 ( f ( x J , f ( y î ) < 6 Q / . 

D ' a p r è s la d e n s i t é de la s u i t e ( { j a } ) # il e x i s t e k Q t e l q u e 

la l o n g u e u r de c h a q u e i n t e r v a l l e de la p a r t i t i o n T , p o u r k ^ k , s o i t 
K o 

i n f é r i e u r e à r\/^ . C o n s i d é r o n s d e u x i n t e r v a l l e s c o n s é c u t i f s J et J ' 

de , a v e c k >, k Q . Si x et y s o n t d e u x p o i n t s r e s p e c t i v e m e n t d a n s 

J et J ' , t o u s d e u x d a n s l ' e n s e m b l e H - F 0 ( F " i û ) , on a les r e l a t i o n s : 

||x-y||<n, x , y é F , | | x + £ a - ( y + la ) \ | <n , X • la, y + la €F , 

d ' o ù s i m u l t a n é m e n t les i n é g a l i t é s : 

ô ( f ( x ) , f ( y ) ) < 6 q / , 6 ( f ( x + 4 a ) , f ( y * A a ) ) < 6 q / 

fiais, a , a ' , b , b ' é t a n t q u a t r e é l é m e n t s de G , o n a , d ' a p r è s l ' i n v a r i a n 

ce de 6 et l ' i n é g a l i t é t r i a n g u l a i r e : 

ô ( a , a ' ) ^ ô ( a b , a ' b ' ) + ô ( b , b ' ) . 

O n en d é d u i t : 

6 ( i f m ( y n * « ( f ( x * m a),f(y*n) a ) ) * « ( f ( y ) , f ( x ) ) < ô Q . 
k k 

C e t t e i n é g a l i t é c o n t r e d i t le f a i t q u e la d i s t a n c e e n t r e l e s v a l e u r s de 

Vp m s u r J et s u r J 1 e s t s u p é r i e u r e ou é g a l e à 6 

O n e n d é d u i t q u ' é t a n t d o n n é s d e u x i n t e r v a l l e s c o n s é c u t i f s de 

r. , l'un d e s d e u x au m o i n s e s t c o n t e n u d a n s le c o m p l é m e n t a i r e de H . Le 

K 
n o m b r e d ' i n t e r v a l l e s de c o n t e n u s d a n s H e s t d o n c s u p é r i e u r à l a . 
m o i t i é d u n o m b r e t o t a l d ' i n t e r v a l l e s d a n s T , s o i t s m . C o m m e la l o n -

K k 
c 

g u e u r d e c h a q u e i n t e r v a l l e d e T e s t m i n o r é e p a r — , o n en d é d u i t 
K , c. 

d x 

y ( H c ) >, > 0 . 
2 d ^ 
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S c 
C e c i c o n d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n , si on a p r i s e < —=• 

4 d ^ 

b) T r a i t o n s m a i n t e n a n t le c a s où la s u i t e (q ) v é r i f i e 
n 

q n l l Q n

o t l l 0 * c ' e s t - à - d i r e lè c a s où la s u i t e d e s q u o t i e n t s p a r t i e l s 

de a t e n d v e r s l ' i n f i n i . O n a d o n c q I a - p ê I = c 0 , p o u r u n e s u i t e 
n 1 n/q ' n 

n 

d ' e n t i e r p . S u p p o s o n s d ' a b o r d q u ' o n p u i s s e e x t r a i r e do la s u i t e d o s 
n 

(q^) une s o u s - s u i t e f o r m é e d ' e n t i e r s p r e m i e r s a v e c les d é n o m i n a t e u r s d e s 

t. . N o t o n s e n c o r e (q ) c e t t e s o u s - s u i t e , 
i n 

S o i e n t A ^ la p a r t i t i o n du c e r c l e e n l e s i n t e r v a l l e s d ' e x t r é 

m i t é s ^ j / J P n / q ^ ' i = 1,...,s . j « 0 # . . . , q n - i et ty^ la f o n c t i o n d é f i n i e 
n 

p a r : 

* n C x î = H ( x + ^ n - ^ P n / q ' ̂ x t C q n - 2 ) p n / )...^Cx + p n / )vp(x) . 
n n n 

C e t t e f o n c t i o n e s t c o n s t a n t e s u r les é l é m e n t s de la p a r t i t i o n A , e t , 
n 

c o m m e d a n s la p r e m i è r e p a r t i e de la d é m o n s t r a t i o n , o n m o n t r e q u e les d i s c o n 

t i n u i t é s de s o n t d ' a m p l i t u d e s u p é r i e u r e à 6 > 0 . C o m m e q e s t 
n o n 

p r e m i e r a v e c d , les i n t e r v a l l e s de A ^ o n t u n e l o n g u e u r s u p é r i e u r e à 

1 

M o n t r o n s q u e les f o n c t i o n s in et ^ c o ï n c i d e n t s u r u n a n s e m 

b l e de m e s u r e g r a n d e . S o i t A = {M> * ih } . O n a : 

C O { x : Vf(x+ja) * ^ ( x + j p / } , 
j = •,..., q -1 n 

d ' o ù 
q n " 1 q (q -1 ) 

y ( A ° ) .< 2s 1 | j a - J p | . 2s c p

 R % x< s c n + 0 . 
J = 0 H n 2 q n 

C o n s i d é r o n s c o m m e p r é c é d e m m e n t p o u r un e > 0 un f e r m é F t e l 

q u e la r e s t r i c t i o n de f à F s o i t u n i f o r m é m e n t c o n t i n u e . S o i t X) > 0 

tel q u e les c o n d i t i o n s x , y £ F , ||x-y||<n i m p l i q u e n t 6 ( f ( x ) , f ( y ) ) <6 / . 
2 

P r e n o n s n a s s e z g r a n d p o u r q u e les i n t e r v a l l e s de la p a r t i 

t i o n A ^ s o i e n t de l o n g u e u r i n f é r i e u r e à n / 2 . E t a n t d o n n é s d e u x i n t e r v a l 
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l e s c o n s é c u t i f s I et I* d e A n , si x et y s o n t d e u x p o i n t s r e s 

p e c t i v e m e n t d a n s I et I* et s i m u l t a n é m e n t d a n s A ^ H F O C F - q ^ a ) , o n 

a , c o m m e p l u s h a u t : 

ô(ip (rfî.-vf (yî) < 6 • 
H n H n 

M a i s x et y é t a n t d a n s A , on a é g a l e m e n t : 3 n 

4> (x) * ij> (x) , <̂ > (y) = * ty) . 
q n n q n n 

c o n t r a i r e m e n t au f a i t q u e la d i s c o n t i n u i t é de e s t d ' a m p l i t u d e s u p é 

r i e u r e à 6 . Il e n r é s u l t e , c o m m e p l u s h a u t , q u e le c o m p l é m e n t a i r e de 

o 
l ' e n s e m b l e A O F 0 ( F - q a) a u n e m e s u r e a u m o i n s é g a l e à 

n 

n 1 s 
„ . - — = — • , ce q u i c o n d u i t à u n e c o n t r a d i c t i o n , si on a c h o i s i 
2 d q n 26 

s 
e et n t e l s q u e : 2e + se < — 

n 2 d 

c) Le c a s g é n é r a l ( s a n s h y p o t h è s e s u r les p r o p r i é t é s de l ' i r r a 

t i o n n e l a) r é s u l t e d ' u n e m o d i f i c a t i o n de la m é t h o d e u t i l i s é e d a n s b ) . 

S o i e n t q et q A d e u x d é n o m i n a t e u r s s u c c e s s i f s de la s u i t e M n M n + 1 

(p / ) d e s c o n v e r g e n t s de a . C o m m e i l s s o n t p r e m i e r s e n t r e e u x , il 
n 

e x i s t e , d ' a p r è s B e z o u t , d e s e n t i e r s a et b t e l s q u e O ^ a ,b < d et 
n n H x n n 

a ^ q n + b n q n + 1 e s t p r e m i e r a v e c d . O n p e u t de p l u s s u p p o s e r q u ' o n a ^ n ^
1 

( d a n s le c a s c o n t r a i r e , on r a i s o n n e r a i t en u t i l i s a n t une s o u s - s u i t e de la 

s u i t e (q ) c o m m e p r é c é d e m m e n t ) , n 

P o s o n s v = a q + b q ., w 3 a p +b p . . D e la r e l a t i o n 
n n n n M n + 1 n n n n n+1 

p q .-p , q = ±1 , on d é d u i t : K n n + 1 K n + 1 n 

| a . _ n | N< 1 + D d . 
v ' q „ q 0 q . ( a q + b q 4 ) N 2 
n M n + 1 M n + 2 H n + 1 n M n n M n + 1 q 

n +1 

C o n s i d é r o n s une s u i t e d ' e n t i e r s (£ ), d o n t la d é f i n i t i o n s e r a 
n 

p r é c i s é e p a r la s u i t e . S o i t l ' e n s e m b l e où c o ï n c i d e n t les f o n c t i o n s 

tp^ et <f> d é f i n i e p a r 
n w w w 

<J>n(x) » Vp( x+ C A -1 3-̂ 2.) ^ > ( x + U - 2 ) ~ ) . . . V f . ( x + ^ ) Vp(x) . 
n n n 
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On a u(B ) < sd ( ) 

La fonction é est constante sur les éléments de la partition 
0 w n 

A' du cercle déterminée par les points de la forme {t. - j - — } 
n . 1 v n 

i=1,...,s , j«0*...#£ *1 et ses discontinuités sont d'amplitudes supé

rieure à 6 > 0.. Comme v est premier avec d, les intervalles de r ont 

o n n 
1 

une longueur* supérieure à — . 

n 

Le raisonnement déjà f oit en (b) montre que, pour tout e > 0, 

il existe un fermé F tel que, pour n assez grand, la mesure du complé

mentaire de B r\ F r\ (F-A a) soit au moins égale à 

n n 

n . 1_ > s n 
2 dv A2 q 

n 4d ^n+1 
On doit donc avoir : 

sd (- J «• 2 e ^ — 
qn+1 4d* V l 

Prenons £ < . Alors le choix d'une suite ) 
in -, 128d 

telle que lim — « g- conduit à une contradiction. 
rv->» qn+1 2d 

Dans le cas où G est abélien, on peut, pour^certains irration

nels a , utiliser une méthode qui s'applique à une classe plus générale 

de points de discontinuité t. , et donne un renseignement utile sur le 
q - 1 

comportement des sommes £ (x+jct). 

Lemme 1 

Suppoàon* constante, AUA bu> intervalle* [ ^ - ^ j ^ > A , 

zt ayant une du continuité. en au point t*. VOUA tout zntizA q > 0 zt 

tout indicz i, Il zxJutz dtu zn&vnLtu zt B'^ daru X tzlt quz : 

(I) n l B J , y ( 8 ' J * ini | k U p - ^ ) | | , ou p dlcAit bu indi

ce* tzl£quz qt / qt. , mod 1 , 

(II) la. fonction E ^ U + / / J tet coûtante. &wi 8 zt àuA 

8» ; 
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( I I I ) la dl^tKzncd val&uti* phXkZk pax zatti fonction 6ui 

21 dt Auh qjat , où. p d&cult lz6 Indicé 

tzit> qud qtp - qt^ mod 1 . 

P r e u v e . -
q-1 

P o s o n s il>(x) = E U)(* + j/ î- C e t t e f o n c t i o n e s t i n v a r i a n t e p a r 
j-o T q 

t r a n s l a t i o n p a r 1 / q , et c o n s t a n t e s u r les é l é m e n t s de la p a r t i t i o n A en 

les i n t e r v a l l e s d ' e x t r é m i t é s { t ^ - j / q } , i = 1 , . . . , s , Û < j < q . 

S u p p o s o n s q u e l'on n ' a i t p a s qt = q t ^ , m o d 1 , p o u r t o u t p . 

S o i t { t . -t y } l ' o r i g i n e de l ' i n t e r v a l l e de A , de m e s u r e n o n n u l l e , 

1 0 / 
o q 

d o n t t^ e s t l ' e x t r é m i t é (en p a r c o u r a n t le c e r c l e d a n s le s e n s t r i g o n o -

m é t r i q u e ) . P o s o n s 
B i = V ^ { t i - I J 0 * J ) / Ï ' { V j / q } £ • 

j = 0 o / q 

D é f i n i s s o n s de m ê m e B ! en u t i l i s a n t l ' e x t r é m i t é de l ' i n t e r v a l l e de m e s u r e 
î 

n o n n u l l e de A d o n t t. est l ' o r i g i n e . L e s e n s e m b l e s B , , B ! v é r i -
î i l 

f i e n t les c o n d i t i o n s (I) et ( I I ) . 

L e " s a u t " de q u a n d x p a s s e d ' u n i n t e r v a l l e f o r m a n t B 

à l ' i n t e r v a l l e c o n t i g u f o r m a n t B ^ e s t la s o m m e d e s s a u t s de la f o n c t i o n 

a u p a s s a g e d e s p o i n t s t ^ t e l s q u e qt = q t ^ m o d 1 . 

N o u s d e v o n s m a i n t e n a n t i n t r o d u i r e d e u x c o n d i t i o n s de c a r a c t è r e 

t e c h n i q u e r e l i a n t la n a t u r e a r i t h m é t i q u e de la r o t a t i o n a et c e l l e d e s 

p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é de la f o n c t i o n Lj) . 

D é f i n i t i o n . -

N o u s d i r o n s q u e le c o u p l e f o r m é d ' u n n o m b r e i r r a t i o n n e l a et 

de la f a m i l l e . . . , t g d e s p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é de v é r i f i e la 

c o n d i t i o n (A) : s'il e x i s t e u n e s u i t e s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e (K ) d ' e n -
n 

tiers et un indice i tels que 
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s s u p k K a < i n f K ( t -t.) , p o u r t o u t p/i , 
• ' ' n 1 ' ' 1 n p i ' 1 

n n 

la c o n d i t i o n (A') : s'il e x i s t e u n e s u i t e s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e 1^ ) 

d ' e n t i e r s ' t e l s q u e 

s s u p K I |k a i l < i n f I |k (t - 1 . ) I I , p o u r t o u t p 
n ' ! n ' 1 1 1 n p i 1 1 

n n 

et t o u t i , p^i . 

L e m m e 2.-

Sou* la condition ( A ) , Il exl*te ZQ > 0 et pou* chaque, n 

de* ensemble* C et C1 tel* que : 
n n ^ 

(i) w(c n) , v i ( c ; j > e 0 ; 

k -J 
n 

(II) la fonction Z U)(x+/a) ^ l constante *u* C et *UK 
0 T n 

C ; n 

(ÏIÎ) la. dl^etcnce de* valeu** p*l*e* pan. cette fonction *u* 

(V zt su* e*t égale à la discontinuité de Ĵ) 

au point t^ • 

P r e u v e . -

P o s o n s e = i n f | |k (t - t . ) | | - s sup k I IK ai l 
o ,. 1 1 n p i 1 1 n 1 1 n ^ 1 

n , p / i n 

k -1 k -1 
n n 

S o i t A = { E U>(x + ja) = l 4>(x*j/k )} , 
N 0 0 N 

O n a : y ( A G ) ^ s k | | k a | | 
n x n 1 ' n 1 1 

S o i e n t B. et B ! les e n s e m b l e s ( d é p e n d a n t de n) c o n s t r u i t s 
i i 

d a n s le l e m m e 1. L e s e n s e m b l e s C = A f l B , , C ' = A H B ! v é r i f i e n t les 
n n i n n i 

c o n d i t i o n s de l ' é n o n c é . £ 
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T h é o r è m e 2.-

Sou* la condition ( A ) , l'équation fioncticnn&ile. 

n'a pa* do. 6dation i mteuAabld dd X dan* G. 

P r e u v e . -

D ' a p r è s ln c o n d i t i o n sur les K , on a k a 0 m o d 1 » 'Joit 
n n 

f u n e s o l u t i o n m e s u r a b l e de l ' é q u a t i o n f o n c t i o n n e l l e . On p e u t , en e x t r a y a n t 

au b e s o i n une s o u s - s u i t e s u p p o s e r n u e 6 ( f ( x + k a] , f ( x ) ) 0 , p o u r p r e s q u e 
• n 

k - i 
n 

t o u t x . Il en r é s u l t e q u e la s o m m e Z U)(x+ j a ] c o n v e r g e , p o u r p r e s q u e 
0 

l u t x , v e r s l ' é l é m e n t n e u t r e de G . C e c i e s t en c o n t r a d i c t i o n a v e c la 

c o n c l u s i o n du l e m m e 2. 

1 ) Si les p e i n t s de d i s c o n t i n u i t é t . s o n t r a t i o n n e l s , 
i 

la condition ( A ' ), à fortiori C A ), est vérifiée dès qu'il existe 

une o u i t e (k ) d ' e n t i e r s p r e m i e r s a v e c les d é n o m i n a t e u r s d e s t. et t e l s 
n i 

n u e k l l k a i l + 0. Cctr^: d e r n i è r e c o n d i t i o n e s t v é r i f i é e p a r p r e s q u e t o u t 
n n 1 1 

a feu s e n s de la m e s u r e de L e b e s g u e sur IR ) . 

2) P o u r tout: i r r a t i o n n e l a , les c o n d i t i o n s (A') et (A) s o n t 

vérifiées par presque toute famille (t^ ,t ] de points de discontinuité de 

(au sens de la mesure de Lebesgue sur *R ). 

E n e f f e t , p o u r t o u t i r r a t i o n n e l a , il e x i s t e une s u i t e s t r i c t e -

mer- i c r o i s s a n t e ( f< 1 d ' e n t i e r s t e l s q u e k ||k a i l .< 1/2 . P a r un r é s u l -
n n ' n 1 

t. a t c l a s s i q u e de H . W e y 1 s u r 1 • é q u i d i s t r i b u t i o n [5] , on s a i t q u ' é t û n t d 0 r 

n é e u n e s u i t e s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e (k ) d ' e n t i e r s , on a , p o u r t o u t i n -
n 

t u r v d l l e I de [ 0 , 1 [ et p r e s q u e t o u t t : 

l i m ~ I 1 (k t) = y ( I ) . 
N I n 

N 
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E n p r e n a n t I =* ] 3 / 4 , l [ , il n ' e s t p a s d i f f i c i l e d ' e n d é d u i r e 

p o u r p r e s q u e t o u t e f a m i l l e ( t ^ , . . . , ^ ) d a n s R " une s o u s - s u i t s ( K ) 

t e l l e q u e 

I I k ( t . - t . )|| > 3/4 , o o u r t o u t i,j , 1/) , et t o u t n.. 
n "! x 1 / 
m 

3 î La c o n d i t i o n (A' j s e r a u t i l e d a n s le d e r n i e r p a r a g r a p h e p o u r 

prouver l'ergodicita de la transformation cylindrique associée à. a et ĵp 

4) On p e u t m o n t r e r que les c o n c l u s i o n s du l e m m e 2 et du 

théorème 2 sont vérifiées dans un cas plus général (il *st possible 

q u e p o u r c e r t a i n s i n d i c e s i et p , o n ait q ^ t t ^ - t ^ ) 0 m o d 1) ; m a i s 

c e c i c o n d u i r a i t à une d i s c u s s i o n t r o p t e c h n i q u e s u r les v a l e u r s en d i s c o n 

t i n u i t é de *sp . 

5) D a n s le cas où t̂ p e s t à v a l e u r s d a n s C - { C } , les c o n c l u s i o n s 

d e s t h é o r è m e s 1 et 2 p e u v e n t s ' é n o n c e r s o u s la f o r m e s u i v a n t e : l ' é q u a t i o n 

f ( x + a) = v ^ ) ( x ) f ( x ) n'a p a s de s o l u t i o n f m e s u r a b l e à v a l e u r s d a n s C noi 

i d e n t i q u e m e n t n u l l e . N o u s d o n n e r o n s une f o r m u l a t i o n p l u s g é n é r a l e , en t e r 

m e s de r e p r é s e n t a t i o n s , de ce t y p e au p a r a g r a p h e s u i v a n t . 

65 Le cas où e s t c o n s t a n t e se t r a i t e de f a ç o n 

élémentaire s'il existe une solution mesurable de l'équation fonction

n e l l e ; on e s t a l o r s e s s e n t i e l l e m e n t d a n s le cas où t̂p e s t à v a l e u r s d a n s 

Il c e r c l e u n i t é , sa v a l e u r c o n s t a n t e é t a n t de la f o r m e e ^
7 F l P a , p g # , et 

f e s t é g a l e , à u n e c o n s t a n t e m u l t i p l i c a t i v e p r è s , à g^ 7 T^"P x . 

7} L a m é t h o d e e m p l o y é e d a n s le t h é o r è m e 2 e s t c e l l e 

de KatoK - Stepin [3 ~\ , où est étudiée une équation fonctionnelle du 

t y p e c o n s i d é r é i c i . La m é t h o d e u t i l i s é e d a n s la p r e m i è r e p a r t i e d u t h é o r è m e 

1 e s t p l u s p r o c h e de c e l l e u t i l i s é e p a r V e e c h d a n s • 
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4.- Equirépartition 

R a p p e l o n s q u ' u n e t r a n s f o r m a t i o n T d ' u n e s p a c e c o m p a c t X s u r 

l u i - m ê m e e s t d i t e u n i q u e m e n t e r g o d i q u e , s'il n ' e x i s t e q u ' u n e m e s u r e de 

p r o b a b i l i t é s u r X invariante»- p a r T . Si de p l u s T est m i n i m a l e ( l ' o r 

b i t e s o u s l ' a c t i o n de T de c h a q u e p o i n t de X e s t d e n s e ) , on d i t q u e T 

es t s t r i c t e m e n t e r g o d i q u e . 

Le l e m m e s u i v a n t e s t c l a s s i q u e d a n s le c a s où V̂ p e s t c o n t i n u e 

(H. F u r s t e n b e r g [2] ). 

L e m m e 3. -

Soient X un espace compact, T une tuant formation continue, uni

quement ergodique *ur X , avec unique me*ure de probabilité invariante X , 

G un groupe compact réparable. Soit une application de X dan* G 

continue en dehors d'un ensemble fermé A-négligeable. Alor* le* condition* 

suivante* *ont équivalente* : 

( I ) la tran*formation S : (x,g) » (Tx, v^(x)g) e*t uniquement 

ergodique *ur X x G ; 

( T I J la mesure produit m = \ * dg *ur X x G e*t ergodique 

pour S ; 

( I I I ) pour toute fonction continue f *ur X x G et tout cou

ple (x,g) dan* X x G on a : 

ht 
lim jj l f[Tnx, ^ ( T n ~ ? x ) y>(Tn~2x) ... vp(x)fl) * m[f) ; 

(II/) pour toute repré* entât ion unitaire irréductible U de G 

dan* un Hilbert ^{ , l'équation fonctionnelle 

<MTx) * U(vp (x)) <Hx) , (* * ) 

n'a pa* de *olution non nulle parmi le* application* me*u-

rable* 4> de X dan* £nd{3M) • 

P r e u v e . -

a) F i x o n s ( x , g ) £ x * G . S o i t v u n e m e s u r e de R a d o n s u r 
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X x G t e l l e q u ' i l e x i s t e u n e s u i t e s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e v é r l f i a n 

1 n 

l i m — l f f S ( x ,g)) = v ( f ) , p o u r t o u t e f c o n t i n u e s u r X*G . 

k N K 1 

M o n t r o n s q u o v e s t i n v a r i a n t e p a r S . 

Il e s t c l a i r q u e v se p r o j e t t e sur X en u n e m e s u r e de p r o b a 

b i l i t é i n v a r i a n t e p a r T , d o n c se p r o j e t t e s u r X . S o i t f c o n t i n u e sur 

X x G . P o u r t o u t e > 0 , il e x i s t e un o u v e r t 0 d a n s X tel q u e 

X ( 0 ) > 1-e , et t e l q u e f « S c o ï n c i d e s u r V = G x G a v e c u n e f o n c t i o n 

c o n t i n u e . O n p e u t é g a l e m e n t s u p p o s e r q u e ip v é r i f i e 

I M L .< Ilf s u . - H f l L 

et q u e 0 e s t de f r o n t i è r e X - n é g l i g e a b l e . L ' i m a g e S n ( x , g ) e s t d a n s V/ 

si et s e u l e m e n t si T n x e s t d a n s 0 . C o m m e T l a i s s e i n v a r i a n t e une uni 

q u e m e s u r e de p r o b a b i l i t é s u r X ( p r o p r i é t é d ' u n i q u e e r g o d i c i t é ) , on s a i t 

q u e T n x e s t d a n s 0 p o u r u n e s u i t e d ' e n t i e r s n de d e n s i t é é g a l e à 

X i O ) > 1 - e . Il en r é s u l t e : 

l i m | J - l f ( S n + 1 ( x , g ) ) - ± E * ( S n ( x , g ) ) | 4 e d l f l ^ + 2 e | | f | | 
k k 1 k 1 

D ' a u t r e p a r t , o n a : 

|v(f oS)-V(i|»| <? 2 | | -F I l T OV C V e ) = 2 | | f | | œ A t V c ] ^ 2 e | | f | | œ . 

On en d é d u i t 

| v ( f o S ï - v ( f ) | << 4 e | |f | \ œ ; 

ce q u i i m p l i q u e l ' i n v a r i a n c e de v . 

b) Il e s t c l a i r q u e (I) i m p l i q u e ( I I ) . M o n t r o n s q u e (II) i m p l i c 

( I ) , et d o n c (III) d ' a p r è s ce q u i p r é c è d e (et la s é p a r a b i l i t é de G ) . 

O n p r o c è d e c l a s s i q u e m e n t de la m a n i è r e s u i v a n t e : s o i t V u n e 

m e s u r e i n v a r i a n t e p a r S . P a r r é g u l a r i s a t i o n à d r o i t e , o n se r a m è n e au c< 

où v e s t i n v a r i a n t e p a r S et a b s o l u m e n t c o n t i n u e p a r r a p p o r t à m -

L ' e r g o d i c i t é de m s o u s l ' a c t i o n de S p r o u v e a l o r s q u e v e s t é g a l e à 

m . 
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c) De la condition (III) on déduit, par intégration, 

que m est l'unique mesure de probabilité de X x G invariante par 

5 . A fortiori, m est ergodique par l'action de S. 

d) Il reste à montrer l'équivalence de (II) et de (IV). 

Soit U une représentation unitaire de G dans un Hilbert , et 

soit <J> une application mesurable non nulle de X dans End ( $ £ ) 

-1 
solution de l'équation (xx). Alors la fonction (x,g) > U (g)<|>(x), 

à valeurs dans End ( est une f action invariante par S non 

constante, et m n'est pas ergodique pour S . 

Inversement, soit f une fonction mesurable sur X x G, 

invariante par S . On peut supposer f bornée. A chaque représen

tation unitaire irréductible U de G dans un Hilbert ^f, asso

cions la fonction <fr définie par 

Si, pour toute U différente de la représentation triviale, $ est 

nulle presque partout, on déduit, G étant séparable, du théorème 

de Peter-Weyl, que f est constante. 

Comme ^ est une application mesurable de G dans 

End ( vérifiant t**) , sous l'hypothèse (IV),.on a 

$U = 0 preôque partout et donc f est constante, ce qui prouve 

( m . « 
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Théorème 3 

Soient a un nombre irrationnel, if une fonction définie 

*ur X * /R / IL , constante *ur le* intervalle* [t^9 t^ + j [ , à 

extrêjnité* t^ rationnelle*, à valeur* dan* un groupe compact 

ab&lizn *lparabiz G , et telle que ce* valzur* engendrent un 

& ou*-groupe dense dan* G. klon* ou bien la transformation S : 

(x#9) > U +<* , y (x) 9) z*t *trictement ergodique, avec pour 

unique mesure invariante dm * dx x dg, et la Auite 

i \f (x*na )vj>(x*(n-J)a )...vf(x), nejfJ) e*t tquitâ-

partie dan* G , ou bien S a un facteur [non ergodique) d&lini 

*ur X x X de la forme 

i*,y) —> y+p<*) > 

pour un entier p fixt. 

Preuve 

Comme la mesure m charge les ouverts, la stricte ergodicité de 

S résulte de l'unique ergodicité de S. Soit *}f un caractère de G . 

Si l'application x — > JÇ{ >f (x)) est constante, comme les valeurs prises 

par engendrent un sous-graupe dense de G , il est facile de construire 

un facteur de X x G isomorphe à X x X sur lequel, si l'équation fonc

tionnelle <|>(Tx) * Tfaifix)) <J>(x) a une solution mesurable non nulle, S 

se factorise en (x,y) — > (x+a, y+pa), pour un entier p fixé, (cf. le rai

sonnement analogue dans Veech \j 3 ) • 

Si l'on n'est pas dans cette situation, étudions l'équation fonc-
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t i o n n e l i e : <f>(Tx] = ?f ( v^( x ))$( x ) . 

•n peut se ramener au cas où cj> est à valeur dans le groupe des 

nombres complexes de module 1. Le théorème 1 permet de conclure que l'équa

tion n'a pas de solution mesurable, On applique alors le lemme 3. £ 

5.-Ergodicité de transformations cylindriques 

D a n s ce p a r a g r a p h e , e s t u n e f o n c t i o n d é f i n i e s u r X ~ |R/2 , 

c o n s t a n t e s u r les i n t e r v a l l e s [ t . , t . A \ , i = 1 , . . . , s , à v a l e u r s d a n s le 
i i + 1 L 

g r o u p e H . 

S o i t a un n o m b r e i r r a t i o n n e l . S u r X * 7 , la m e s u r e m p r o d u j 

de la m e s u r e de L e b e s g u e y p a r la m e s u r e de d é n o m b r e m e n t s u r Z e s t i n 

v a r i a n t e p a r la t r a n s f o r m a t i o n ( d i t e c y l i n d r i q u e ) S : (x,k) h- (x + a,k + ̂ ( x ) ) . 

R a p p e l o n s q u e , p a r d é f i n i t i o n , le s y s t è m e (X x Z,m,S) e s t 

e r g o d i q u e s i , p o u r t o u t e n s e m b l e A m e s u r a b l e d a n s X x 2T t e l q u e S A C / 

en c: : m ( A ) = 0 o u m ( A n ) = • . 

N o u s a l l o n s d o n n e r d e s c o n d i t i o n s s u f f i s a n t e s s u r a et l| poui 

q u e (X x #,m,S) s o i t e r g o d i q u e . 

R e m a r q u o n s q u ' u n e c o n d i t i o n n é c e s s a i r e , d ' a p r è s le t h é o r è m e ergo

d i q u e , e s t q u e f^<j>â\i = 0 . N o u s s u p p o s e r o n s c e t t e c o n d i t i o n v é r i f i é e d a n s 

t o u t e la s u i t e . C e t t e c o n d i t i o n i m p l i q u e la c o n s e r v â t i v i t e d u s y s t è m e , v o i r 

A . B . K ri g i n Q Q . 

U n o u t i l i m p o r t a n t d a n s ce p a r a g r a p h e e s t l ' i n é g a l i t é s u i v a n t e 

due à D e n j o y - K o k s m a [ 5 ] » q u i e s t c l a s s i q u e d a n s l ' é t u d e d e s d i f f é o m o r p h i i 

m h s d u c e r c l e . 

L e m m e 4. -

Soit une fonction lnteg*able su* X à valeurs *èelles de 

variation totale \Ja*(ty) su* X . Soit q ^ 1 un entle* tels que 

q\\qoi\\<1 • Mo*s on a, pou* tout x dans X : 

| Z i|;(x+fea) - Q / v tyd\i\ 4 Va*[ty) • 
fe-0 X 
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T h é o r è m e 4.-

Soit y définie SUK X pan ^>(x) * 1 , 0 4 x < 1 /2 , * -1 , 

1/2 4 x < 1 . Poux tout Irrationnel a , te système (X x 7,m,S), défini par 

S[x,k) = ( x+a , k+\f{ x) ) est eigodique. 

P r e u v e . -

D a n s t o u t e la s u i t e , les é g a l i t é s o u i n c l u s i o n s e n t r e e n s e m b l e s 

d a n s X s e r o n t s o u s - e n t e n d u e s à un e n s e m b l e y - n é g l i g e a b l e p r è s -

S o i t A un s o u s - e n s e m b l e i n v a r i a n t p a r S et de m e s u r e n o n 

n u l l e d a n s X x s . 

P o u r j et a d a n s 2? , s o i e n t 

B = {x 6 X ; (x, j) € A} 

et 

C , = B . O B C 

S o i t (k ) u n e s u i t e s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e d ' e n t i e r s i m p a i r s 
n 

t e l s q u e k llk ct||<1 . U n e t e l l e s u i t e e x i s t e c a r les d é n o m i n a t e u r s de d e u x M n 1 1 n 1 1 

c o n v e r g e n t s s u c c e s s i f s de ex s o n t p r e m i e r s e n t r e e u x . C o m m e k n a 0 m o d 1, 

n o u s p o u v o n s s u p p o s e r , en r e m p l a ç a n t au b e s o i n ^k^) P a r u n e s o u s - s u i t e q ue 

1_ (x+k a) -* 1_ (x) , p o u r t o u s j,a e 2 , et p r e s q u e t o u t x . 
C . n C . 
J > a j , a 

k -1 
n 

S o i t D = {x : £ vj>( x + ka) - a , p o u r u n e i n f i n i t é d ' i n d i c e s n} 
0 

C o m m e k^a 0 m o d 1, c e t e n s e m b l e e s t i n v a r i a n t p a r la r o t a t i o n d ' a n g l e a , 

et d o n c de m e s u r e 0 ou 1 . C o m m e k^ e s t i m p a i r , D q e s t v i d e p o u r a 

p a i r . D ' a p r è s le lernme 5, on a : 

k -1 
n 

| £ ^ ( x + ka) j 4 4 ; 
0 

d ' o ù X = U D , p o u r a = ±1 , ± 3 . 
a a 

Il en r é s u l t e q u e l ' u n e a u m o i n s d e s d e u x s i t u a t i o n s e s t r é a l i 

s é e : 
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y C D ^ ) = 1 , et d a n s ce c a s , d ' a p r è s ^p(x+—) = - ^p(x) , é g a l e m e n t 

y ( D ^ ) = 1 ; 

o u 

y ( D ) = 1 , e t , de m ê m e , é g a l e m e n t y ( D ) = 1 . 

D a n s le p r e m i e r c a s , n o u s a l l o n s m o n t r e r q u e + 1 = p-j ' p o u r 

t o u t e n t i e r j . S u p p o s o n s q u ' o n a i t y ( C . ) > 0 , p o u r un e n t i e r j . Soil 

* £ C H O . A p a r t i r d ' u n c e r t a i n i n d i c e n ( x ) , o n a x • k a ê C. „ , et 
J * ' • n j , 1 

d o n c ( x , ] ) 6 A et [ x + K ^ a , j + 1 3 £ A . P u i s q u e x e D , il e x i s t e un i n d i c e 

n ^ n ( x ) t e l q u e 
o K -1 

n 
o 
l vi)tx+ka) = 1 . 
0 ' 

n 

C e c i i m p l i q u e S ° ( x , j ) M x + k a.j + 1) et c o n t r e d i t l ' i n v a r i a n c e de A . O n 
o 

a d o n c B . C B . A , p o u r t o u t i . 
j J + 1 

U n r a i s o n n e m e n t a n a l o g u e u t i l i s a n t l ' e n s e m b l e D_^ m o n t r e q u e , 

t o u j o u r s d a n s le p r e m i e r c a s , on a é g a l e m e n t B^ Ç, B^ ^ , p o u r t o u t j . 

A i n s i les e n s e m b l e s B.. c o ï n c i d e n t . L e u r r é u n i o n e s t un e n s e m b l e de m e s u r e 

p o s i t i v e i n v a r i a n t p a r la r o t a t i o n d ' a n g l e a , d o n c é g a l à X . O n a d o n c 

B^ = X , p o u r t o u t e n t i e r j , ce q u i i m p l i q u e A - X x 7 . 

R a i s o n n o n s m a i n t e n a n t d a n s le cas où ^ ^ 3 ^ = y ( D _ 3 )
 3 1 . 

C o m m e p r é c é d e m m e n t , o n en d é d u i t l ' é g a l i t é B^ = B j + 3 * p o u r t o u t j . 

P o s o n s <J>(x) = {j e H : (x,j) 6 A } . P o u r p r e s q u e t o u t x , l'en

s e m b l e 4>(xî e s t n o n v i d e et i n v a r i a n t p a r t r a n s l a t i o n p a r l ' e n t i e r 3 . 

S i , p o u r un e n s e m b l e de m e s u r e n o n n u l l e , <J>(x) c o n t i e n t 

{ 0 , 1 , 2 } > a l o r s <f>(x) = 1 , p o u r p r e s q u e t o u t x , et d o n c A = X x 7 . 

E n r e m p l a ç a n t é v e n t u e l l e m e n t A p a r s o n c o m p l é m e n t a i r e , n o u s 

p o u v o n s d o n c , p o u r t r a i t e r le c a s r e s t a n t p o s s i b l e , s u p p o s e r q u e , p o u r prei 
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q u e t o u t x , s e u l l'un d e s e n t i e r s 0,1 o u 2 e s t d a n s <f>(x). S o i t f c e t 

e n t i e r . La f o n c t i o n f e s t s o l u t i o n m e s u r a b l e de l ' é q u a t i o n f o n c t i o n n e l l e 

f ( x + a) = f[x)+vp(x) rnod 3. D ' a p r è s le t h é o r è m e 1, c e t t e é q u a t i o n n ' a p a s 

de s o l u t i o n m e s u r a b l e , ce q u i f o u r n i t u n e c o n t r a d i c t i o n 

R e m a r q u e : le t h é o r è m e p r é c é d e n t a é t é p r o u v é p o u r d e s v a l e u r s p a r t i c u l i è 

r e s de a > et p a r u n e m é t h o d e d i f f é r e n t e , p a r K. S c h m i d t [e] et A.B. Kri-

gin [4] 

D a n s le r é s u l t a t q u i s u i t , n o u s r e v e n o n s à u n e f o r m e p l u s g é n é 

r a l e p o u r la f o n c t i o n , m a i s n o u s d e v o n s f a i r e d e s h y p o t h è s e s s u r a et 

les p o i n t s de d i s c o n t i n u i t é t. de L|) . 

T h é o r è m e 5.-

SI Iz nombnz Innatlonnzl a zt Izà point* dz dl&zontlnultz 

tj dz la fonction v̂p vznl^lznt la condition ( A 1 ) , *>l la 6ou6-gnoupz engen

dré dam 7 pan. la* dl^znzncz* ^^~^z+1 9 1=1 (avec 4 + 1*1) Z6t 

7 , Iz tyitzmz (Xx7,m,S) d&{lnl pan [x,k) + (x+a,fe+ ^>(x)) Z6t zngodlquz. 

P r e u v e • -

U n e g r a n d e p a r t i e de la d é m o n s t r a t i o n e s t a n a l o g u e à c e l l e du 

t h é o r è m e 4. 

S o i t A un s o u s - e n s e m b l e de m e s u r e n o n n u l l e et i n v a r i a n t p a r 

S de X x 1. C o m m e S e s t c o n s e r v a t i f , on p e u t s u p p o s e r A s t r i c t e m e n t 

i n v a r i a n t , c ' e s t - à - d i r e t e l q u e ( x , j } £ A si et s e u l e m e n t si S ( x , j ) é . A . 

k -1 
n 

S o i t à n o u v e a u B - { x : ( x , j ) € A } , D = { x : E v£(x + ka) = a , p o u r u n e i n f i n : 
J a 0 

té d ' i n d i c e s n} . S o i t (k ) la s u i t e d ' e n t i e r s d o n n é s p a r la c o n d i t i o n 
n M 

(A' ) . 

D ' a p r è s le l e m m e 5, il e x i s t e 11 t e l q u e la s u i t e 
k -1 
n 

| l U)(x + kot)| s o i t b o r n é e p a r M p o u r t o u t x . 
Cl 1 
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L e s e n s e m b l e s 0 , i n v a r i a n t s p a r la r o t a t i o n d ' a n g l e a , 
a 

s o n t de m e s u r e 0 ou 1 . M o n t r o n s q u ' o n ne p e u t a v o i r y ( D ) = 0 , p o u r 
a 

k -1 
n 

t o u t a / 0. E n e f f e t , d a n s ce c a s , les s o m m e s I VPfx + kct) c o n v e r g e -
• 

r a i e n t v e r s 0 p r e s q u e p a r t o u t . M a i s d ' a p r è s la c o n d i t i o n (A') et le l e m m e 

2, il e x i s t e e > G et d e s e n s e m b l e s C et C' de m e s u r e s s u p é r i e u -
o n n 

k -1 p. 
r e s à e s u r l e s q u e l s E ( x + k a ) e s t c o n s t a n t , la d i f f é r e n c e des v a -

0 

l e u r s p r i s e s s u r C' et C é t a n t u n e c o n s t a n t e n o n n u l l e . C e c i f o u r n i t 
n n 

une c o n t r a d i c t i o n . 

S o i t a ï 0 tel q u e y ( D ) = 1 . E n r a i s o n n a n t c o m m e d a n s la 
a 

d é m o n s t r a t i o n d u t h é o r è m e 4, on m o n t r e q u e , p o u r t o u t j , B . <C B . , et 
J 3 + a 

de m ê m e , en u t i l i s a n t la s t r i c t e i n v a r i a n c e de A , B C B . O n a d o n c 
J + a~~ J 

l ' é g a l i t é B . = B . , p o u r t o u t j é 7 . 
J J + a 

S o i t <j>(x) = { k £ Z': ( x , k) e. A} . On a p r o u v é q u ' i l e x i s t e a ï 0 

tel q u e <f>(x)+a = 4>fx), p o u r p r e s q u e t o u t x . On p e u t d o n c c o n s i d é r e r q u e 

4> e s t u n e a p p l i c a t i o n de X d a n s l ' e n s e m b l e d e s p a r t i e s de 2 V a 7 . 

C o m m e k^a 0 m o d 1, on a a l o r s <()(x+kn0t) = <j>Cx) , p o u r n > n ( x ] 

où n(x) < 0 0 p o u r p r e s q u e t o u t x . 

E n r e p r e n a n t la p r e u v e au l e m m e 2, on d é d u i t de la c o n d i t i o n 

( A ' ) , p o u r c h a q u e i n d i c e i , l ' e x i s t e n c e d ' u n G q > G , de s o u s - e n s e m b l e s 

C 1 , C 1 ' et d ' u n e c o n s t a n t e u ( q u e l'on p e u t s u p p o s e r f i x e g r â c e au 1 e m -
n k -1 

n i i » 
rne cJ ) t e l s q u e £ v p ( x + k a î = u + ^ i s u r c

n ' = u + ^ i s u r , En 

p r e n a n t n a s s e z g r a n d , on e n d é d u i t les é g a l i t é s 4>(x)+ u + À ̂  = $ ( x ) et 

<J>(x)+ u + ^ ^ + >)
 = Qtx) s u r d e s e n s e m b l e s de m e s u r e n o n n u l l e , d o n c de m e s u r e 

1 d ' a p r è s l ' e r g o d i c i t é de la r o t a t i o n . D o n c p o u r p r e s q u e t o u t x , <f> ( x ) 

e s t i n v a r i a n t p a r t r a n s l a t i o n p a r * p o u r i = 1 , . . . , s . C o m m e les 

d i f f é r e n c e s + e n g e n d r e n t Z , on en c o n c l u t q u e <|>(x) s 7 , p o u r 

p r e s q u e t o u t x , et d o n c A-X x 7 " H 
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