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PROPRIETE DE DROITE FIXE ET 

FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE CONVOLUTION 

par 

J.P. CONZE et Y. GUIVARC !H 

(Universite de Rennes) 

Nous etudions dans ce travail 1'equation de convolution 

p * y = y ou p est une mesure de probabilite fixee sur le groupe 

localement compact G , a un reel positif donne et l finconnue y 

une mesure de Radon positive. Une etude complete de cette equation a 

ete faite par G. Choquet et J. Dany lorsque G est abelien (2), les 

solutions extremales etant alors les fonctions exponentielles. Lors

que G n'est pas abelien, la nature des solutions extremales est 

etroitement liee a la structure de G comme l !ont montre G.A. Margu-

lia (7) et H. Furstemberg (4) dans deux cas particuliers. 

Nous donnons ici une representation des solutions de 1 !equa

tion precedente pour les groupes G possedant un sous-groupe nilpotent 

distingue uniforme qui generalise (7). La determination des solutions 

extremales repose sur une propriete de droite fixe et de moyennabilite 

(5), est etudiee systematiquement dans une premiere partie, ou nous 

developpons les remarques faites par H. Furstemberg sur ce sujet dans 

(4). La deuxieme partie est consacree a l Tetude de 1'equation mention-

nee au debut, la methode de determination des extremales etant inspiree 

de (4) et (7). 

Un resume de ce travail est paru dans (9)• 
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I. - DRDnE FIXE SOUS L'ACTION D'm GKXJPfc DANS UN GONE A BASE GOMPACIE 

Solt "G un groups localement compact separable. On note dg una mesure 
-1 

de Haar b gauche sur G . Pour f : G —* C , on pose . f ( M « f (g h) . 
8 

Definitions : On appelle poids sur G toute application borfilienne a de G dans «lC 

telle qu'll exlste une fonction c localement born6e vfirifiant : 

a(gh) 4 c(g)* (h) , pour tous g , h e G . (*) 

Une fonction f sur G est dite orbornge, si I'on a : 
flf| « sup |f(g)| / a(g) < « , 

a g ^ G 
et a - uniformSment continue d droite si f est a - bornfie et vSrifie : 

lim II f - f |I - 0 
g + e fe a 

On d6signe par B^, CB^, UCB^ respectivement les espaces de fonctions sur 

G boulldnnos a - bornfies, continues at a - bornfies, a - uniformfiment continues d 

droite» 

Ces espaces sont des espaces de Banach pour la norms associfie b a et 

I 1action de G par translation b gauche sur chacun d'eux dgfinit une repr6sen-

tation de G . La representation de G dans U C B
a
 Q S t continue* 

Quand a est §gal b 1 , on retrouve les espaces de fonctions utilises 

classiquement dans l'6tude de la moyennabilitg (cf(3)K 116e b 1'existence de 

moyennes invariantes sous 1*action de G sur ces espaces. D'une fagon analogue, nous 

cherchons lei des moyennes quasi-invariantes sous 1*action de G sur les espaces 

lntrodults plus haut. 

Pour toute forme linfiaire m sur un espace de fonctions dfifinies sur G , 

on note gm la forme llngaire f -» m(gf), g e G . Une exponentielle sur G est un 

homomorphlsme contlnu de G dans le groupe multiplicatlf R* • On dfislgne par G 

l 1ensemble des exponentlelles sur G , muni de fagon naturelle d'une structure 

d 1espace vectorlel r6el compatible avec la topologie de la convergence simple sur G • 
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Une forme lineaire sur un espace de fonctions definiss sur G est dite 
quasi-invariante, s'il existe U G ^ telle que: 

gm » A(g)m , pour tout g <=. G , (1) 

Proposition 1 

Soit a un poids sur E . Les conditions suivantes sont §quivalentes : 

1) il existe sur &,x une forme lin6aire positive quasi-invariante m , telle que : 

m(ct) - 1 

2) il existe sur CB^ une forme lin6aire positive non nulle 

3) il existe sur UCB une forme lin6aire positive non nulle. 

a 

Demonstration : 

Les demonstrations de la proposition 1, et du thfiordme 1, sont trfes proches 

des demonstrations donn6esjdans (3), chapltre 2j de 1'equivalence des diverse: ~~zr~~ 

de la moyennabilite. 

flontrons d'abord que a est 6quivalente, en un sens, h une fonction de 

UCB^ . Soit >̂ une fonction > 0 dans ^ ^ G ) , 1*espace des fonctions continues 

a support compact sur G . Considerons le produit de convolution : 
VP*-*(g) « Ĵ fCh) a(h~ 1g) dh 

G 
D'aprSs (*-), on a : 

IP* o(Cg a(g) J f (h) c(h" 1) dh « K a{gj , 
-1 G 

et de m§me l vin6galite a(h g) >a(g) / c(h) implique : 

if* a(g) » a(g) ( f(h) / c(h) dh - K fa(g) 
G 

(2) 
On a done : K'a < ^* a £ Ka $ ob K et K' sont deux constantes dependant de tp, 

avec K* > 0 si y est non identiquement nulle. D'autre part, on v6rifie lmm6diate-

ment que y * a est dans UCB^ . 

Soit m une forme lin6aire positive sur B^ , quasi-invariante. Sa restric

tion & CB est une forme lin6aire quasi-invariante sur CB„ , qui est non nulle, 

si m(a) - 1 , d'apr£s les in6galit6s (2). On a done montre que 1) implique 2)i 

et un ralsonnement analogue montre que 2) Implique 3). 
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Montrons enfin que 3) implique 1). Soit m une forme lin6aire positive 

non nulls sur UCB , quasi-invariante. Si f £ B et si if £{f,(G) , on obtient, 

comme pr§c§demment, que <f * f est dans UCB^ , et m(vf-*f) est bien di§fini. 

Fixons f , et considerons la forme lin§aire sur ^^CGD : Y *-+ m(^fx-f) 

On a m(gf*- f) * XCg) m C ^ * f) ,,d'epres (1)- L'unicit6 de la mesure de Haar 

implique qu'il existe, pour chaque f , une constante y(f) telle que : 

m(*p* f) - y(f) ) X(g) <f(g) dg . 

II est clair que y est une forme lin§aire positive sur . Elle est 

non nulle car d'apr^s les inegalites (2), on a y(a) > 0 . Enfin elle est quasi-

invariante : soit A la fonction modulaire de G . On a 

lf*g Qf » * * - f , oQ T(g) »^Cg~ 1) fCgg" 1) , 
d'oO : 

rnC^ *g Qf) B U(f) J XCg) Y(g) dg 
G 

- XCg ) y(f) f X(g)if Cg) dg 
G 

- XCg ) mCY*-f) , 
o ' 

soit : 
g Qy * M g Q ) y , pour tout gQ£. G . 

On obtient la forme lineaire sur B cherchfie en divisant y par y(ot) 
a 

Propri6t6 de droite fixe 
Soient V un espace vectoriel topologique localement convexe s6par6, df? 

un c6ne convexe propre de V , et p une representation de G dans ^ , c'est-S-dire 
un homomorphisme de G dans le groupe des automorphismes de V tel que : 

P Cg) £.c O P ° u r t o u t 8 £ G 
La representation p sera dite globalement continue si 1'application 

(g #*) pCg)x est continue, et continue sous l'hypoth&se plus faible que, pour tout 
x fix6 dans V , 1'application g p(g)x est continue. 

Th6orSme 1 

Les conditions suivantes sont 6quivalentes : 
1) Pour tout poids a sur G , G vgrifie les conditions 6quivalentes de la pro

position 1 ) 
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2) Pour toute representation globalement continue de G dans un cfine £ a base 

compacte, il existe dans v? une droite fixe sous l'action de G ; 

3) Pour toute representation continue de G dans un cfine S base compacte, il 

existe dans ^£ une droite fixe sous I'action de G . 

Demonstration : 

II est clair c?ue 3) implique 2). Montrons que 2) implique 1). 

Soit a un poids sur G , 1*©space des fonctions sur G uniformfiment continues 

d'ordre a . On peut supposer comme nous l'avons vu que a est dans UCB . Consid6rons 
a 

le c8ne des formes lineaires positives sur UCB^ , muni de la topologie faible. 

Les formes lineaires positives m sur UCB^ telles que m(ct) • 1 forment une base 

compacte de ce c6ne, et la representation p de G dans & definie par p(p)m « gm 

est globalement continue. Les elements d'une droite fixe par G dans 16 sont des 

formes lineaires positives quasi-invariantes sur UCB^ . 

Montrons enfin que 1) implique 3). Soit p une representation continue 

de G dans un cfine IR a base compacte, f c V , Soit * ( x e ^ : F (x) • 1} 
o o 

une base compacte de l£ d6finie par une forme lin6aire F sur V , positive sur . 

Fixons un element x £ . , et montrons que la fonction a definie par 

ct(g) a F q (p(g)x) est un poids sur G . 

Posons cCg) - sup F (p(g)y) . On a c(gg') 5 c(g) c(g'). g#g'<s.G 
y* e 0 

o 
1 F (p(ghlx) a F (p(h)x) F (p(g)z) , avec z • p(h)x , O 0 0 r- f r . x * F (p(h)x) 0 

d'oQ : 
|F o(p(gh)x)| <c(g) |F Q(p(h)x)| • 

Nous devons montrer que c qui est partout d6finii , d'aprSs la compacite 

de est iocalement borne. Soit A » {g £ G : c(g] * k) . On a G • ^ A , 

et les A^ sont fermes. D'apres le theoreme de Batfo, l'un des A^ est d'interieur 

non vide. Done c est borne sur un ouvert et comme c(gg') ̂  c(g) c(g f) , 

c est bien Iocalement born6. 
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Pour tout F dans l'espace V** de9 formes lineaires continues sur V , 

et pour tout X c V , les fonctions g F(p(g)x) sont dans CB^ , car elles sont 

continues par hypothese et v6rifient 

|F(p(g)x)| * a(g) sup |F(y)| . 
yet-y o 

Soient K 1'ensemble des formes lineaires positives m sur CB telles 
a 

que m(a) • 1 , et K_, le sous-ensemble de K forme des mesures positives y sur 
d 

G , h support fini, vSrifiant y(a) = 1 . II r§sulte du th§or§me de Hahn-Banach 

que est faiblement dense cJqps k . Consid§rons 1'application de K dans V**" 

qui & m e K associe x <=V def ini par 
m 

x (F) - m (F(p(g)x)) . 
m 

Pour m 6 K , , on constate que x est dans identifie h un sous-d m o 
ensemble compact de V*-* . L'application m x est faiblement continue, et 

envoie K , dans £ . Elle applique done K dans f d o o 
Si m est dans K et est quasi-invariante par G , son image x^ 

est Lfn 61§ment de , appartenant a une droite fixe sous reaction de G . Done 

l fhypothese 1) implique 1'existence d'une droite fixe sous 1'action de G dans le 

c3ne 

Definition : Un groupe G localement compact a la propri6t6 de droite fixe, s'il 

v6rifie les conditions equivalentes de l'6nonc6 du th6oreme 1. 

II est clair que les groupes compacts, le groupe TL (d'apr&s le th§or6me 

de Schaudfer—Tychonov) ont la propriete de droite fixe. Les groupes ayant la propriety 

de droite fixe sont moyennables. La r§ciproque est fausse. Comrne le remarque 

Furstenberg (4) , le groupe des d6placements du plan est un exemple de groupe 

moyennable, qui n'a pas la propriety de droite fixe. D'autre part, contrairement 

a la moyennabilit6, la propriete de droite fixe ne se conserve pas dans le passage 

aux sous-groupes fermes : ainsi le groupe des similitudes du plan qui contient 

le groupe des d6placements du plan a la propri6t6 de droite fixe, comme nous le 

verrons plus loin. On a cependant le r6sultat suivant, qui sera utile pour 

determiner des groupes ayant la propriete de droite fixe : 
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Proposition 2 

Soit G un groups localement compact ayant la proprlStS. de droit© f ixe. 

Si H 8 9 t un sous-groupe ferm§ de G ,tel que G/H soit compact, alors H a la 

propri§t§ de droite fixe. 

Demonstration : 

Solent a un poids sur H , et c une fonction localement born§e telle 

que a(hh') * c(h) a(h f) , h , h ' H . Si <f £ CllC) et f £ B ( H ) , la fonction 

<f *f(g) - j f(gh) f(h~ 1) dh 
H 

est bien d6finle car f est localement born£e. 

Solent A un compact de G tel que G • AH , et Y q ^ ^ K ^ strictement 

positive sur A . Posons 8 • f' + a . Nous allons montrer que S est un poids sur G, 

puis en dSduire une moyenne quasi-invariante sur l'espace B a W ) • 

Solent B un compact de G , g Q ^ B , et g e G , avec g • ah^ , 

a €. A , €: H • Nous avons les majorations * 
f+ oilgz) - ( ^ ( g gh) a(h~ 1) dh « J 'fig ah) a ( h ~ V ) dh « o o y ̂  o o o o 1 

5othJ j f (g a,h) c(rT 1 ) dh 5 K o(h J , i o o i 1 

ou K est une constante finie ne dependant que de B . 

De mSme, de l vln£galit6 a(h h J > a(h ) et des hypotheses sur *f , 
1 C(h) 1 0 

on deduit la minoration : 

f' * «Cg) * K' oCh J , o 1 
ou K* est une autre constante ^ 0 ne dependant que de B . Les deux ln£galit6s 

obtenues montrent que P » *fQ * a u n poids sur G • 

Soit y £ tT (G) . II existe un nombre fini de translatfies de V et des 
K n 0 

constantes X telles que |Yl < I X ± g . Si f €. B a*H) # on a done 
n 1 

|y*-f| ^ J! f|a I^U'd £ !|f|(a (£ X 1d(g 1))g , oQ d est une fonction sur G verifiant 

0(g Qg) * d f g Q > 3(g) . g Q * 8 ^ G • 

Ceci implique que <f *-f est dans Bfl(G) 
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Comma G a la propriete de droite fixe, il exists una forme lin6aire 

positive m sur B (G) telle que m(g) • 1 et gm • X(g)m , pour une 
p 

exponentielle X & G*~. Pour f fix6e dans B CH) , d'aprds ce qui precede, l'ap-
plication 3 m ( ^ * f) est une mesure de Radon sur G , quasi-invariante, 
done, £ un coefficient pres dependent lin6airement de f , de la forme 

) X(g) if(g) dg . II existe done une forme linfiaire positive 6 sur B (H) 
' G a 

telle que : 
mCf *- f) • 6(f) j X(g) if(g) dg 

G 
Pour f • a , on obtient mtf * a) =» m(B) * 1 . d'ou 6(a) > 0 • 

Par un changement de variable, on montre la relation : 
mlf * ~ h f ) " X ( h ) 6 ( f ) J X l g ) tlg) d g • 

G 
d'ou 6 ( f ) « X(h) 6(f) . n 

Nous allons maintenant pr6ciser la structure des groupes poss6dant la 

propriete de droite fixe. Certains des rSsultats prouv6s dans la suite ont 6t6 

obtenus par Furstenberg (4), 

Proposition 3 

Tout groupe nilpotent G possSde la propriete de droite fixe. 

Demonstration : 
Si G est abeiien, le r6sultat est une consequence du thSordme de 

Schauder-Tychonov et du lemme de Zorn. Dans le cas g6n6ral, on raisonne par recurrence 
1 2 r r* 1 sur la suite centrale descendante G = G O G y ... G z> G « (e) de G • 

Soit p une representation de G dans un cfine convexe h base compacte. 

Soit ^ le sous-cfine de forme des xe *C tels que P(g)x » X(g)x a g e G F , 

ou X est une exponentielle sur G • D'aprds le resultat dans le cas abeiien, 

il existe une exponentielle X sur G r telle que fc^ + {0} . Montrons que X - 1 , 

pourvu que r soit > 1 . 
r-1 

Solent a*-G , H le sous-groupe ab61ien et distingue dans G engendre 
r** 1 \& par a et G . H opere dans . II existe done un prolongement A1 de X a 

H tel que pour un x ^ o dans ^C^ on ait P(h)x • X f(h)x , h € H . 
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Lemme 4 

Soit G un groups localement compact contenant un sous-groupe ab61ien dis

tingue H de la forme H » R m x Z° et tel que G/H soit compact. Alors G possede 

la propri6t6 de droite fixe si et seulement si H est central dans G • 

Demonstration 

La condition est suffisante d'apres la remarque pr6cedente. Inversement 

supposons que G ait la propriete de droite fixe et montrons que G opfere triviale-

ment sur H * done sur H . 

Soit X un 61§ment de H * et consid6rons le cfine des mesures de Radon posi

tives sur G v6rifiant : Vh<± H, y * 6^ * X(h)y • Ce c6ne, muni de la topologie 

vague est ferme et possede une base compactg. Si (j est une fonetton continue h 

support compact qui est strictement positive sur chaque classe modulo H on a 

y(y) t 0 pour ii ̂  0 car une fonction continue h support compact quelconque \|> est 

majoree par une combinaison lineaire de translates de U> P a r d e s Elements de H : 
i-r ' 

0 $ * « I a. t
h i 

i-1 1 

et cette relation entralne 
i-r 

0 < yty) ̂  J 1
 ai X ( h i J W • 

La compacite de la base d6finie par n(<f) * 1 r6sulte de la mSme relation. 

Comme le groupe G opere dans ce cfine par translations b gauche, 11 pos

sede une droite fixe et done il existe une exponentlelle 9 sur G v£rlfiant 

V h ^ H 6(gh) » 6(g) X(h) 

c'est-S-dire que 8 prolonge X et done que : 

X(gh g~V1) - 1 ; V g 6 G , V h £ H . 

II en resulte que X est invariant© par G • 

Preuve de la proposition 4 

Supposons que la representation adjolnte de G poss&de un polds de module 

1 non trivial dans l'algfcbre de Lie de G'/G" . Alors (cf (!))• G possSde un 

quotient isomorphe au groupe des deplacements du plan euclidien, qui d 9apr£s le 

lemme 4 ne possede pas la propri6t6 de droite fixe. II en est de m&me pour G • 
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Inversement, supposons que la representation adjointe de G ne possede 

pas de poids de module 1 non trivial et montrons que les orbites relativement 

compactes de I'action de G sur G' sont reduites £ des points. Soit V le sous 

espace de G 1 forme des elements dont l'orbite, sous I'action de G , est relati

vement compacte. En prenant une base de V , on voit que G opere sur V comme 

un sous-groupe relativomsnt compact du groups linfi^ire de V > Les poids de G dans 

le complexifie de V sont done de module 1. Comme de plus V s'identifie au dual 

d'un quotient de l'alg&bre de Lie de G V G " , ces poids appartiennent h la repre

sentation adjointe de G et sont done triviaux. G opere trivialement sur V . 

Soient p une representation de G dans un cSne t' a base compacte, X 

un element de G' contenu dans la restriction de p h G' qui est nilpotent, 

done a la propriete de droite fixe. Comme l'orbite de X sous G est relativement 

compacte, X est G invariant. Soit le sous c6ne de b forme des x tels que : 

p(g)x • X(g)v , pour tout g £ G' 

La representation de G dans £ ^ deduite par restriction de p h L 

est triviale sur le sous groupe ferme < G , G'> de G engendre par les commutateurs 

d'element de G et G' . C'est done en fait une representation du groupe nilpotent 

G / <G, G'> . L a propriete de droite fixe appliqu6e h cette representation fournit 

alors le resultat. 

Proposition 5 

Soit G un groupe de Lie connexe de radical R , R' le groupe derive 

de R . Alors G possede la propriete de droite fixe si et seulement si les trois 

conditions suivantes sont verifiees : 

1) G/R est compact, 

2) La representation de R dans l'algebre de Lie de R'/R" ne possfede pas de 

poids de module 1 non trivial, 

3) G opfere trivialement sur R/R', 

Demonstration 

Montrons d'abord que ces trois conditions sont necessaires : puisque G 

est moyennable, G/R l'est aussi et done est compact. II en results, d'apr&s la 
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proposition 2 que R possede la propriete de droits fixe et, d'apr&s la proposi

tion 4, verifie bien la condition 2. D'apres le lemme 4, G opere trivialement 

sur le quotient de R/R 1 par son sous-groupe compact maximal ; puisque G est 

connexe, son action sur ce groupe compact est evidemment triviale, co qui donne la 

condition 3. 

Inversement, supposons verifiees les conditions 1, 2, 3 et soit p une 

representation de G dans un cone a base compacte . La restriction de p a R 

possede une droite fixe d'apr&s la condition 2 et la proposition 4. L 1exponentielle 

X correspondante est invariante sous G d'aprds la condition 3 et G opfere done 

dans le c6ne form§ des v de ^ tels que p(r)v • (r) v , r c~R 

Cette action est en fait une action de G/R' qui possede la propri6t£ de droite fixe 

d'apres le lemme 4. Done G possede une droite ^ixe dans . 
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I I . - FONCTIONS PROPRES DES OPERATEURS DE CONVOLUTION 

Dans cette deuxiSme partis, nous etudions les fonctions propres positives 

de 1'operateur de convolution d6fini par une mesure de probabilite p sur un groupe 

G • Nous nous plagons dans le cas particulier suivant : G est engendr6 par un compact 

et possSde un sous-groupe nilpotent distingue N tel que G/N soit compact, et p 

v6rifie l^ypoth&se (F) pr6cis6e plus loin. 

On salt que dans le cas ou G est ab611en, un th6or&me de representation 

integrals de ces fonctions propres (en particulier fonctions harmoniques) a 6t6 

donne par G« Choquet et J. Deny (2). Lorsque G est semi-simple, un r6sultat 

analogue a 6t6 obtenu par H. Furstenberg (4), sous une hypothSse analogue d notre 

hypothSse (F) sur p . 

Pour les groupes nilpotents discrets, quand l velement neutre est dans 

le support de p , la generalisation de (2) a ete obtenue par G. A. flargulis (7), 

qui indique egalemsnt une extension au cas des groupes nilpotents localement compacts 

sans en donner la demonstration complete. 

Nous reprenons ici les arguments de (7) et de (4), en particulier la 

propriete de droite fixe, dont l'6tude syst6matique a fait l'objet de la premiere 

partie de ce travail. Appliques dans le cas particulier des groupes nilpotents, cette 

propriete nous permet d*6tendre le resultat de (2) aux extensions compactes de groupes 

nilpotents pour une certalne classe de probabilites p . 

Definitions et notations 

Soit G un groupe localement compact. Notons ^ l'espace des fonctions 

continues d support compact sur G , M + le cflne (polnte) des mesures de Radon 

positives non nulles sur G , dg une mesure de Haar h gauche sur G • 

Les mesures sur G ayant une denslte par rapport & dg sont identifies 

avec cette densite. 

Soit p une ppobabillte d support compact sur G • Pour y M + , on pose : 

p * tff} - jj f (gh) dptg) dy(h) , f t l ^ , 



13) 
at pour <p £ £^ : 

y* ̂  C) -J Y (g"1.) dy(g) 
Ces definitions de la convolution sont compatibles avec 1'identification 

i 6 me n mentionn6e plus haut. La n - puissance de convolution de p est notee p 
Pour y £ M + , nous posons : 

yCf) » if (g"1) du(g) , f * . 

Soit ^ 6 ̂  . L a fonction y ^ est continue et bornSe, et on peut 

lui appliquer p . Par le thfiordme de Fubini, on obtient la relation : 

y(p * f ) - p + y( t) , f e f k • 
Cette relation implique en particulier la continuite de l'op6rateur de convolution 
par une probability p & support compact sur l'espace des mesures de Radon muni 
de la topologie vague. 

Pour tout rfiel a > 0 , nous associons S une probabilite p & support 

compact les sous-cfines de M + definis par : 
S • {p M : p * p < ap} a • 
H a {p e M : p p « ay} a * 

Pour a a 1 , on retrouve la notion de mesure p -sous-harmonique et 
p -harmonique. D'aprSs la remarque sur la continuity de l'op6rateur de convolution 
par p , ces cfines sont ferm6s dans M + muni de la topologie vague. Dans le cas 
ou p a une densite par rapport a dg , les cSnes H sont form6s de fonctions. 

a 
Donnons enfin deux definitions : 
Une probabilite p est dite irreductible, si le semi-groupe engendr6 

dans G par le support de p est egal h G 
Nous dirons qu'une probabilite p v6rifie l'hypothese (F), si elle est 

irreductible et si p • ̂ dg , oti est une fonction continue positive £ support 
compact. 

Proposition 1 
Soit p une probabilite irreductible & support compact. Alors les cfines 

S q et H Q associ6s d p so.it a base compacte dans M + . Si de plus p a une 

densite continue par rapport d dg , les cfines H sont form6s de fonctions 
a 

continues, et la topologie de la convergence uniforme sur les parties compactQS 

http://so.it
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de G coincide pour Wr. H a avec la topologie induite par la topologie vague 
a^U a 

de M 

Demonstration 

Soit B » {y £. M + : p y $ ay , y(*j) * 1 , ou 'f est une fpnction 

continue positive non nulle a support compact fixee. Plontrons que B , qui est 
a 

une base de S , est compact, a 

Consid§rons la mesure q = 1 b n p n avec o < b < inf (1, i/a) 

On a q y < dy , pour y <£ S , d = \ a n b° , et comme p est irr6ductible, 

le support de q est G tout entier. La fonction q <- ̂  est done > 0 partout 
sur G , et pour toute fonction ^ positive dans , il existe une constante C 

K 
• 

telle que $ Cq *- 'j> . On a done, pour y^l B a , d'apres la relation (1), 
y( ) < Cy(q *- 'j ) = Cq *~ y (yO < dCy = dC , ce qui montre que B a est compact 

dans il muni de la topologie vague. Le cone H qui est ferme dans S est + a a 
aussi & base compacte. 

Supposons maintenant qu'on ait p =» i|/dg , ou \\> est une fonction con

tinue (positive et a support compact). La mesure p .v y a alors une density par 

rapport a dg , qui est la fonction continue g + ) Cgh ) A(h) dy(h) , ou A 

designe la fonction modulaire de G 

La fonction etant h support compact, il existe une fonction ^ posi-

tive dans c ̂  telle que : 

l iMghT 1 ) A(h) - ^ tg'h" 1) M h ) | <£(g,g') >• (h) , avec £ (g , g f ) 

arbitrairement petits si g et g' sont assez voisins et appartiennent a un 

compact K Q fixe de G . E n integrant cette inegalitS par rapport a y , on obtient : 

jfVgh""1) A(h) dy(h) -J ̂ Cg'h""1) A(h) dy(h) <£(g, g') y 5 

d'ou, en notant f la densite de y <£ H 
a 

a |f(g) - f ( g ' ) | g') vVf) > g*g' £ K Q . 
Cette inegalite montre que tout compact de ^-J H est forme d'un ensemble 

a>0 a 

de fonctions uniformement equicontinues sur les compacts de G . 1 1 en r§sulte 
i 

que la convergence vague dans H q implique la convergence uniforms sur les 
compacts de G 
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Remarque 

L'equation p jk f = af s'ecrit aussi : 

af Cx] = ffCy~1x3 * (y) dy 
d'ou : af Ce) -jff-Cy"1) 4> ty] dy 
et ceci montre que la condition f (e) = 1 d6finit une base du cone H . 

a 

Nous supposerons desormais que G est un groupe localement compact 
possadant un sous-grcupe nilpotent distingue N tel que G/N scit compact. Avant 
d'enoncer le resultat principal de cette deuxieme partie, nous demontrons une 
sarie de lemmes. 

Lemme 1 
Soit f un element extremal de H . Alors il existe une exponentielle 

a 
a sur N telle que : 

f (gn3 r f Cg] X Cn], pour tout g e G , tout n e N (23 

Demonstration 
Montrons d'abord que si ji verifie p = ay elle verifie aussi 

Vg e G 6g ii ^ K Cg3 ji ou ^ est une fonction borelienne localement 
bornee• 

En effet, Sg *: p admet une densite continue a support compact et 
si l'on pose q = ̂  b n p n ou b < inf (1, 1/a) on a comme prededemment : 

n > o 
6g * p ^ c (g) q On en deduit : 
6g * ji = 1/a C6g * p] x y < c(g3 / q * y =. d / Q c (g) y 
d'ou le resultat en prenant °Ug3 = d/a c (g) 

Soit N 2) N 1 o N 2 o ... 3 N r 3 N r + 1 = l( e \ la suite centrale descen
dants du groups nilpotent N et v une mesure positive a support compact contenu 
dans "m que l'on suppose invariante sous l'action de G par automorphismes 
interieurs. La mesure v est alors centrale et : y * v = v A y = j6g*ydv(g3 £ «<y 
Si l'on suppose la mesure y = f.dg extremale dans le cone H , on en deduit :-

â 
y = A Cg] y *-6g 

pour v presque tout g, ou A(g3 est un scalaire dependant de g. 
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r 
Comme l'action de G sur N est celle du groupe compact G/N , il 

r 
existe des mesures centrales v de support arbitrairement grand dans N 

On obtient ainsi pour y extremale dans H , l'existence d'une fonction 
a 
r 

X telle que : y •% 5^ = X(n) y ,(3) pour tout n • - N .11 est clair que A est 
r 

une exponentielle sur N 

Dans le cas ou N est abelien, ceci demontre le lemme. Dans le cas gene

ral, on raisonne par recurrence sur r . Considerons le sous-cone ferme de H , 
a 

forme des mesures y verifiant la relatl.n (3]. Le groupe N opere sur ce cone 
ere 

par translations a droites, et la propriety de droite fixe (cf prop. 3, 1 partie) 

appliquee a N et a ce c5ne montre qu'il existe une mesure y^ et une exponentielle 

X Q sur N verifiant : 
y •* 6 = A fn) y^ , pour tout n ^ N 0 n 0 0 

Comme on a, par ailleurs, y^ *- 6 = X(n) y , pour n /e N , on en deduit que X_ 
• n J 

est egale a X sur N r , et done, pour r > 1 , ^ est triviale. 
On termine la demonstration en appliquant l'hypothese de recurrence au 
r - r 

groupe G/N et a la probability p image de p sur G/N 
La relation (2) de l'enonce du lemme se deduit de (3) en passant aux densites. 

Lomme 2 

Soit X une exponentielle sur N , h et f deux fonctions continues 

positives sur G verifiant respectivement : 

V n N h * 6 • = A(n) h p * h = ah 

Y' n ~ N f * 6 * A(n) f p * f * af . 

Alors f/h est une constante. 

Preuve 

Posons P(x,y) = - ̂ (xy )̂ \~~-\ et notons que les relations p *• h 3 ah et a hixj * ^ 

p - f < af s'6crivent maintenant en posant f/h = u : 

J G p(x,y) dy = 1 J G p(x,y) u(y) dy ^ u(x) 
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Observons que le noyau p verifie d'apres les hypotheses p(xn, yn) =» ptx, y) 

pour tout n de N . O n obtient alors un nouveau noyau p sur G/N en posant 

p(x, y) « S p(x, yn) dn 
N 

st l'hypothese sur u s'ecrit malntenant en introduisant la fonction u sur 

G/N associ^e a u 

J) p (x, y) u(y) dy < u(x) 
G/N 

II resulte de ceci que u(x) est une constante : si x^ est un point ou u(x) 

atteint son minimum, on a u(y) = u ^ x q ^ pour tous les y tels que p(x, y) > 0 

done u(Xg) « u(y) des que <l>(xQy ) est strictement positif. Le resultat s'obtient 

alors en remplagant p par p pour tous les entiers k 

Lemme 3 

II existe une fonction positive unique f^ sur G telle que p *~ f x 

soit proportionnelle a f^ , et verifiant : 
fX ( e ) = 1 1 f X ( g n ) " f X ( g ) A C n ) V n ^ N . 

La fonction p(X) definie sur les exponentielles de N par p *~ f^ a p(X) f^ 

Gst strictement convexe. 

Demonstration 

Soit f^ et f^ deux fonctions verifiant les conditions impoe6es,c'est-

a-dire : f x(e) = f^ (e) = 1 
* x (gn) = f x(g) X(n) 
f^ (gn) = f^(g) X(n) 
P *' f X = K f X 
p < f' » k' fj 

et supposons k* ^ k . D'apres le lemme precedent B S t u n e constante qui ne 

paut §tre ici que "un". On a done aussi k s k' , ce qui d§finit (5(X) uniquement. 
Pour montrer l'existence de f x et par consequent de la fonction p(A) 

on considere le c5ne ^ des mesures y positives verifiant y * 6 a X(n)y pour 
a n 
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tout n dans N - Ce cone est ferme en topologie vague et si ' j- designe une 

fonction continue positive a support compact qui ne s'annulle sur aucune classe 

modulo N , il possede une base compacte def inie par y (•• ) = 1 comme le montre 

le raisonnement suivant. Si est continue a support compact sur G , elle est 

majoree par une combinaison lineaire de translatees de „ par des elements de !\i : 
i=k 

0 < * < I a • - « n i i=1 
i=k i BK 

d'ou y(*) < £ ai X(n ) y(0 = J a ± X(ni), 
i=1 i=1 1 

si y('.) = 1 

Enfin, puisque p est a support compact, la convolution a gauche par p 

definit un operateur continu de dans lui-meme. D'apres le theoreme de Schauder-

Tychonov, il existe done une mesure y d a n s k ^ ^ telle que pr y soit colinealrs * 

y . La stricte convexite de p(X) resulte comme suit de l'in§galite de Holder : 

si a et a 1 sont deux reels positifs de somme "un" et f^ , deux fonctions 

verifiant : 

p *-f x - Kf x , p ><-fx - k' fx. 

on a aussi : 
f p O t .a' * ^ .a a' r .a x a . p * Cf^ f̂ , ) < K k' (f^ f^j ) , 

et (f" fj') (gn) = (f'x f*.) (g) X a(n) X a (n) , 

cbci prouve deja que : 
pCX X ) < k k' 3 ; p(X)/ i: p (X ]: 

L'egalite dans l'inegalite ci-dessus conduit d'apres le lemme precedent a : 

p f x fy = [ p y f X ] ( p / fX'' ] 

e'est-a-dire a = f̂ / , X = X d'apres 1•irreductibilite de p 

Lamme 4 

La fonction f v positive sur G qui verifie p f^ = af^ , f^te) a 1 

f^Cgn) = (g) X(n) pour une exponentielle X sur N est extremale dans 

1'ensemble des mesures de Radon y verifiant p / y = ay 
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Demons tration 
Si f nfest pas extrenale dans PL , elle peut s'ecrire d'apres le 

theoreme de representation integrale de Choquet applique a la base compacte B de 

H a definie par f(e) = 1 sous la forme : 

f = f r,d v(n) 

ou v est une mesure bornee sur B portee par les points extremaux de B . On en 

deduit : 

V n t x (n) = j n(n) dv(n) 

Soit alors n = f un point du support de v tel que x-i distinct 

de x et considerons une direction de N dans laquelle x./x tend vers l'infini o 1 o 
cette propriete reste valable dans un voisinage de x^ et done, comme 1'application 

qui associe a n sa restriction a N est continue, il existe un ensemble de 

mesure positive pour v sur lequel n/x Q tend vers l'infini dans la direction 

consideree. Ceci contredit, d'apres le theoreme de Lebesgue, la relation : 
1 = / r/xo(n) dv(n) > J n /XQ(n) dv(n) 

^ B B^ 

Le support de v est reduit a f , qui est done extremale. 
Xo 

Lemme 5 

L'application X + f est un homomorphisme de N sur son image dans 

le cone des mesures de Radon positives. 

Demonstration 

La continuite de 1'application f x est immediate d'apres la proposition 
A 

Inversement, soit \^ une suite de N conver̂ geant vers x et observons d'abord 

que, p(x) etant convexe done continue, la suite P ^ ) est bornee superieurement. 

La condition f (e) = 1 montre alors que lfensemble des f est relativement 
X Xys 
n n 

compact. Si l'on considere une sous-suite de f convergeant vers la mesure posi-
xn 

tive y j lfequation p v- f = p(X ) f fournit la relation p * y = p(x)y 
xn n xn 

et la condition : 
f (gx) = f (g) xn(x) , (xeN) , 

An An 
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fournit : 

y *• 6 =X (x)- , ( x e N ) . x 

Co-ci montre, d'apres le lemme 3 que y est colineaire a f̂  dg et la condition 

-f\ (el = 1 montre que y = f. . On 3n conclut que f. converge vers f 

On peut maintenant enoncer et dempntrer la theoreme do CG paragraphs : 

Thuorerne 
Soient G un groups localement compact engandre par un compact et posse-

dant un sous-groupe nilpotent N forme et distingue tel que G/N soit compact, 

p une probability irreductible sur G qui admet une densite continue et a support 

compact par rapport a la mesure de Haar do G 

II existe alors une fonction continue unique sur G x N notes 

f(S'X) = f^ (g) telle que p f^ soit proportionnelle a f^ , ^ = ^ G t 

f^ (gn) » f\tg) * (n) . La fonction p(X) definie par p * f^ » p(X) f est 

strictement convexe et G-invariante. 

Les solutions positives extremales de l'equation p / f = af sont les 

fonctions (g) avec p(X) = a et toute solution s'ecrit sous la forme : 

f (gJ 3 f f> CgJ dv(X) 

ou v est une mesuro bornee portio par 1'ensemble compact p(X) = a et unique-

mont determinee par f 

Demonstration 

L'existence de la fonction continue *^(g) verifiant ^^ e^ ~ ^ 

f^(gn) = *f^(g) X(n) et p f^ = p(X) f a ete prouvee au lemme 3. La continuity 

de f(g,X) par rapport a 1'ensemble des deux variables g et X decoule du 

lemme 5 et de la proposition 1 precisant la topologie de H . Le fait que 
a/o a 

p(X) est G-invariante decoule du fait que, si f^ verifie : 
p # f^ = p(X) f^ , 

on a aussi : 

A g X g 
et de plus 

X g xg 
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La nature des solutions extremales de D f 85 kf a ete etudi£e aux 

lemmes 1 et 4. La derniere assertion resulte du theoreme de representation inte

grals de Choquet et de 1 9 homeomorphisrne signale dans le lemme 5. 

Corollaire 

Si G est transitif sur les directions de N , on a pour tout X de 

iM , p ( X ) > 1 et les fonctions harmoniques positives pour p sont constantes. 

Demonstration 

L'orbite d'un element X de N sous G est une sphere de centre 

X q = Id par hypothese. Puisque p ( X ) est convexe et invariante sous G on a done : 

p ( X Q ) < p(X) , 

c'Gst-a-dire : p ( X ) > 1 . 

D'apres la stricte convexite de p on peut affirmer que le minimum de 

p ( X ) est atteint en 1'unique point X q = Id . De ceci decoule la fin de l'enoncb. 

Remarques 

II r§sulte en particulier de cet enonce que les harmoniques bornees sont 

constantes, ce que l'on peut obtenir de maniere differente et sous des hypotheses 

plus faibles concernant G et p (6). 

Le corollaire s'applique par exemple au groupe des d£placements de 

iHn (n £ 2) . Pour n a 2 on peut l'obtenir directement, avec des hypotheses plus 

faibles sur p , en tenant compte de la propriete de recurrence de la marche 

aleatoire associee a p (3) • 
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