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Rapport № 61 

* NOTIONS DE BASE 
SUR L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

par 

M. METIVIER et J. PELLAUMAIL 

Sommaire 

Ce rapport constitue un cours de base approfondi sur l'intégrale 
stochastique. Il peut être lu sans aucune connaissance préalable en théorie 
des processus. On y prouve la plupart des théorèmes fondamentaux "difficiles" 
dans ce domaine : construction de 1 1 intégrale stochastique, formule de Ito 
pour un processus non continu à valeurs hilbertiennes, existence de modifi
cation "cadlag", conditions pour avoir une mesure de Doléans, existence de 
solutions fortes d'équations différentielles stochastiques (cas continu 
"avec mémoire"), décomposition de Doob-Meyer, inégalités de Burkholder, 
construction vectorielle de l'intégrale stochastique. Les divers paragraphes 
peuvent souvent être lus indépendamment les uns des autres. Ils sont tous, 
dans des mesures diverses, originaux, soit par les méthodes de démonstrations 
proposées, soit par la généralité du cadre considéré. En particulier, la 
méthode de construction de l'intégrale stochastique, et les démonstrations 
des propriétés (y compris celles des inégalités pour les martingales) sont 
très différentes de celles de Meyer-Probabilité X. 
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I N T R O D I X T U O N La formule de Ito est prouvée au paragraphe 

C dans le cas hilbertien non continu et est expli

citée sous la forme usuelle pour un processus à 
Ce cours sur 1 1 intégrale stochastique peut 

valeurs dans un espace vectoriel de dimension finie. 

être lu sans aucune connaissance préalable dans ce 

domaine et, sauf au paragraphe H, n'utilise aucun 
Les notions de martingales et de mesures de 

résultat non prouvé auparavant : le lecteur a seu-
Doléans sont définies et étudiées au paragraphe D. 

lement besoin de connaître les résultats classiques 

de la théorie de la mesure et de l'intégration. 
Au paragraphe E, on montre l'existence de so-

notarament les propriétés des espaces L ? , des es-
^ lutions fortes d'équations différentielles stochas-

pérances conditionnelles E(XI CS) (cf. par exemple le 
r - tiques, dans le cas lipschitzien, par la méthode 

chapitre IV de [Met - l J ) , et divers résultats liés 
des approximations successives, les coefficients 

aux familles équi-intégrables de variables aléa-
r „t4 _ . dépendant de tout le passé du processus, 

toires (cf. le chapitre VI de L M e t - 1J)* Toutefois, 
Au paragraphe F, on montre l'existence d'un 

la compréhension du lecteur sera facilitée si 
processus prévisible ("naturel" au sens de Meyer) 

celui-ci est déjà un peu familiarisé avec la notion 
r -t associé à une mesure de Doléans. On en déduit que 

de processus (cf. le chapitre VII de [Met - l J ) . 

toute martingale est la somme d'un processus à va-

Nous avons choisi une présentation qui permet, riation bornée et d'une martingale de carré inté-

dans une large mesure, de lire les divers paragra- grable. On étudie aussi l'intégrale stochastique d'un 

phes de ce cours indépendamment les uns des autres. processus optionnel par rapport à un processus continu. 

Ceci conduit à quelques répétitions de détails. 

Plus précisément l'organigramme est le suivant : Au paragraphe G, on prouve trois inégalités 

pour une martingale réelle ; deux de ces inégalités 

B > C ^ > E sont dues à Burkholder ; la troisième semble origi-
^ ^ ^ . nale. 

A > D > F 

V S* S > > S S , S N^ H ^ ^ ^ ^ G Enfin, la "construction vectorielle" de l'inté

grale stochastique est expliquée au paragraphe H. 

c'est-à-dire que, par exemple, pour lire le para

graphe F, il suffit d'avoir lu le paragraphe A et 

une partie du paragraphe D auparavant. 

Une table des matières détaillée est donnée 

à la fin du cours (avant la bibliographie). 

Ce cours,assez dense, ne traite que certains 

théorèmes fondamentaux et "difficiles" : de nom

breux résultats classiques devraient donc être 

traités en exercice : propriétés du mouvement 

brownien, formule d'intégration par parties, théo

rème de Girsanov, e t c . . Bien entendu, les résul

tats associés ne sont pas utilisés dans le présent 

cours. 

Le paragraphe A donne quelques notions élé

mentaires de théorie générale des processus (base 

de processus, temps d'arrêt, tribu des prévisibles 

etc...) . 

L'intégrale stochastique est construite, dans 

un cadre très général, au paragraphe B. 
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A - NOTIONS ELEMENTAIRES 

DE THEORIE GENERALE DES PROCESSUS 0 n v é r i f i e f a c i l e m e n t <*» l a b o r n e supérieure 

_._ et la borne inférieure de deux temps d'arrêt est 

encore un temps d'arrêt. 

A.1 - BASE DE PROCESSUS 

Si u est un temps d'arrêt, on notera tí ta 

Etant donné une partie T de ÍRd'axe des J-^- • 

réels) on dira que Ca,tí,tí.) „ ) (resp. 

(9.,tí,P,(tí ) ) ) est une base de processus (resp. -S A:Actí et, VtcT, (A r\[u$t] Htí ! 

une base probabilisée de processus) si : 

(Q,<f) est un espace probabilisable (resp. (n,*,P) 3 1 s a P P a r t i e n t à T et si u = s (pour tout o.) 

t--» • *\ j. o n note que tí = tí (il n'y a donc pas d'ambiguïté 

est un espace probabtltse) et ^ u s 
dans les notations). 

(tíj_)j_CY est une famille croissante de 

sous-tribus de$. 
A.3 - INTERVALLE STOCHASTIQUE 

Dans la suite, T sera toujours soit l'inter-
„ „ - T - T ~ „ ^. Etant donné deux temps d'arrêt u et v, on no-

valle ferme [ 0 , 1 J , soit l'ensemble N des entiers r 

* , . . ,., £. , tera lwjul l'ensemble des éléments (ui3t) de Çl x T 
naturels auquel on a rajouté le point a l'infini, J J 

.^ ,.. ^ - r~ 1 tels que u(u) < 14- V(ID) ; on définit de même 
soit l'intervalle ferme LO,°°J . 

etc.. ; de tels ensembles sont appelés 

On posera T' = T\{o} et £3* = ti x T' . intervalles stochastiques. 

Dans la pratique, Q est l'espace de toutes Nous effectuons ainsi un abus de notation qui 

les réalisations possibles du hasard (avec évolu- ne nous semble pas présenter d'inconvénients pour le 

tion au cours du temps T ) , e t r e p r é s e n t e la lecteur averti ; il faut donc bien noter que, si 

tribu des événements antérieurs à l'instant t. u = s e t v = t sont deux temps d'arrêt constants, 

l'ensemble ] u,v] = ] s » t ] peut, suivant les cas. 

Dans toute la suite de ce paragraphe A, on ... ^. j o « / • i. • \ 
indiquer une partie de il x T (intervalle stochastique) 

suppose qu'on s'est donné une telle base probabili- , _ 
ou une partie de T. 

sée de processus (tt,tí,p, (<Ŝ _) t fe ^) . 

On dira que la base est A'4 * P R 0 C E S S U S 

complète si l'espace probabilisé (Œ/5*,P) est com- „ . _ tl_ . ^ _ 
L'usage a attribué au mot processus plusieurs 

plet et si chaque t r i b u t contient tous les en- ^ £ ^. 

t sens mathématiques différents. 
sembles de mesure nulle de • 

Si (H,2t) est un espace mesurable, nous dirons 
Pour tout élément t de T, on pose v ^ * i J N • v a. 

c que X est un processus a valeurs dans H st X est une 

m ^ ^ et on dit que la famille de tribus 7 . . _ v - , „ 

t+ e > Q t+e ^ appHcatzon défvme sur Çl x T, a valeurs dans H. 

f Ç ^ ) 1 4 T est continue à droite si tít = pour Par contre, on dira que X est un processus défini à 

tout élément t de T. une modification près à valeurs dans H si 

X - f*£^££2» est u n e application de T dans L^ÎÇl&P) 
Si H est un espace de Banach (muni de sa 

tribu des boréliens on notera L (£z,<F. ,P) 

o t Si X et X' sont deux processus, on dit que X' 

l'adhérence de l'ensemble des variables aléatoires ^ J . ^ _̂ ̂  
est une modification de X si, pour tout élément t de 

-étagées à valeurs dans H pour la distance de la 
t T, X t = X¿ P-p.s. 

convergence en probabilité. 
Si H est un espace topologique, on dira qu'un 

A.2 - TEMPS D'ARRET ET NOTATION tí 

u processus réel X à valeurs dans H est caaLag 

Soit u une variable aléatoire définie sur ( r e s P - c a 3 l a d ) s i ' P ° u r t o u t élément u> de fl, l'ap-

(Q,<*), à valeurs dans T (muni de la tribu des bo- plication t ~,x t(u» est une fonction continue à 

réliens). On dit que u est un temps d'arrêt (ou d - r o i t e ( r e s P ' £ o n t i n u e i gauche) (en tant que fonc

e s optionnel) si on a : pour tout élément t de t i o n d é f i n i e s u r T e t à valeurs dans H) qui admet en 

T, l'ensemble {u3 : u(u) * t} appartient à la t o u t P o i n t u n e ^ . i m i t e à gauche (resp. à droite) . Si 

tribu <f . x e s t c a d l a g ^ o n n o t e ^ t J t f t T = ( V t € T l e p r o " 
cessus caglad tel que, pour tout rationnel s, 
X = Y P-p.s. 

s s ^ 



- Integrale stochastique 3 -

On dira aussi que X est continu (resp. cad- Preuve 

lag, e t c . . ) par trajectoires si, pour tout élé

ment 0) de SI, l'application t ̂  X f c <u>) est continue
 1 < V P r o w v o n s d'abord que & est contenue dans . 

(resp. cadlag, e t c . . ) P o u r c e l a ' 1 1 s u f f i t de Prouver que, si 

B = (F x ]s,t]) appartient à , alors B appar-

On dit que deux processus X et X' sont indus- t i e n t a u s s i a ' m a i s c e c i s e d é d u i t d e c e 

tinguables si p({w : 3 t , X t « ^ x;<u»>) = 0 . En fait, q u e B = Qo.v])\(]o fu]) si v(u» - t (V o>) et 

pour l'essentiel, les processus considérés dans la u ( a ) ) = t P ° u r " £ (Q\F) et u((i)) = s pour (a) G F. 

suite le seront à une indistinguabilité près. 

2°/ Réciproquement, prouvons que (^contient . 

A.5 - TRIBU DES PREVISIBLES ; NOTATIONS & , c*et5> S o i t u u n t e m P s d ' a ^ ê t étage. On a alors une 

suite croissante (t. ) , . d'éléments de T et 
k l£k£n 

On notera vv. la famille des parties A de une suite associée ( F < k 0 1 ^ n d'éléments de<* 

ft' - Çi x T' de la forme A = F x ]]s,t] où F appar- telles que : 

tient . On notera cf6 l'algèbre engendrée par 

On notera 3> la tribu engendrée par & (ou (flh ; a ) p o u r t o u t k ' F ( k ) aPP*rtient l# 

cette tribu est appelée la tribu des prévisibles. , v , % . . ^ _ 

b) (F ) est une partition de SI 

On dira qu'un processus à valeurs dans l'espace • n 

mesurable (H,$tf) est prévisible si ce processus est c) u - ^ ' ^ ( k ) 

mesurable par rapport à la tribu des prévisibles 

(en tant qu'application de fl" dans H ) . S 1 o n P o s e \ = ( F ( k ) X ^ t ( l c ) ' P ° u r " t o u t k ' 

B, appartient à et (B ) , est une partition de 

K K l * K £ n 

A.6 - DECOMPOSITION D'UN ELEMENT DE (lemme) 3 U '0 C e ^ P r o u v e i ^ ] u ' 0 ' e t d o n c a u s s i l ° ' u ] ' 
appartient à ifr , c.q.f.d. 

Si A appartient à t/£» il existe une famille 
finie (A .) , m T d'éléments de în» qui constitue une 

% z € l A ' 8 " PROCESSUS ADAPTE 
partition de A. 

On dit qu'un processus X (resp. un processus X 
Preuve 

défini à une modification près) est adapté si, pour 

Considérons a priori la famille iÀT% des par- tout élément t de T, la variable aléatoire X t(.) est 

ties de satisfaisant à la condition du lemme, ^F^-mesurable. 

c'est-à-dire qui admettent une partition finie 

constituée d'éléments de <ft . Pour prouver que S o i t u u n e variable aléatoire définie sur 

U"=<*\ il suffit de prouver que ^'constitue une <" ' & e t a v a l e u r s d a n s T ( m u n i d e s a t r l b u d e s b o ~ 

algèbre. Pour cela, il suffit de vérifier que, si réliens) -, on vérifie immédiatement, à partir des dé-

A et B appartiennent à J? , il en est de même de finitions, que u est un temps d'arrêt si et seulement 

A \ B. Supposons donc que B = S B ± où (B.)
 s i U V^oessus X = 1 ^ est adopté. 

i=l 
est une famille finie d'éléments de Définissons 

C t par récurrence en posant c, - * rt C 1 + 1 - C.N B ± .
 A " 9 ' EXEMPLE DE TEMPS D'ARRET (proposition) 

On a C ̂ . — A N B. Pour prouver que C ̂ . appartient a ., v K - , - . , 
n+1 n+ 1 F x r Soit X un processus, a valeurs dans l'espace de 

à dh on raisonne alors par récurrence sur i ; il _ 7 „ , , . v -, ^ 
Banach H, adapté continu a droite ou continu 

suffit donc de démontrer que, si D est un élément „ 7 . > ^ > „ • ^ 

( , a gauche par trajectoires . Soient u un temps d'arrêt 

de &t , alors D \ B. est aussi un élément de ; . - -n ^ ^ * ^ j 

1 et a une constante . Pour tout élément u) de on 
or, il suffit de vérifier ceci si D est un élément 

' pose : 

de *v ce qui est immédiat en considérant les diffé- / \ 

rents cas de figures. vM=inf. j t : t € T, t | AT, (*)-Xu(a>(*) \ \ > a j 

Alors v est un temps d'arrêt relativement à la fa-
A.7 - LEMME .-7 , A férj , 

mtZZe ae tribus f * ^ ' ^ ^ ' 

L'algèbre dt*est identique à l'algèbre (M? en

gendrée par les intervalles stochastiques jo^w] Preuve 

quand u parcourt l'ensemble des temps d'arrêt éta

ges (c'est-à-dire ne prenant qu'un nombre fini de 1 1 s u f f i t d'étudier le cas T - [o,l]. Dans ce 

valeurs) cas, soient Q' l'ensemble des rationnels contenus dans 

T et ( S ( n ) ) n > Q une suite de parties finies de Q' 
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croissant vers Q' . On pose : Preuve 

v' (ü))*inf.{ t C Q \ t * u ( œ ) , | | x t ( w ) - X u ( u ) (u>) I I > a } On a évidemment 9 c @ +
 ; réciproquement, si 

H € < ^ s + / H x ] s , t ] = U H x]s + ~ , t] avec 

v (ü))-inf.{ttS(n),t > u(ü ) ) , | | x . (ü))-X. ((d) I I >a} - i , _ * > 0 „ „ (O 
n t u(U)) (H xjs + ~ , tj ) élément de C S J donc 1>J c/>. 

(avec, évidemment, la convention v' (ü))« 1 ou 

vn(u)) * 1 si les ensembles ci-dessus sont vides). A . 1 2 - CONTINUITE A GAUCHE ET PREVISIBILITE (Théorème) 

On vérifie immédiatement que, pour tout élé- S o i t H u n e s P a o e d e B a n a o h i 8 0 Í t X u n Processus 

ment ü) de fi, v' (a» = v(w) et v' (a» = inf. v (a» à fleurs dans H adapté et caglad ; X est alors pré-

visible. Notamment, si u est un temps d'arrêt, le 

Or, on vérifie immédiatement que v n est un processus réel 7r^Q Mj est prévisible. 

temps d'arrêt. Il reste donc à prouver que la li

mite v d'une suite décroissante i v ^ n ^ n > 0

 d e temps Preuve 

d'arrêt est un temps d'arrêt pour la famille de 

tribus 1 0 / Compte-tenu de A.11, on peut remplacer la famille 

( í t ) f c par la famille l^t+)t€T' c'est-à-dire 

Soit t un élément de T ; on pose supposer la famille ( < S \ _ ) ^ m continue à droite, 

\ t t & T 
A • {o): v(ü)) > t } et A(n,k) = { < * ) : V R ((A)) > t + }. c e q u e nous ferons désormais. De plus, on va sup-

D'une part, A = Ü [0 A(n,k)] . D'autre part,
 p o s e r T = C0'1]-

k>o n>o 

A(n,k) appartient à y.. t „ donc A appartient 
n > Q t+l/k 2°/ Considérons d'abord le cas où X est de la forme 

à < ^ t + 1 / k < ï u e l <I u e s o i t k ' d o n c A appartient à X = Y . l j u ^ où u et v sont deux temps d'arrêt 

ce qui prouve que v est un temps d'arrêt relative- et où Y est <$> -mesurable. Pour tout n > o , on 
. u+ 

ment à la famille de tribus pose : 

t+ t c»T " 

u(n) - l ( k + 2 U " n . 1 

k>o [k.2 *u<(k+l).2 n 
A.10 - PROCESSUS ARRETE ET LOCALISATION (définition) 

Soit u une variable aléatoire définie sur e t v ( n ) = ^ (k+2).2 n . 1 [ k > 2 ~
n * v < ( k + 1 ) . 2 ~ n ] 

) et à valeurs dans T. Si X est un processus, 

soit Z le processus défini par : Puisque u(n) + u et v(n) I v, on a : 

n-H» n-x» 
Z ((D) « X (0)) si u(ü)) i t x • lim Y . I V . x . x-i mais, pour tout n, 

* t

 n-*x> ju(n),v(n)J 

Zv(ü)) * X . N (0)) si u(0)) < t 
t u(ü)) 

Y. IT , , . .-i est prévisible (ceci se vérifie Ju(n),v(n)J * 
On dit que le processus Z est le processus X comme en A . 7 ) donc X est prévisible. 

arrêté à la variable aléatoire u. 

3 ° / Considérons le cas général. Pour tout n > o. 

Si u est un temps d'arrêt et si X est adapté, s o i t ( u ( n , k ) ) k > Q la suite croissante de temps 

on vérifie facilement que Z est aussi adapté. Etant d'arrêt définie par récurrence par : u(n,o) « O . 

donné un processus X, on introduit souvent une suite i , , . . t # 
u(n,k+l) = inf. t:t*u(n,k ) , | | x -X V , J | > -

croissante (u(n)) de temps d'arrêt telle que ( z u<n,k/+ n j 
n > ° et on pose 

lim, p[u(n) < il = 0 et on considère la suite des x n = E x l-i i 
n-*» k > Q u(n,k)+ Ju(n,k) ,u(n,k+l)J 

processus x arrêtés à u(n) . Cette technique est ap

pelée localisation. Dans ce cas, si, pour tout n, D ' u n e V***' e s t u n Processus bien défini 

le processus X arrêté à u(n) satisfait à une pro- puisque lim . u(n,k)(u) = 1 (puisque X est cag-

k-*» n 

priété (de continuité, de bornitude, e t c . . ) on dit l a d > • D'autre part X est prévisible d'après le 

que X satisfait localement à cette propriété. 2 ° ) • 
. Enfin, la suite (X11) converge uniformément 

A . U - TRIBU DES PREVISIBLES ASSOCIEE A (<*,.,) n > ° 
" — — — — — — - — — — — t+ vers X donc X est prévisible. 

(proposition) 

La tribu *P des prévisibles associée à la fa

mille (^t)j-érp
 e s t la même que la tribu des prévi

sibles tp* associée à la famille t S.T ' 
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B - INTEGRALE STOCHASTIQUE Dans ce cas, l'intégrale stochastique peut être 

D'UN PROCESSUS REGIONAL définie "par trajectoires" , le processus (Z ) 

ft t t C T 

défini par Z t = Y.dX étant défini à une modifi

cation près, s'il en est de même de X. 
B.1 ~ LE PROBLEME DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

L'intégrale stochastique / Y.dX.est alors 

Dans tout ce paragraphe B, on se donne une n , - . . . . .• ± . ° »*> 
l'application linéaire définie sur ^ (H), à valeurs 

base probabilisée de processus (fi,̂ * ,p, ) ) K n ^ 

^ ^ t t e T dans L (S2,<y,P), telle que, pour tout élément 

et trois espaces de Banach H, J et K et une appli- . _ -i -i _ /Q . . . „. , . . _ T T . „ . 

* A = F xjs,tj de IJ<Ï et tout élément a de H, si Y = A ' * A 

cation bilinéaire de H x J dans K qui, à (y,x) élé- o n a 

ment de H x J, associe y.x élément de K. Les normes 

dans H, J et K seront notées ' | | . | | f l , | | . | | j et ' Y * d X = / a - V d X = V a * ( V V 

||.|| respectivement. 

Le problème est d'étendre cette intégrale à 

Etant donné un processus Y (en général prévi- une classe plus vaste que la classe des processus 

sible), à valeurs dans H et un processus X défini à ^t-étagés. 

une modification près et à valeurs dans J, le pro-
, _ ^ Pour alléger les notations, on posera 
blême est : 

Y dX = Y.dX . 

1°/ de définir3 pour tout élément t de T3 la varia- ' 

ble aléatoire De même, si Y est un processus prévisible et si a 
n v JV f -7 / \ v JV e s t u n e mesure définie sur la tribu des prévisibles 
Z - Y .dX = i«i -\ (s).Y .dX 

t >o 8 S J J 0 J T J S 3 on notera / Y.da au lieu de / Y.da. 

2°/ d'étudier le processus (z^tqtT ainsi défini à 

une modification près. B.3 - UNE P R E M I E R E E X T E N S I O N 

. , Considérons un processus X à valeurs dans J, 
En fait, on considère essentiellement des pro-

. n„ défini à une modification près satisfaisant à la con-
cessus qui admettent une modification cadlag (défi-

^ , , . . . x , , dition suivante : 

nie a 1 ' mdistinguabilite près) que l'on va encore 

noter X. One idée naturelle est, alors, de définir ( i ) u g x i g t g m g m g s u r g p o s U i v g a t e l u q u g } p o u r 

l'intégrale stochastique "par trajectoires", t № t processus Y <St-étage à Valeurs dans E, on 

c'est-à-dire de poser, pour tout élément w de fi , . 

Z tto) = f o Y t t o ) . d X t ( U ) E ( | | J y . # | | * , ;< j || y||* & 

Malheureusement, pour une classe indispensable de 

processus, dont le mouvement brownien réel, dX t(w) Dans ce cas, l'application Y<**JY dX définie 

ne définit pas une mesure (la fonction t ^ X t ( w ) sur S (H) et à valeurs dans L^ (fi, P ) est continue 

n'est pas à variation bornée). On est donc obligé si on considère *£ (H) comme un sous-espace de 

de construire l'intégrale stochastique d'une façon L^ffi'v^a) ; cette application se prolonge donc, de 

plus globale. façon unique, en une application linéaire continue 

définie sur L^ (fi* , ̂ , a ) et à valeurs dans L*(fi,^,P) • 
i. . . L'image, par cette application, de Y sera notée / Y dX 

B.2 - CAS DES PROCESSUS OC-ETAGES ; NOTATION G (H) y ' *~ J 

et sera appelée l'intégrale stochastique de Y par 

On notera ?(H) l'ensemble des processus - rapport à x. 

^-étages à valeurs dans H, c'est-à-dire l'ensemble 

des processus Y tels que Y - Z ai'^A(i) °^ B * 4 ~ P R Q C E S S U S REGIONAL 

i€l Z t 

(a.) . ^ est une famille finie d'éléments de H et ~ 7 . , T, * J T 1 i ici jumuuuv j unuv u vu nKLuo u « Q n fora q u t u n processus x à valeurs dans J, 
où (A(i)) . r est une famille finie associée d'élé- J*,*- • * J-J*- > _L n T V 

m i ^ ' m e o J J déftm à une modvf%catvon près, est un processus H-J-K-

ments de <str. régional si, pour tout e> 0 3 ^l existe un élément F 

de <(• tel que P(F) >, 1-e et il existe une mesure 
Compte-tenu de A.6, on peut supposer, dans 

, , ,, positive a définie et finie sur la tribu des prêvisi-
1'écriture précédente, que les ensembles (A(i)). 

; & bles tels que, pour tout processus Y &t-étage à va-
sont deux à deux disjoints et appartiennent a . 

leurs dans H, on ait : 
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Notons que, pour la construction de l'inté- B.7 - CONSTRUCTION DE LA VARIABLE ALEATOIRE JY.dX 

grale stochastique donnée ci-après, il suffit de 

. . . _ c . . Soit X un processus satisfaisant aux condi-
supposer que les mesures positives a sont Q-finies. r 

_ j. . , „ . tions B.5 (i) et (ii) (c'est-à-dire un processus 
Dans ce cas» on dira que X est 0-régional. Notons ^ 

. „ . , . _ . . . a. * i * H-J-K-régional) . Soit Y un processus qui appartient 
aussi que, si X est régional relativement à la fa-

J n , ^ _ t / £ . x • i à L-(ft ' , *Ç,a). Pour tout n, on définit la variable 
mille de tribus ( ^ t ) t t T '

 1 1 e s t régional relative- 2 
_ a , c ... _ ^ . . - . ... aléatoire Z = 1 . . . f Y.dX comme au paragraphe B.3 ; 

ment à la famille de tribus ( ^ t + > t € T < c f * A. 11) n F(n) ; * y * 
Pour m à n, on a 1 . ..Z = 1„, x «Z = Z 

F(n) m _ F(n) n _ n 
P-p.s. P-p.s. 

B . 5 - PROPOSITION , , . . ^ . . „ „ 
1 (ceci est vrai pour Y = h . l A avec A€f5V» et h ç. H, 

„ „ . . j • * j-«. . » donc ceci est vrai pour tout élément Y de Ln (ft',tf>,a) 

Un processus X a valeurs dans J et défini a 2 

. . > . „ n r v „A„> ? par linéarité et densité). La variable aléatoire 

•me modification près est un processus R-J-K-rêgional * 
, - j. ' 'i • j. „ Z » /Y.dX est alors définie comme la variable aléa-

si et seulement sг il existe une mesure positive a, J 

« J. J + + /r> ) J. toire, unique P-p.s., telle que, pour tout n, une 8utte croissante de constantes (C J . et une ^ * ^ * n n>o à 
. , /T,F J I A I ' x J (M J. 7 Z = Z.l . . . Cette variable aléatoire Z ne dé-

suite croissante (F(n)) . d'éléments de Kr tels n „ F(n) 
n>o p-p.s. 

que : pend pas du triplet ( a , ( F ( n ) ) n > Q , ( K

n ) n > Q ) 

(ceci est vrai Dour x - h.l. avec A Cjk et h £ H et 

(i) pour tout ns P\F(n)\ > 1-2 * A 
donc dans le cas général par linéarité et densité). 

(ii) pour tout n et pour tout processus Y X-étage _ „ ̂  
r Cette variable aléatoire, qui ne dépend donc que de 

à valeurs dans H, 
X et de Y est appelée l'intégrale stochastique de Y 

2 ( 2 

E(lF(nj. \ \JY.dX\\^ ) * Cn j l l y l l ^ P a r rapport à X et sera notée / Y.dX. 
B.8 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE 

Preuve 6 — 

Les conditions ci-dessus impliquent évidemment Soit X un processus qui satisfait aux conditions 

les conditions données en B.4. Réciproquement, soit B.5 (i) et (ii). Soit Y un processus qui appartient à 

X un processus régional au sens indiqué en B.4. Pour L^(Œ*,^?,a). Pour tout élément t de T, on peut poser 

tout n, soient a n une mesure positive et G(n) un 

élément de <f tels que P [G(n)] * l - 2 ~ ( n + 1 ) et, pour Z t = ^ Y * 1 (flx]o,t]) > d X 

tout élément Y de f (H), on ait : 

Le processus Z = (Z,),_ w est un processus dé-
2 2 

E ^ G ( n ) " ^ /
 Y * d x l I ) * / I M I • <*a

n fint ^ u n e modification près qui est le processus 
intégrale stochastique de Y par rapport à X. 

Soient F(n) » H G(k), C n = 2 n . a n(Œ') et a la me-

k*n Notons que Z est (R-K-K régional, 

sure positive définie par 

a ( ) * Xi 2 _ ^ 1 é » 
* * a (ft') * d n U } B.9 - THEOREME DE CONVERGENCE DOMINEE 

n>0 n 

On vérifie immédiatement que a, (F(n)) et (C ) Plaçons-nous dans le cadre des hypothèses et 

n>o n n>Q T J t r 

satisfont aux conditions B.5 (i) et (ii). des notations indiquées en B.7 ci-dessus. Supposons, 

de plus, que la base (Q,<?,P, ( ^ t ) f c t T )
 e s t complète, 

B.6 - REMARQUE (régionalisation) que X possède une modification cadlag adaptée que l'on 

notera encore X ; soit (Y ) une suite de processus 

La proposition B.5 revient à dire que le pro- & t • n n > ° 
c?i,-étagés telle que, pour tout n, 

cessus X est régional si, pour tout n, le processus 

X "arrêté" à la variable aléatoire u(n) « 1 ^ . I l l Y-Y I 1 2 . cla ^ 8 ~ n . (C ) _ 1 

r (n) J 1
 n H n 

(qui, en général, n'est pas un temps d'arrêt) satis-
fait à U condition B . 3 (i) (pour la mesure C .a(.)). P o u r t o u t s o i t Z " l e Processus cadlag défini par 

zn<t) = / vV]°.t]r d x (z"peut être ohoisi 

On introduit ainsi une technique consistant à cadlag puisque Y^ est jfc-étaqé). Pour tout entier n 

"arrêter" par une variable aléatoire 1_ (avec P(F) soit u(n) le temps d'arrêt défini par : 

aussi voisin de 1 que l'on veut) que l'on appellera i n + 1 _ n \ 

"régionalisation" ; cette technique est évidemment u ( n ) = i n f * |
 t 1 ' I Z ( t ) ' Z ( t ) l l K > 2 j 

plus générale que celle de localisation (cf. A . 1 0 ) . , , 
(avec la convention, u(n) ( 0 ) ) = 1 si l'ensemble 

ci-dessus est vide, et si T = L 0 , 1 l 
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Soit G(n) * {a) : [u(n)] (u)) < 1 } Ceci montre, par exemple, que si X admet une 

modification continue (resp. prévisible), il en est 

Pour tout temps d'arrêt étage v, on a : . . . ^ . . . . . ̂  . 
de même de Z. De même,si u est une variable aléatoire, 

e T i I | Z n ^ Z n + 1 1 I 2 1 « E \ 1 | | f l ( Y n - Y n + 1 ) dx|| 21 ° e C i m o n t r e < ï u e
 l e Processus intégrale stochastique 

L F(n) v v [ F(n) J |o,v| J de Y par rapport au processus X arrêté à u est le 

R N I . Ii__n v n + l Ii2 processus Z arrêté à u où Z est le processus inté-

n" 1o vl " ' ' ' ' H A 

* J ' J grale stochastique de Y par rapport à X. Toutes ces 

^ g-n propriétés sont évidentes si Y est tffT-étagé ,• elles 

sont encore vraies dans le cas général compte-tenu 

On vérifie que la même propriété subsiste si du théorème de convergence dominée indiqué précédem-

v est un temps d'arrêt quelconque (puisqu'un tel ment. 

temps d'arrêt est limite d'une suite décroissante 

de temps d'arrêt étaqés) et donc, notamment, si 

F a 9 ' ' " w t a n u n c " 1 - ' * A

 B . 1 0 - CAS D'UN PROCESSUS A VARIATION BORNEE 
v = u(n) ; dans ce cas, on a : 

Soient H,J,K trois espaces de Banach. Soit une 

p[G(n)] * P [ft n F(n)] + p[F(n) A G(n)] application bilinéaire continue de (H x J) dans K 

[ ^., -t qui, à (y>x) élément de (H xJ) associe y.x élément 

llz" - Z n + 1 | | > 2-"] H F(n) ) j v c - . , * 1 a \ 
' ' v v M J ' de So%t X un processus à valeurs dans H» contvnu 

ç 2 " n + 4 n e [" | | z n z n + 1 | | 2 i l ^ droite , à variation forte bornée par trajectoires, 
L v v F ( n ) J Alors X est H-J-K-régional. 

t 2 . 2 " n 

Preuve 
Si on pose G « H { \J G(j)},ona donc P(G) « 0 

e t , si of G, l a d i t e j d e fonctions réelles t * z £ < w )
 S o i t ( A ) l e P ^ ^ s b u b réel croissant continu 

est uniformément de Cauchy, donc elle converge vers à d r o i t e v a r i a t i o n t o t a l * ** * » c'est-à-dire que, 

une fonction Z (a)). P ° u r t O U t é l é m e n t ( t ' w ) de (T x ft), on a : 
t n-1 

A (U)) - Sup Z ||X - X H 
Le processus Z ainsi défini à 1'indistingua- k=l M A' 

bilité près est une modification cadlag du proces-

„ „ „ _ „ , „ „4.^x cette borne supérieure étant prise pour toutes les 

sus Z. On a donc montré que : R *• R 
familles finies croissantes (t(k))« „ . d'éléments 

l(K£n 

Si X possède une modification cadlag,adaptée, de T telles que t(l) = 0 et t(n) • t. 

il en est de même de 

Soit e > 0. Soit n > o tel que, si F - [â  C n] , 

En fait, on a beaucoup plus que cela ; soit P(F) * 1-e . 

X un processus cadlag qui satisfait aux conditions 
B c / n . .. ,„ . . ^ .. , Pour tout élément B de tft?, on pose : 
B . 5 (i) et (ii) ; soit (Y ) est une suite de *^ 

n n>o f f 
processus prévisibles réels qui converge vers Y au a(B) = 1_{ 1 . dA (u>)} P (du)) 

Jft F
 J T 

sens de la convergence dominée ; quitte à considé-
.. . , , Cette fonction a est finie (puisque A est bornée 

rer une sous-suite, on peut supposer que l'on a, v* ^ 
. . par n si 0) appartient à F) et a-additive (Fubini) . 

pour tout n, 

Î I !» v I |2 j . 1 0 - n . .-1 Soit Y un processus t^-étagé à valeurs dans J. S I u 

||Y-Y n|| . da * j 8 .(C n) . 
a appartient à F, on a : 

Pour tout n, soit Z n une modification cadlag | j ^ j | 2 ( ^ , ] j j | 2 > 

du processus intégrale stochastique / Y n -dx ; le * 

même raisonnement que ci-dessus montre que : (inégalité de Schwarz) 

la suite de processus (Z) ^ converge P - p . s . uni- J j C J _ 

r n n>0 o r on en déduit : 

formément par trajectoires vers une modification t o 

cadlag du processus Z = J Y.dX. E < I I V ( { Y ' d X ) I I > « n ' JI M I , • * 

On voit donc que l'intégrale stochastique d o n c X e s t H-J-K-régional. 

Y^fï.dX satisfait à "un théorème de convergence 

dominée" et que, quitte à considérer une sous-suite 

on a alors une convergence uniforme par trajectoi

res P-p.s, 
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B.ll - PROPOSITION : changement de probabilité C - FORMULE DE ITO 

On considère la base de processus 

(Çlj&fjPj ^ & T ) (dans laquelle on ne suppose pas c l - REMARQUES PRÉLIMINAIRES 

(iï3<$3P) complet). Soit (P ) une suite de proba-
r n n>o * 

bilitês définies sur (Çl3*f ). Soit X un processus Pour alléger la présentation, on va établir 

défini sur (Çl><$ j (Ç?j)t 6 T ) > (X est donc une fonc- la formule de Ito pour un processus à valeurs dans 

tion à valeurs dans J définie sur Q x T) 3 qui est un espace de Hilbevt sêpavable E. Notons, toutefois, 

H-J-K-régional à la fois pour la probabilité P et que la démonstration proposée reste valable pour un 

pour chaque probabilité P^. Soit Y un processus processus à valeurs dans un espace de Banach 

prévisible à valeurs dans E3 dont la norme est uni- (cf. [br P] ) . Le lecteur pourra facilement se con-

formément bornée et qui est stochastiquement inté- vaincre que le fait de supposer H de dimension finie 

grable par rapport à X à la fois pour P et pour n'aurait pas apporté de simplification notable dans 

chaque probabilité P^. On pose Q = ^ Q 2 n. P^ . les démonstrations. Le fait de supposer que H est 

Alorsj il existe une variable aléatoire Z qui ap- séparable facilite l'exposition et ne constitue pas 

partient à L (ftjfy 3P+Q) et qui est P-p.s. égale à une restriction. 

¡1 dX pour P et P -p.s. égale à / Y dX pour chaque 

probabilité P . Dans toute la suite (h ) désignera une base 
n n n>o * 

orthonormale de E. 

Preuve ^ plus, comme dans les paragraphes précédents, 

0 . . .. . . on se donne une base de processus (Çl3&3P3 (4?. ). M n). 

Soient a une mesure positive finie sur l5> , r t t « T 

... . ...... Dans ce paragraphe, on supposera que cette base est 

( F ( n ) ) n > Q une suite croissante d'éléments de Cy et r » t- j 
,„ \ .. . . ^ complète et que T - fa^l* 
(C ) une suite croissante de constantes positi- r ^ u J 

n n>o ^ 
ves telles que, pour tout processus Y c^-étagé, 

C.2 - PRODUIT TENSQRIEL ET NORME DE HILBERT-SCHMIDT 
E [ l F ( n ) - l l / * « l l ' ] « n ||Y 2|| da 

H On notera H ® H le produit tensoriel de H par 
lui-même. Si x et y sont deux éléments de H, on no-

et P [F(n)l >, l-2~ n . 

w J tera x ® y le produit tensoriel de x et de y. Si 
® 2 

c • , , , . . I n i i « x = y, cet élément de H ® H sera noté x 
Soient, de même, b. ,F(n,k) et(C(n,k) 

k n>o n>o 
associées à X pour chaque probabilité P. . , , ^ .,, ^. . ^ 

k Soit x.,y.) . „ _ une famille finie d'éléments 
î î î £ I 

On noc;^ h = T ?~ n h ( ) 1 d e H x H e t s o i t z = 2 x.® y. l'élément de H © H 
un pose D . onK.) bn(n») ici 1 1 

associé. Soit (h ) une base orthonormale de H. 
n n>o 

Considérons d'abord le cas où Y est uniforme- Soient x . = E x.• . h et y . = Z y. . h les 

î n Q i , n n J i > q i,n n 

ment borné par la constante d. Soit (Y ) une n > ° n ° J „̂  

n n>o décompositions de x. et y. sur cette base. Considé-

suite de processus £^-étagés uniformément bornés _ , 1 , , , ^ , i_ 

rons, de même, z ' = Z x: 0 y^ , x: = E -x' . . h 

par d, suite qui converge (a+b)-p.s. vers Y. Soit i€I 1 1 n>o 1 , n n 

Z^ la variable aléatoire définie par Z = [Y dX. e t y i ^ Yi,n* h n ' 

n n J n n>o 
La suite (Z ) est de Cauchy dans L (fi,$r ,P) et 

n n>o o 

dans L o(^,<^,Q) ; elle est donc de Cauchy dans S i o n p o s e : 

L ,P+Q) d'où le résultat. <z,z'> = E < Z x. . x! . y, . y\ > 

ieioeiUo l' n 1 , n j' n j ' M 

ceci définit un produit scalaire sur H 0 H. On no-

tera H O H le complété de H (g) H pour la topologie 
A 

associée à ce produit scalaire ; la norme sur H ® H 

associé à ce produit scalaire est appelée la norme 

de Hilbert-Schmidt et sera notée ll'll H s * M u n i 

du produit scalaire prolongeant le produit scalaire 

défini plus haut, H <2& H est un espace de Hilbert 

séparable. Notons enfin que, si x et y sont deux 

éléments de H, \ |x ® y | | R > g £||x|| f l . ||y|| H . 
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Toutes les propriétés qui précèdent sont C.5 - VARIATION FORTE ET VARIATION QUADRATIQUE 

classiques et faciles à vérifier. Rappelons enfin (Proposition) 

que, dans le cas où H est de dimension finie n, 

H 0 H est isomorphe à l'espace des matrices n x n ; S o i t X u n V^oessus cadlag à variation forte bor-

pour la commodité du lecteur, nous expliciterons n é e ( P a r trajectoires), alors X admet une variation 

la formule de Ito, dans ce cas, en C.10. quadratique régionalement finie en moyenne. 

Preuve 
C.3 - PROCESSUS PARFAITEMENT REGIONAL (Définition) 

Il suffit de noter que, par trajectoires, la 
Soit X un processus à valeurs dans l'espace 

variation quadratique est majorée par le carré de la 
de Hilbert H. On dira que X est parfaitement ré-

variation totale. 

gional si la condition suivante est réalisée : 

pour tout couple (J,K) d'espaces de Hilbert et 

pour toute application bilinéaire continue de °'6 " DIFFERENTIELLE (Conventions) 

(JxH) dans K, X est J-H-K-régional (cf. B.4). 

Soient H et K deux espaces de Hilbert. Soit f 

L'ensemble des processus à valeurs dans H u n e f o n c t i o n ' définie sur H et à valeurs dans K, 

parfaitement régionaux constitue évidemment un d e u x f o i s différentiable. On notera f' la différen-

espace vectoriel. tielle première et f" la différentielle seconde de f : 

cette différentielle seconde sera considérée comme 

On a vu (B.10) qu'un processus à variation une application linéaire définie sur H&lH (à valeurs 

bornée est parfaitement régional. On verra ulté- dans K) ; si x est un élément de H et y un élément de 

rieurement qu'une martingale de carré integrable H Q H, on notera [f"(x)] (y) la valeur de la diffé-

(D.10) ou une martingale réelle (F.14) est un pro- rentielle seconde f" prise au point x et appliquée au 

cessus parfaitement régional. vecteur y. 

C.4 - VARIATION QUADRATIQUE REGIONALEMENT FINIE C * 7 ~ FORMULE DE ITO (Enoncé) 

Soit X un processus cadlag à valeurs dans Soit X un processus cadlag, adapté à la base 

l'espace de Hilbert H. On dira que X admet une va- complète (ti,*? ,P, (&^.) ̂  e ^) et à valeurs dans l'es-

riation quadratique régionalement finie en moyenne pace de Hilbert séparable H. On suppose que X est 

si, pour tout e > o, il existe une constante d (z) parfaitement régional (C.3) et que X admet une varia-

et un élément F(e)' de *(' tels que P[F(e)"\ > 1-e tion quadratique régionalement finie en moyenne (C.4). 

et tels que, pour toute famille finie croissante 

(tMJjíkín
 d' ê l ê m e n t s d e T> o n a ;

 Soit f une fonction deux fois différentiable, 

n_2 g définie sur H et à valeurs dans l'espace de Hilbert K, 

E(lp^y Z W^tCk+i) " Xt(k) I l# ^ * ^ o n t ^ a différentielle seconde f" est uniformément 

^ continue sur les parties bornées de H. 

Notons que, dans [Gr P] , l'hypothèse "X ad- Soient S, Q, V, C, les processus définis par : 

met localement une variation quadratique finie en © 2 

S(t) - Z (X - X ) 

moyenne" peut évidemment être remplacée par l'hypo- s s-

thèse "X admet régionalement une variation quadra-

tique finie en moyenne". Q ( t ) = ¿ " " f ' ( X e - ) ( X e ' Xs->1 

L'ensemble des processus cadlag à valeurs V(t) = X. - X -\ (X &dX + dX ® X ) 

t o J «r £-| v s- s s s-' 

dans H qui satisfont à cette condition est un es- J J J 

pace vectoriel puisque, pour tout couple de varia- C(t) = V(t) - S (t.) 

bles aléatoires f et g à valeurs dans H, on a : t 

où (X _x dXa + dX x X ) est une intégrale 

E ( | | f + g | |
2 ) i 2 . E ( | | f | | 2 ) + 2 E ( | | g | | 2 ) J M 

stochastique et où S, V et C sont à valeurs dans 

On verra ultérieurement que,si X est une H â H. 

martingale de carré integrable ou une martingale 

réelle, alors X satisfait à la condition ci-dessus. Alors les processus S, Q, V et C sont des pro-

On a aussi le résultat suivant : cessus bien définis, adaptés, cadlag , à variation 
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forte bornée par trajectoires et C est à trajec- / n-1 2 \ 

toires continues. (H ® H étant muni de la norme de E E I I x^ , , - „ . I I > £ b 

j , = 1

 1 1 t(k+1) t(k) 1 1 \ 

Hilbert-Schmidt). { 

n 2°/ S et Q sont bien définis 
De pluSj on a : - d 

f(Xt) - f(XQ) = Q(t) +J ^f'(XsJ.dXs

 P ° u r t o u t n' s o i t : 

- j T. f»(X ) ( X - X )®2+±\ f»(X).dV^ ° n = k = o
 l | X ^ l ) . 2 - - \ . 2 " n l l 

= Q ( t ) .lf'(Xs-)tdX8 + î J, , / " f V , d S 8 Soit D = lim.inf.D ; puisque E (D ) * b , E (D) * b , 

J ° * * J '1°»*} n-*o
 n 1 1 

donc D est finie-P-p.s. Or, on a : S I IX -X | f * D 

Dans ces formules : (par trajectoires) 

<$2 2 

- les sommations sont définies par trajectoires (rappelons que | |x || * " X " H * 

- l'intégrale f (XQJ .dXQ est une intégrale 

]<9*t] De plus, d'après la formule de Taylor, pour tout t 

stochastique >_ ̂  ^ 

^ et tout a) , on a : 

- les intégrales | f"(X ).dV et 
t ]]°>t] S~ S f ( x ) - f ( x ) - f ( x ) . ( x - x ) = 

f"(X ).dS peuvent être déterminées r z z 

par trajectoires j l^s f a [ ^ _ + . ^ j ] d s ^ . ^ j 

- l'égalité est une égalité de processus définis * ° 

à l'indistinguabilité près. Puisque f" est bornée sur le domaine ||x||* a, 

il existe une constante c telle que ||x|| C a 

Preuve implique ||f"(x)|| < c ; les membres de l'égalité 

ci-dessus sont donc majorés en norme par 
Nous allons décomposer la preuve en deux par-

- c I l x - X I I 2 

ties : d'une part l'étude des processus S, Q, V et 2 * 1 1 t t - 1 1 

C (C.8) ; d'autre part, la formule de Ito propre-
. ... ft. _ . , . . H . . ce qui montre que Q est bien défini (par trajec-

ment dite (C.9). De plus (cf. A.11 et la remarque ^ ^ * ^ J 

to ires) 
à la fin de B.4) on supposera la famille de tribus 

( ̂ h ^ m continue à droite. „ ^ , ., „ 

t t 4 T Les processus S et Q sont évidemment, à varia

tion forte bornée par trajectoires, cadlag et donc 

C.8 - ETUDE DES PROCESSUS INTERVENANT DANS LA définis à l'indistinguabilité près. 

FORMULE DE ITO 

3°/ Les processus S et Q sont adaptés 

On prouve la première partie de C.7. 
Nous ferons la démonstration pour S ; la dé-

1°/ Régionalisation . „ „ 

— u monstration pour Q est analogue. Soit t un élément 

Etant donné une constante positive a, soit v f i x é d e T - S o i t ( d ( n ) ' n > o u n e s u i t e P o i s s a n t e 

le temps d'arrêt défini par : d e r é e l s P°»itif» avec lim d(n) = 0. 
n-K» 

v - inf { t • I | x I I > a } Pour tout n > o, soit u(n,k) la suite croissante de 

temps d'arrêt définis par récurrence par : u(n,l)=0 

Si on pose F a = { 0):v(0)) = l}n { (A): | | x l (w) | |^a } / \ 

o n a F n H (puisque X est cadlag), donc, par ré- u(n,k +l)=inf .J s :s«t,s*u(n,k) , | | X 8 - X u ( ^ k ) | | > - j 
gionalisation, (en arrêtant le processus X à la 

(avec la convention s = t si l'ensemble considéré 

variable aléatoire i_) on peut se ramener au cas ., . . 

F est vide). Puisque X est cadlag, pour tout n, 
où | | x | | est uniformément bornée par a, ce que 

nous supposerons désormais. [u(n,k)< l] \ 0 

_ - ^ . „ „ , ., . „. Pour tout n, soit Z la variable aléatoire définie 

De même, on peut supposer qu il existe une n 

constante b telle que, pour toute famille finie p a r ' 
croissante (t(k))„ . d'éléments de T, on ait : Z = £ (x , v - X , , ) 

l^k^n n k > Q u(n,k) u(n,k)-
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variable aléatoire bien définie comme au 2 ° / . ]v(n,k) ,v(n,k+l)] , par Z n(t) = X v ( n k ) . 

Le 2°/ montre que la suite (Z ) . converge Posons : 
^ n n>o 

P-p.s. vers une variable aléatoire Z (telle que n ^ 2 q2 f n n 

I | Z | |.< D) ; ceci montre que Z est un élément de ^ ( t ) = X t ~ X o " j ^ ^ j ^ { u ) • d V d X u ® z
n ( u ) ] 

H Ô H ^ g p ) 0 r g = s ( t ) p_p. s. donc S est un ^ n... - n / 4 . _ J ^ _̂ r . . l l 4 X p 

0 t ^ On a v ( 1 ) = V ( 1 ) et, si t e [v( n' k),v(n,k+l)L, 
processus adapté. _ 0 

v n(t) = v n(t) - (x t- x . t . ) * 2 

t v(n,k) / 

4°/ Le processus V est la "variation qua-
, • ft , v s i l a suite de constantes (d(n)) . décroît 

aratique au processus X n>o 
suffisamment vite vers zéro, la suite de processus 

Soit (d(n)) . une suite décroissante de (vn) ^ converge donc, sauf sur un ensemble de me-
n>o n>o 

réels positifs tels que lim . d(n) = O. sure nulle, uniformément par trajectoires vers le 
n-*°° 

processus (cf. la fin de B . 9 ) ; il en est donc de 

Pour tout n>o, soit (v(n,k)), la suite de même de la suite ( V 1 1 ) 

k>o n>o 
temps d'arrêt définis par récurrence par : 

v(n,o) = o 5 c y j,e processus V est à variation forte bornée 

v(n,k+l) = inf.{s:s*v(n,k),| |x -X , | | >d (n) } 

S V \n fK.) 

D'après le 4 ° / , pour tout e > o, il existe un 

(si l'ensemble ci-dessus est vide, on prend élément F de tel que P(F) à 1-e et un entier n 

v(n,k+l)*l). tels que, si U) C F, pour tout t et tout i * n, 

| |V£(cû) - V t(u))|| è d(i). Il suffit de prouver que. 

On a lim. P[v(n,k) < l] = O e n r e s t r i c t i o n à F v e s t à v a r i a t i o n forte bornée 
k-x» 

en moyenne pour montrer que V est à variation forte 

Pour tout n, soit V le processus cadlag dé- . , . . 

' * * bornée par trajectoires. 

fini, pour tout couple (t,co) appartenant à 

[v(n,k),v(n,k+l[ , par : S o . t {t(j)} k une famille finie croissante 

k - 1 ô 2 d'éléments de T. On a, pour i * n : 

V t " . L . ̂ Xv(n,j + 1 ) " X v ( n , j ) ^ ( k - 1 ) (k - 1 ) 

6 t V l " ¿0 ( Xv(n,j + D - X v ( n , j ) ) 0 2 

* 2k d(i) + b 

Notons d'abord que, si Y est un processus prévisi-

^ ^ (rappelons que, cf le 1 ° / , b est l'espérance de la 
ble uniformément borné à valeurs dans H, l'inté-

, „ f / ^ ,„ L ,„ _ \ variation quadratique de X ) . 
grale stochastique Y ( Y ® d X + d X ® Y ; 

J]o,t] s s s s 

est bien définie puisque X est fortement régional p o u r fc f i ^ d ( 1 ) é t a n t a u g s i q u e r o n 

(donc V est bien défini à l'indistinguabilité o n ^ ^ e n r e s t r i c t i o n à p , V e s 9 é r a n c e 

près et cadlag) et satisfait au théorème de con- d e l a v a r i a t i o n t Q t a l e d e y e s t m a j o r é e p a r b -

vergence indiquée à la fin de B . 9 . 

On a : 6°/ Le processus C est à trajectoires continues 
« <2>2 ® 2 

v n(l) = Z (x - X ) 

k = o v|n,K+l) v m , K j Q n c h o i s i t l a s u i t e ( d ( n)) telle que, pour 

1 2 n > ° 

00 tout n, d(n) £ (—) et on construit la famille de 

k ^ Q ( Xv(n,k+ 1 ) " X v ( n , k ) ^ ® Xv(n,k) temps d'arrêt v(n,k) comme au 4 ° / . 

- Z X . , , ® (x , . ,« x- X , . v ) Pour tout couple d'entiers (n,k), soit : 
k=o v ( n , k ) v(n,k+l) v(n,k)' 

A(n,k) = J U) : I |x , . , - X . v\ I I > T ( 
^ x x 1 - I v(n,k) v ( n , k ) - M n \ 

(la première somme étant évidemment égale a \ J 

X ? 2 - X ® 2 ) . B(n,k) = Çl \ A(n,k) 

1 o 

Soit Z n(t) le processus prévisible défini, = \ l a M . l B ( n k ) + * v ( n , k ) _ • l A { n > w 

pour tout couple (t,0)) appartenant à 
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Pour tout n > o , soit S n(t) (resp. W n(t)) le On définit la famille de temps d'arrêt v(n , k ) 

processus défini, pour (t, ) élément de comme en C.7.4°/ et les ensembles A(n , k ) et 

r # i \ # i . i \ T B(n , k ) comme en C.7.6V 
[v(n , k ) , v(n ,k+l) L i par : 

k C8>2 k ®2 

^ ^ ¿ ^ ( n , ) ^ , ? " ¿ j ^ v d i . j f ^ U i ^ p A d i J ) 2 V P ° U r t O U t 

k ® 2 f ( X l > " f ( V = 

W n(t) = E ( X

v ( n / j ) -
 X v ( n , j - 1 ) ) • 1A(n,j) p , p 1 

3 1 ^ ^ v ^ k + l ) ' f ( X v ( n , k ) i - J * L 1

A f r l / k + 1 )

+ 1

B ( n f ] ç f l ) J 

La variation totale du processus (S-S n) con-

, , . . . . . ( 1 c D'après la formule de Taylor, pour tout n , k , et 
verge vers zéro (pour tout t et tout ü) sauf sur un F J r 

. -. _ fc . ¿ * . . . _ <_v —.v a) , il existe R . ( d ) ) , cette quantité pouvent être 
ensemble F appartenant a <V et tel que P(F) » 0 ) . n , k 

majorée comme indiqué au 5°/ ci-après et étant 

De plus, sur A(n,j), t e l l e : 

I Ix -X I I * ( ~ ) 2 et f ^ X v ( n , k + l ) ) " f ^ X v ( n , k ) ^ f ^ X v ( n , k ) H x

v ( n # k + 1 ) - x

v ( n / k ) 

1' v(n,j-1) v ( n , j ) 1 1 n 

1 1 ® 2 

" X v ( n , j ) " X v ( n , j ) - H * ñ + 2 f ' ^ X v ( n , k ) ^ ( Xv(n , k+1)~ X v ( n , k ) ^ 

-, + R . (0)) 
donc : n , k 

I l ^ í t ) -S n(t)||^ ~ . J E
 X

v ( n , j)"
Xv(n,j ) - l '

 l A ( n , j ) | ( e n f a i t ' 1 , i d e n t i t é <ï u i précède ne sera utilisée 

^ 1 que sur B(n , k+1). 

ce qui montre que la suite de processus (w n) 5 

, , . , n > ° On a donc : f(X«)-f(X )= E { E a 1 , } avec 
converge vers le processus S, quand n tend vers V o k > Q n , k 

l'infini, uniformément par trajectoires. 

n

 a n , k = f , ( X v ( n , k ) ^ ^ X v ( n , k + l ) " X v ( n , k ) ) 
Pour tout n, soit C le processus défini, 

2 1 ° 
pour (t,u>) élément de [v(n ,k) , v(n ,k+l) [, par : a f" X , . x . (x . ,^,,-X , n ) 1,. 

L L n , k 2 v(n , k ) x v(n , k+l) v(n , k r A(n , k+1) 

k (32 

c n(t)= E (x , -X , . .1 . = V n(t)-W n(t) 3 
u_i v(n,j) v(n,j-l) y B(n,j) a = R . . 1 , . . . 
J"l n , k n , k B(n ,k+1) 

Si la suite (d(n)) converge suffisamment a 4 , = P-f ' ix , , v ) ( x , , 4 S - X , , ,)+ 
n>o ' n , k L v v ( n , k ) / v v(n , k+l) v ( n , k ) ' 

vite vers zéro, ce qui précède et le 4 ° / montrent 

que, sur F, la suite C n converge, uniformément par f (x , . , .. ) -f(x , ,»)"!. 1, , . ,« x 

x v(n , k+l)' x v ( n , k ) / J A(n , k+1) 
trajectoires, vers V(t)-S(t) = C(t) ; or, les 

n 1 5 1 ® 
sauts de C sont d'amplitude inférieure à — ; le a , = -r- f"(x , , v).(x , , , 4. -X , n x ) 

n n , k 2 v v ( n , k ) 7 v v(n , k+l) v ( n , k ) ' 

processus limite C est donc à trajectoires conti

nues. On se propose, maintenant, de montrer que 

E a 1 converge P-p.s. pour l*i*5, quand n 
k n , k 

C.9 - PREUVE DE LA FORMULE DE ITO tend vers l'infini. 

On va dono prouver la deuxième partie de C.7. ? 

3°/ On a E a 1 . = f [z n(t )1 dX„ où Z n 

k o n , k J«| .-i L J t 

I O / Toutes les intégrales et tous les processus > J ' J 

considérés sont bien définis à 1 • indistingua- e s t l e P»*»««<» défini à la fin de C . 8 . 4 V 

bilité près ; de plus, ces processus sont cad-
Si la suite (d(n)) converge suffisamment vite 

lag donc, pour prouver le théorème, il suffit „ n > ° 
vers zéro, 

de prouver que les divers membres de chaque f _. r n ,n 
f'[z (t)J dX converge P-p.s. vers 

égalité sont égaux P-p.s. pour chaque valeur 

de t (t fixé). Il suffit de prouver cela pour f'(X ).dX 

Jl i l t t 

t « 1. On se donne une suite décroissante J 

( d ( n ) ) ^ > o de réels positifs qui converge "suf

fisamment vite" vers zéro (cette notion étant 

précisée par la suite). 
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4 ° / E a 2 converge P-p.s. vers ment finie en moyenne (C.4). On notera X3 la 
k^o n 

t j-ième coordonnée de X sur la base donnée, soit 

puisque f" est uniformément continue et Soit f une fonction réelle définie sur E deux 

compte-tenu de C.8.6°/ (la variation totale fois continûment différentiable. 

de S - S N converge P-p.s. vers zéro). 

On considère les processus réels suivants, 

ro / t> * ^ „ . r. , . . i avec l^i^n et l&j£n : 
5 / Puisque f est uniformément continue sur les v 

parties bornées de H, pour tout £ > o , et pour . . 

. S. .(t) = Z (X%-XZ )(X°-XC ) = S. .(t) 
n assez grand, on a, si u)£B(n,k+l) : t,j s s- s s- j 3i 

Stt 1=1 0XL' 

Or X admet une variation quadratique finie en . . . . 

moyenne, donc Z | |a 3

 l I \ converge P-p.s. V i 3 J
( t ) = Xt'^t~Xo'*!> "L i X l - d ] C i + *s-'^0 

vers zéro, quand n tend vers l'infini. 

c. .(t) = V. .(t) - S . .(t) 
1*0 1*3 

6°/ Z a 4 converge P-p.s. vers 2(1) (si la 

k>o ' /4Zors Z-es processus S. ., Q, V. . et C. . 
suite (d(n)) . converge suffisamment vite , , . - V*^ - , ^ 3 ^ 

n>o sont aes processus réels, kten définis, cadlag, 

vers zéro évidemment) compte-tenu de la preuve v . . . « . * - ^ • • ^ ^ 

a variation forte bornée par trajectoires et C . . 

de C . 8 . 2 % , v . . . . . 7

 %>3 

est a trajectoires continues ; les processus 

r S. ., V. . et C . . sont croissants. 
7 ° / Enfin, on a Z a = f" (X ) .dV? t j t ^ t j t 

. . n,k 11 t- t 
k>o J 0 ' 1 ] 

„,n _ . . „ Q , O A De plus, on a : 
(V étant défini comme en C . 8 . 4 0 / ) . r 3 

On a donc : f(Xj-f(X )=Q(t)+ [ Z ^-r (X J.dX1 

t
 J

 O J-i ~ l 8- 8 

vl
 a n , k " | o , l | f " ( X t - > - d V t - , „ 2 f f X . . . 

!
2 . . <s 1 ^ C s s- s s-

S£t 1,0 dX dX 
J J V + J Z : : . dV. .(SJ 

J]o,t] iJ Zx° t j J 

si la suite (d(n)) . converge suffisamment 
0 f " %f(X _) 

vite vers zéro, cette intégrale stochastique - Q(t) + Z . dX 

converge P-p.s. vers zero quand n tend vers J J 

l'infini. 1 f „ ^2f(Xs-) . 

]]o,t] ij dxZ ïxJ t j J 

8°/ En conclusion, on a montré que, si la suite 

(d(n)) ^ converge suffisamment vite vers zéro, 

n>o . Preuve 
chacune des variables aléatoires Z a con-

1 n,k 
k^o 

„ i^-^c Ce théorème C.10 est un cas particulier de 
verge P-p.s., pour l£i£5, quand n tend vers ^ 
i A ^ ~ „ ~ 1 ̂  ^ ^ , 1 _ -j-• ^^^^^ C . 7 qui a été explicité pour la commodité du lecteur? 1 infini, ce qui donne la formule de Ito annon- ^ c 

le seul point qui n'ait pas été prouvé est la crois

sance des processus ^ et _̂  : pour ^, ceci 

se déduit immédiatement de la preuve de Ç.8.4°/ et, 

C.10 - FORMULE DE ITO : Cas de dimension finie „ „ , t 

pour C. . , de la preuve de C.8.6°/ (ces processus 
étant des limites de processus croissants). 

On suppose que E est un espace vectoriel de 

dimension n et que ^-^2<'^n eS^ u n e ^ a s e d e ^' 

Soit X un processus cadlag ? adapté à la base de C - U " V A R I A T I O N Q U A D R A T I Q U E DE / Y.dX 

processus probabilisée complète (Q,^* ,P, ) 

avec T = [0,1] , et à valeurs dans H.
 S o i t X u n

 Processus cadlag, adapté à la base 

On suppose que X est parfaitement régional (C.Z) complète (<à,«s (4 Jt £ f ) et à valeurs dans l'es-

et que X admet une variation quadratique régionale- Paoe d e ffafcert Sparable J. On suppose que X est 
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parfaitement régional (C.3) et que X admet une va- (i) x est adapté, à trajectoires continues et, 

2 

viation quadratique régionalement finie en moyenne pour tout élément t de T, E(X f c) < +
0 0. 

(C.4). Soit Y un processus à valeurs dans l'espace 

de Hilbert H, uniformément borné. Soit une applica- (ii) x est une martingale (cf. D.2. ci-après) 

tion bilinêaire continue de H x J dans l'espace de c'est-à-dire que pour tout couple (s,t) d'élé-

Hilbert K qui à (y3x) élément de H x J associe y.x ments de T avec s < t, E ( x

t f
 = x

s P-p.s. 

élément de K. Soit Z le processus cadlag défini, à 

l'indistinguabilité près, par - \U ^lY.dX. (iii) le processus V, variation quadratique de X, 
^ 3 2 2 t 

défini par V ^ = X ^ - X - 2 J X .dX est in-
t t o 1 s s 

Soit A (resp. B) la variation quadratique de distinguable du processus V défini par 

X (resp. Z) c'est-à-dire le processus cadlag à va- V (w) = t pour tout élément co de fi . 

leurs dans J 0 J (resp. K <& K) défini par : 

A+ = X®2 - X®2- f U , ®dX + dX ® XQ ) 
t t o h -i s- s s s-

(resp. Bt = Z?2- z f - \ M & a * < * a +
 d Z s ^ Z s ^ 

Soit C le processus cadlag défini par : 

C\ =\ (Y <&Y ).dA 

* >]o,t] 3 3 3 

(cette intégrale pouvant être prise par trajec

toires) . 

Les processus B et C sont alors indistingua-

bles. 

Preuve 

On vérifie facilement, à partir des défini

tions, que Z est parfaitement régional et admet une 

variation quadratique régionalement finie en moyen

ne ; le processus B est donc bien défini. De même, 

le processus C est bien défini puisque A est à va

riation bornée par trajectoires. 

Soit fê* la classe des processus Y tels que 

les processus B y et C y associés sont indistingua-

bles ; on vérifie facilement que Y appartient à ^ 

si Y est tSÉ'-étagé. De plus, T£ est stable pour les 

limites simples uniformément bornées (cf. B.9) donc 

contient tous les prévisibles uniformément bornés. 

Notons qu'on aurait aussi pu utiliser l'ap

proximation de A et B par des processus constants 

par morceaux comme en C . 8 . 4 0 / . 

C.12 -MOUVEMENT BROWNIEN (Définition) 

On dit qu'un processus X réel est un mouve

ment brownien relativement à la base probabilisée 

de processus ( f i , P , (^ t) t c T ) avec T = [o,l] , 

si X satisfait aux conditions suivantes : 



- Intégrale stochastique 15 -

D - MARTINGALE ET MESURE DE DOLEANS une modification près par xt = f( \ |M | | ) . 

Alors, X est une sous-martingale. 

Pre vive 

Dans tout ce paragraphe D, on se donne une _ _ 

base probabilisée de processus (Œ, <f ,P, (<^ ) . £ _) . „ _. ^ _ J_ e j e. 

t t C T En appliquant la définition d'une sous-martin

gale, on voit que ceci est l'inégalité de Jensen 
D.l - FONCTION DE DOLEANS (Lemme et définition) 

— — — — — — — — — — pour les espérances conditionnelles qui s'écrit : 

Soit X un processus, à valeurs dans l'espace „ „ . , 

de Banach H, défini au sens strict ou à une modifi

cation près, et tel que, pour tout élément t de T, Soit Y un élément de L 1 , P ) et ^ une 

X f c est integrable. Pour tout élément A = F x ] s , t ] sous-tribu de *} ; soit f une fonction convexe 

de ^ , on pose x(A) = E (X f c- X g)] réelle positive de variable réelle ; on a : 
f[E(Y | ^ ) ] * E [ f ( Y > | € ] 

On vérifie facilement que x se prolonge, de 
façon unique, en une fonction définie et simple-

* Cette inégalité se vérifie immédiatement si 

ment additive sur t & . _ _ _ . 
f est une fonction affine f(x) = ax + b ; on en dé-

Noue noterons d(X) cette fonction définie d u i t l a m ê m e i n é < ? a l i t é dans le cas général indiqué 

sur<¿, à valeurs dans H, et nous l'appellerons e n é l i s a n t ^ fait que f est enveloppe supérieure 

fonction de Doléans associée au processus X. d e f o n c t i o n s affines. 

En fait, on s'intéressera surtout au cas où A , 
D.4 - EXISTENCE DE MODIFICATION CADLAG (Théorème) 

X est adapté et où d(X) est a-additive : on dira 

alors que d(X) est la mesure de Doléans associée _ .. _, , 
Soit X un processus, a valeurs dans un espace 

au processus . vectoriel H de dimension finie, défini à une modi

fication près, et satisfaisant aux conditions sui-

D.2 - MARTINGALE (Définition et lemme) vantes : 

Soit X un processus, au sens strict ou défi-
 ( i )

 V°ur t o u t é l ê m n t t d e T> h aWa*tient à 

L (ù ^ P) 

ni à une modification près, à valeurs dans l'espa- o[ * TtJ 

ce de Banach H, et tel que, pour tout élément t de .... ^ ^ . ^ , m ^ ^ ^ 
g > (u) pour tout élément s de T et pour tout e > o, 

T, X. appartient à Ln(ü,^f,,P). On dit que X est „ r . ï i 
t 1 t ^ izm P\}X+- X\ > e J - 0 . 

une martingale si la fonction de Doléans d(X) as- tls 

sodée à X est identiquement nulle. ( H i ) V e n e g n i b u { z : z = jj^ A € ¿ . } ( o e t t e i n t é -
^ * * • ^ * grale étant définie comme en B.2) est borné 

On vérifie immédiatement que ceci équivaut à 

£ J ^ ^ , ^x * ^ ^ rr, (au sens de Bourbaki) dans L (Q,<y,P). 
écrire que, pour tout couple (s,t) d'éléments de T o 

avec s < t, on a : 

Alors il existe un processus (au sens strict) 

E ( x t | ^ g ) » x g P-p.s. Y cadlag qui est une modification de X ; Y est uni

que à l'indistinguabilité près. 

Plus généralement, si u est un temps d'arrêt 

étage, on a X u = E(X t | ) (cf. A.2 pour la dé- D e Plu8> l a QOriâ-ition (iii) est satisfaite si, 

finition de <5?u) (vérification facile : cf. A.7) . ?our t o u t é l ê m e n t t ^ T> Xt aWartient à L^,*?,P) 

et si la fonction de Doléans d(X) associé à X est 

Si X est un processus réel, on dit que X est bornée (en ce sens qu'il existe une constante a telle 

une sur-martingale (resp. une sous-mart in gale) si que, pour tout élément A de &, \ \ \d(X)\ (A) \ \ ta). 

la fonction d(X) est négative (resp. positive). 

Preuve 
D.3 - EXEMPLE DE SOUS-MARTINGALE (Proposition) 

Il suffit évidemment de considérer le cas où 

Soit M une martingale, définie à une modifi- , r -î 
l'ensemble des temps est T = [0,1J . Il suffit aussi 

cation près, à valeurs dans l'espace de Banach E. 
de considérer le cas ou X est un processus réel (en 

Soit f une fonction convexe réelle positive de va- . , 
considérant chaque application coordonnée relative-

riable réelle. Soit X le processus réel défini à ^ , , i ,. , , . J J 4 

ment a une base de H ) . La Condition (iii) signifie 
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qu'il existe une fonction f positive décroissante mille dénombrable des couples de rationnels (a,b), 

définie sur R , telle que, si A appartient à on en déduit que le processus (z^t£Q* e s t ^•a9"'-ad 

et pour d > o , P [|JlA.dX | > d ] £ f(d) et (c'est-à-dire, pour presque toute trajectoire, admet 

lim f(d) = 0. en tout point une limite à droite et une limite à 

d+°° , . 
gauche). 

Soit Q' l'ensemble des rationnels appartenant 

à T. Soit (Z ) la restriction de X à Q' . 0 n ^ u t a l o r s P o s e r ' P ° u r t o u t é l é m e n t fc d e 

Q T, Yt(w>) = Z t +(Cü). 

On va d'abord prouver que le processus 

(Z t) , est laglad en utilisant une technique S o i t ' « T e t ( t ( k ) ) l c > o s u i t e ^éléments 

analogue à celle utilisée dans le théorème classi- d e Q ' décroissant vers t ; la suite de variables 

,, . j_ -, , ,-, aléatoires (Y^ converge P-p.s. vers Y (par 
que d'existence de modification laglad pour une t(k) k>o * * t 

martingale définition de Y f c) et en probabilité vers X f c , donc 

Y est une modification de X. 

Soit (a,b) un couple de rationnels avec a < b . 

Considérons d'abord une partie finie S de Q'; D " 5 " EfiUI-INTEORABILITE 

soit {t(k)} la famille ordonnée des élé- „ . 

l£k£2n Soit H un espace de Banach. 
ments de S. Soit (u(k) la famille des temps 

l£k«-2n 
d'arrêt étages définie par récurrence par : u(l)=0. Soit (A ) ^ une famille d'éléments de 

U n n ° 
L1 (Çl, ,P) • On dit que cette famille est équi-inté-

u(2k+l) = inf {t : t t S, t * u(2k) , Z. * b } u . x ^ ^ 

t grable si, pour tout e > o, il existe n >o tel que 

u(2k) = inf {t : t 6 S, t * u(2k-l) , Z f c * a } P(F) < n implique (quel que soit n) 

(rappelons que si V est la partie vide de T, on | \ ^ n \ I ^ * e 

pose inf { t : t C V } = 1 ) . 

Un résultat classique (et facile à vérifier) 

Soit Ag le domaine où le processus ( z

t ) t â S dit que, si une famille équi-integrable de variables 

effectue au moins j "montées de a à b" ; si ëtiî, aléatoires (A ) ^ converge P-p.s. vers une variable 
n n>o 

on a : aléatoire A, alors cette suite i A

n ^ n > 0 converge 

- soit co fi Aj> ce qui ünplique v e r s A d a n s ^ • 

y / „ „ \ N . a v Par ailleurs, soit A un élément de L, (Q,9 ,P) ; 
^ u(2k+l)~ u(2k)' 3.№-a) 1 

k=l soit ( Ç ) une famille de sous-tribus de ; si 
d n n>o 

- soit u i h\ ce qui implique o n P ° s e A n = E ( A X "S n> ' l a f a m i l l e ( V n > o e S t é q u i _ 

j integrable (facile à vérifier). 

( Z u ( 2 k + l ) -
 Z„<2k)> »- < Zr a ) " 

D.6 - THEOREME D'ARRET 

(on ne peut avoir Z u ( 2 k + 1 ) - Z u ( 2 k ) < O que si 

Z < a et Z = X ) Soit X un processus, à valeurs dans l'espace 

U * 2 k ^ u(2k+l) 1 ^ Banach H, cadlag, tel que pour tout élément t de 

On en déduit : T> Xt a P P a r t ^ e n t â L^tiï,*?,P). On suppose que la 

j fonction de Doléans de X est o-additive. On suppose 

(2k+l)"" Z u ( 2 k ) ^ j ( b ~ a ) ] * f [? ( b ~ a ) ] aussi que, pour toute famille décroissante (u(n))n>Q 

de temps d'arrêt étages, la famille associée 

ce qui donne : (X , J ^ de variables aléatoires est équi-inté-

u(n) n>o ^ 
a grable* Soit u un temps d'arrêt. Alors, la fonction 

P(A¿) « C - f [j(b-a)] + P [(Z -a) * j(b-a)J , n _ . / v M . v _ . , . M 

s j u -» u 1 J de Doléans d(X') du processus X arrêté à u (soit 
Xt ~ Xt A ^ e 8 t telle que pour tout élément B de 

Si on considère maintenant une suite 

(S(n)) de parties finies de Q' dont la réunion [d(X')] (B) = [d(X)] (Bf<]o,û\ ). 
est Q' et si A? désigne le domaine où le procès- . . 

2 Notamment, si X est une martingale cadlag et 
sus (Z ) effectue au moins j "montées de a . _f ^ „ 

t ^«G. ^ i si u est un temps d'arrêt, le processus X arrêté à 
à b" on a A3 . + A¿. donc P(A J,) s< C.. On en dé-

»vnj y q 2 u est encore une martingale (cadlag) : on a donc, 
duit que, si A , désigne le domaine où le procès- n 

Q dans ce cas, 
sus (Z effectue une infinité de "montées r , ̂  -i r , ^-, 

de a à b", on a P(A .) = O. En considérant la fa- U u U ï°>u\ 1 U J°*ul 
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Preuve (iii) pour toute suite (A

n^n>Q d'éléments de d f 

décroissant vers 0, 

I o / Le théorème se vérifie facilement si u est un / \ 

temps d'arrêt étage. U m ^J^—. m ( B ) [ = 0 

n~° < B€*,BC(Ax T') ' 
2°/ On considère un temps d'arrêt u quelconque et 

un processus X satisfaisant aux conditions in- On considère donc une suite (A ) d'éléments 
n n>o 

diquées dans la première partie du théorème. de qui décroît vers 0. 
Soit (u(n)) . une suite de temps d'arrêt éta-

n>o 

gés qui décroît vers u (cf. le 2°/ de la preuve Pour tout n, pour alléger les notations, on 

de A.12). pose : a n = Sup m(B). 

BC^BC(A x T ' ) 

Soit B = F x J s, t 1 un élément de v̂> ; on a : 1 

J Soit e = — lim. a 

[d<X'>] (B) = E [ l p . ( X t A u - X s A u > ] ^ 
La fonction m étant finie, pour tout n>o, on peut 

1 Ü Ü E ^ F * ^ X t A u ( n ) X s A u ( n ) ^ trouver B C (A x T ' ) , B C tel que 
n-*30 n n n ^ 

(puisque la famille de variables aléatoires m(B ) ̂  a - 2~ n . e . 

n n 

^ XtAu(n)^n>o S S t é < 5 u i ~ i n t é 9 r a t l l e e t converge 

P-p.s. vers la variable aléatoire X f c ^ ) . Soit C = H et soit u(n) le temps d'arrêt étage 
n k£n 

= lim . [d(X)](BA]o,u(n)]) " d é b u t " d e V c'est-à-dire défini par : 

N - K » 

[u(n)] (üJ) = inf.{ t : (t,ü>) C C } 
= [d(X)] (Bo]o,uj) n 

D'une part, la suite (u(n)) croît vers 1 
3°/ Considérons maintenant le cas où X est une mar- t x t

 n ° . 
(par trajectoires) puisque C C(A x T ' ) , donc 

tingale cadlag. Si (u(n)) ^ est une suite de -i , % , 

n>o lim m(ju(n),lj) = 0 , donc, a fortiori, lim.m(C ) = 0 

temps d'arrêt étages, on a x

u ( n )
= l^u(n)^ r r > ° 0 n"*x> " 

(cf. D.2), donc la famille (puisque C^C ]u(n),l] ) . 
(X . . ) ^ est équi-intégrable ; le processus X 
u(n) n>o 

satisfait donc à toutes les conditions données D'autre part m (C ) ^ m(B ) - m{ u (B \ B )} 

n n ^ n n k 
au 2°/ ; si X' est le processus X arrêté à un 

-n -k 
temps d'arrêt u, on a donc d(X') identique à O ^ a - e . 2 - E e . 2 

n 

donc X' est une martingale. * < n 

D.7 - LEMME (Condition suffisante pour avoir une on a donc a £ 2e + m(C ) , soit, à la limite, 
n n 

mesure de Doléans) ^ n A n . 
4e = lim.a £ 2e donc e = O ce qui prouve le I o/. 

Soit (Si fi y (&t^t e
 u n e ^ a s e de processus 

T = ÎOsl\. Soit m une fonction positive définie et o n . , . t t x ,.... 

1 J J r 2°/ Notons que les conditions (i) et (iii) sont évi-
simplement additive sur Alors m est a-additive 

demment nécessaires pour que m soit a-additive. 
si et seulement si m satisfait aux deux conditions 

On va maintenant prouver que ces conditions (i) 
suivantes : 

et (iii) entraînent la a-additivité de m. 

(i) pour tout élément s de T, lim.m(Çlx^s,t] ) - 0 

t\s On veut prouver que si ^ B

n ^ n > 0

 e s t u n e partition 

(ii) pour toute suite croissante (u(n)) ̂  de de B, les ensembles B et B n (pour tout n) appar-

n>0 i/ 

temps d'arrêt étages, telle que t e n a n t a C t ' a l o r s m ( B ) = m ( V ' D ' a P r è s l e 

n>o 

[u(n)<l] + 0 , on CL lim.m(]u(n),ï]) - 0 lemme A.6, il suffit de prouver cette égalité 

pour BC1j\j; quitte à changer de notation, on 

peut aussi supposer que chaque B appartient à 

On a évidemment m(B) ^ E m(B ) . 
n 

n>o 
I o / Les conditions (i) et (ii) sont évidemment né-

cessaires. Pour montrer la réciproque, nous S o i t E > °' 0 n s e P r ° P ° s e a e Prouver que 

allons d'abord montrer que la condition (ii) m(B) + 3e £ E m(B ) . 
n>o n 

implique la condition (iii) qui suit : 
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Soit B = F x]s,t] et, pour tout n, B ^ — F^xJ s^,tj . Alors la. fonction de Dotéans x de X est o—additive. 

La condition (i) permet de construire s 1 tel que 

s<s'<t et m(Fx]s,s'])£ £ ; de même, pour tout n. Preuve 

on peut trouver t 1 tel que t < t' et 

. ( F x l t , t ' ] U E V . " On suppose T = [o,l]. 
n J n n J 

Notons d'abord que si X est un processus crois-

Pour tout élément 0) de F, soit a(u)) l'ensem- s a n t ' X e s t a u s s i u n e sous-martingale. Par ailleurs, 

ble des entiers positifs k tels que o> q Ensuite l'hypothèse (ii) signifie que x est positive. L'hypo-

pour tout n>o, soit C l'ensemble des éléments 03 de t h è s e l a condition D.7.(i). Etudions 
n 

n i „ l a condition D.7. (ii) ; soit (u(n)) . une suite 
M tels que n>o 

croissante de temps d'arrêt étages telle que la fa-

[s',t]cJ U ]s ,t'[ ( mille des ensembles (A(n) = [u(n)<l]) décroisse 

\ „ ,v vers l'ensemble vide ; on a : 
k €• a (0) ) 

[d(X>] <]»<„> - E [ x r X ] 
D'une part, C n appartient à

 <r . D'autre part, u ' 

si on fixe 0), on a : £ E [ < x i " X

u ( n ) ) + ^ * E ^ l ^ A t n ) 1 

[s',t]c]s,t]c| U q ] S k ' t k ] J c j U q ] s k , t ^ [ J donc lim. d(X,(]u(n),l]) = 0 

kca(o)) kca(o)) 

D.9 - LEMME 

(puisque ( B

n ) n > 0

 e s t u n e partition de B ) 

Soient s et t àjeux éléments de T avec 8<t. 

Ceci signifie que la famille d'ouverts Soit H un espace de Hilbert. Soit XQ (resp. X^) un 

n s k , t k n k > o , k c a ( o ) )
 r e c o u v r e l e compact [s',t] élément de l\(Çi,<Ç'flJ P) (resp. L^ffl, <$t,P))., 

donc on peut en extraire un recouvrement fini, ce On suppose que E(X^\^Fq) = XQ P-p.s. 

qui signifie qu'il existe un n>o tel que U) appar-
. , . n . 0, . . _ A - o \ n S°it 2 un élément de LjÇl,<vn,P). On a alors : 
tient a C ; autrement dit, si on pose A s w \ C » 2 s 

n ^ n n 

la suite (A ) (qui est évidemment décroissante) Q / . . 

n n>o ^ 1°/ Les variables aléatoires Z et (X.- X ) sont or-

tend vers 0. On peut alors lui appliquer la condi- A l 

thogonales 
tion (iii) ; il existe donc un entier q tel que : 

2°/E(\\Xt-X8\\
2

H)=E{\\Xt\\
2

H- \\X8\\
2

H) 
Sup. m ( B ) * E . t e a v n s n 

B € tff,B C(A X T ' ) 

q Preuve 

Or, si on pose D = U (F, xls, ,t.'l ) et 

q k -1 k k J On note <.,.> le produit scalaire dans H. 
B' = (F x] s' ,t] ) , on a : 

1°/ E [ < Z , X . - X > ] = E ( < Z , E [ ( X . - X Q ) I CÇ ]> ) 

( B ' \ D ) C (A x T' ) donc m ( B n l \ D ) * £•
 t s t s s-» 

q q B q 

^ o n c . car Z est ^^-mesurable 

= 0 
m ( B ) * e + m ( B ' ) £ 2e + m(D ) < 2e + E m(F kx] s ^ t ^ ) 

k>o 
-k 2 V b - E ( | | X - X J \l) = E ( < X - X , X - X > ) 

£ 2e + E .2 + E m(B ) c.q.f.d. t s H t s t s 

k>o k>o 
- E ( < X T , X T > ) - 2 E ( < X G , X T > ) + E ( < X S , X S > ) 

D.8 - MESURE DE DOLEANS D'UNE SOUS-MARTINGALE • , v ^ 

mais E ( < X G , X F C > ) = E ( < X g , E ( X F C \ t y g ) > ) 

Soit X un processus réel positif défini à une car X est <*t -mesurable donc 

s s 

modification près et satisfaisant aux conditions 

suivantes : ^(<\.\>) - E(<X g, X s > ) soit 

(i) pour tout élément t de T, X appartient à / \ / \ 

t b = E ( < X . #X >) - E ( < X , X > ) 

L (Çl.t.P) t \ s • ' 

= E ( | | x J | 2 ) - E(||X || 2) . 
(ii) y est une sous-martingale s 

(Hi) X est continu à droite en moyenne, c'est-à-

dire que, pour tout élément s de T, 

lim. E(X.- X ) = 0 

tis t S 
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D.10 - MARTINGALE DE CARRE INTEGRABLE On a donc : 

Soit H un espace de Hilbert. Soit M une mar- E(||Jy.dx|| 2) = £ E(||a..1 .dx||2) 

K ifiT i A (i) K 
tingale à valeurs dans H, définie à une modifica- 2 f 2 1 

tion près, de carre intégrable, c'est-à-dire que, * ^ a i ^ * E [ ^ ( D ' ^ t d ) " X s ( i ) ^ J 

pour tout élément t de T, E(\\M^\ \ ) < . 2 T 2 2 ~\ 

On suppose que M est continue à droite en moyenne * ^ ^ ^ i ^ * E I^F (i) * ̂  ̂  X t (i) ̂  ~ ^ X s ( i ) ^ 

quadratique (c'est-à-dire que, pour tout élément 

s de T, lim.E(\\M- M \\2) = 0 ). (cf. D.9.2V) 

< IIYIIJ . d v 
Soit v la fonction de Doléans associée au J 

processus réel N défini à une modification près ce qui montre que X est H-J-K-régional. 

par N = |\M \ \2. On a : 
3 V Si | |x.y| I = I |x| I -I M Ij . l'inégalité 

1°/ v est positive et o-additive . , n . , , . , 

ci-dessus devient une égalité, ce qui prouve 

2°/ M est un processus parfaitement régional l'isométrie. 

(cf. C. 3) 

3°/ L'application qui, à Y € L , R (ïl',«?,v)< associe 4 < V S o i t ( t ( k ) W n u n e f a m i l l e f i n i e c r o i s s a n t e 

la variable aléatoire intégrale stochastique d'éléments de T avec t(l) = O et t(n) = 1 ; 

JY.âM est une isométrie de L^(9,' ,Q ,v) dans o n a : 

k= 1 

4°/ M admet une variation quadratique finie en 

noyer*». E ( l l x t ( k + 1 ) N 2 - l l x t ( k ) | | 2 ) 

Preuve (cf. D.9) 

1°/ N est une sous-martingale (cf. D . 3 ) . De plus,
 = E ( l l x i l l " ' I Xo'' ^ 

si s appartient à T et si t décroît vers s, 

lim.E(N - N ) = O (cf. D.9.2V) . On peut donc C e q u i p r O U V e l e ^ 1 ' 

t+s 5 

appliquer D.8, ce qui prouve le 1°/. 

D.ll - UNE INEGALITE DUE A DOOB (Proposition) 

2 ° / (cf. le paragraphe B ) . Soient J et K deux es-

^ ^ . . ^. Soient p et q deux réels positifs tels que 
paces de Hilbert et une application bilineaire 1 1 ^ n c ^ 

„ , . * / x ^ - . - ^ —+—= 1 (l<p< +°°), c'est-à-dire des exposants con-
contmue de J x H dans K qui, à (y,x) élément P Q 
. ,, TTX . ^ . v ^ ^ jugués. Soit (X,).^ r -. une sous^martingale (réelle) 
de ( J x H) associe y.x élément de K. On peut v t te [p,lj ° 

n n y M M ii ii positive continue à droite (par trajectoires) et telle 
supposer ||y.x|| * ||y|| . | I x I | . * 

que E(X?) <+<*>. On pose : Y M = Sup X ( W . Alors 

S O l t Y = i«i V 1 a ( 1 ) ^ P r O C 6 S S U S ^ - é t a ^ é la variable aléatoire Y appartient^?L to3<f,P) et 

à valeurs dans J ; on peut supposer que, pour E(Y?) tqP.EÏX?). 

tout élément i de l'ensemble fini I, a^ appar

tient à J et A(i) = F(i) x ] s ( i ) , t(i)]appar- Preuve 

tient à ; enfin, les ensembles A(i) peuvent 

^ _ ^ _ ... . . ̂  « .* . Notons d'abord que, si Q' désigne l'ensemble 
être supposes deux a deux disjoints. On v é n -

. , . _ , . _ , . des rationnels contenus dans T = fo,ll , on a 
fie facilement (en considérant les différents L J 

^ ^ . ^ . , Y = Sup X ^ P-p.s., donc Y est bien 'f'-mesurable. 
cas de figures et en utilisant la martmgalite t€Q' 

de M : cf. D.9.1 0/) que les variables aléatoi- Soit d un réel avec d > l (d fixé). Pour tout entier 

res relatif n, soit v(n) le temps d'arrêt défini par 

f . _ ,v ' v \ v * n ) = inf.{t : X > d11} avec la convention v(n) = 1 
I a.. i . . . . QX - i _ / . v * a . . \ X , . , X — x...) t 
J 1 A l ) F(i i t(i s(i . ,, . ̂  ^ . * _ ^ 
J si l'ensemble ci-dessus est vide. On pose, pour tout 

4. , . , ^ U ! j • ^ entier relatif n, A(n) = [ Y > d"] et a = P [A(n)l . 
sont deux a deux orthogonales, quand i parcourt J n u J 

I, dans L*№,#,P). °n a : 

E ( X . ) >, E ( X , . ) >, d n. a + X..dP 
1 V ( n ) n Jfl\A(n) 1 

donc a C d n . I . . X . .dP n J A(n) 1 
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Par ailleurs : E(Y P) * d p. Z (a^- » n + 1 ) . d
n p Ex.co.ptionn2Zl2.me.nt, dan* I2.6 dzux pKopobtiJLonA qui 

n € * 6uU.v2.nt, on 6 appose, que. Ve.nA2.mble. T deA tempi* eMt 

< d p. Z a . ( d n p - d ( n _ 1 ) p ) oix.V2.nt a dnoita. 

n e » n 

D.12 - CONVERGENCE D'UNE SOUS-MARTINGALE (Proposition) 

la majoration obtenue plus haut pour a n donne alors : 

t / - . V Soit (X,), e rn nrune sous-martingale définie 

n C Z ' JA(II ) 1 D W N E modification près et telle < 7 " e ^ g E (\Xt\) =K<+<» 

Alors il existe une modification cadlag ^t^tc[p l[ 

Si on pose B(n) = A(n) \ A(n+1) , on a : du processus X et une variable aléatoire Z telles que 

Î , Z = lim.Y. . De pluss si la sous-martingale X est 

X,dP)d- n(d^-d ( n- 1 ) p) tn t 

B(k) négatives pour tout élément t de T3 E(Z \^) ^Z^.P-p.s. 

4 d p Z (f X l d P . ) Z d" 1 1 ( d n p - d ( n " 1 ) p ) p r e u v e 

k £ Z JB(k) 1 n*k U 

, , v rd^ P

 4 , , , «» 0 n pose X. = O ; soit x la fonction de Doléans 
y a~n(An& H ^ N _ 1 ^ P ^ -1/P H _ P ^te"*) 1 

or, z. a va - a 1 x ax - a d u p r o c e s s u s ( X ) * ; soit A un élément de dt-, 

n*k J o * t t e L O , I J 

il existe une partition (B,C) de A et un élément t de 

donc E(Y P) < - ^ - d P Z d k ( p " 1 ) X.-dP T, t < 1, tels que B C ] o , t ] et C = (H x]t,l]) avec 

^ ; H € <f (considérer le dernier instant t, t < 1, où il 

^ existe un élément u) de fi tel que l A(w) change de va-

Or, sur B(k), d * Y donc l e u r ) > D , u n e p a r t Q ^ x ( B ) * x ( ] o , t ] ) * K ; d'autre part, 

E ( Y P } * ^ . d P . [ YP-l x op * < C > - = [ V < V X t > ] - - E ( 1 H - V
 d o n c l *< c >l* K <* 

P ~ ^ Jfi la fonction de Doléans x de X est donc bornée et on 

. _ ^ , Aj_ . peut appliquer le théorème D-4 au processus (X.,* .1 ; 
Ceci étant vrai quel que soit d > l , on a aussi : t te|0,lj 

il existe donc une modification cadlag Y du processus X 

E(Y P) £ Y P _ 1 . X,. dP c'est-à-dire, notamment, qu'il existe une variable 
p"1 h 1 

aléatoire Z telle que Z = lim.Y . Supposons, de plus, 

tt 1 
que la sous-martingale X est négative. Considérons, 

L'inégalité de Holder donne alors : ^ -, A . . / f . , _ _ „ v 

^ alors, un élément t (fixé) de T ; posons Y_= Y. . . 

/ 1 1 l~l/n 

E ( Ï P , < _ t . [ E ( X P ) ] [EIV^P" 1')] ° n S = E < Z l^t' * E ( Y n l < S r

t > » X t Pour 1 - - > t . Or, 
P ~ ( E ( Y | ^ . ) { constitue une famille croissante de 

t n 1 t > n>o 

variables aléatoires, donc (pour 1 -*t) 

or q(p-l) = p donc n 

1/p 1/q (lemme de Fatou) : E (Z | E (Y | <f. ) * X. 

E(Y P) < [E(X P)] . [E(Y P)] t n t t 
D.13 - CONVERGENCE D'UNE MARTINGALE (Proposition) 

Supposons d'abord E (Y P) < + » , ce qui précède S o i t ( x j n e m a r t i n g a l e 3 à valeurs 

EtY^JJ « [Efx^ J ^ n s u n e S p a a e vectoriel de dimension finie, définie 
1 , p / P \ P p à une modification près. On suppose que la famille de 

Or, 1 - - = 1/p donc E(Y P) * (-Ej) E ( x t )
p ^ 

q p _ 1 variables aléatoires tt\Ô 1 [ e S ^ équi-intégrable. 
p i4£orSj existe «ne modification cadlag Y de la martin-

Si, maintenant, on ne suppose plus E (Y*) < -K», 
^a^e X et une variable aléatoire Z telle que : 

on va se ramener à ce cas ; pour cela, on considère 

la martingale X(n) cadlag définie par W Z - lim.Y 
t\l 

X(n) = E C î X ^ n) 1 <Ç ) et on pose Y(n) = Sup X (n) ; s 

1 t + t*T (îî) Vouv t o u t élément t de T3 X T = E(Z\$t) P-p.s. 

le raisonnement qui précède montre que 

P P Preuve 

E t ( X ( n ) ) ^ * ^ E ^ ( X 1 A 3 

Il suffit de considérer le cas où X est réel. 
Or, Y S Sup Y ( n ) , donc (théorème de Lebesgue), L'équi-intégrabilité implique : 

n>o 

p Sup . E( \x\ ) = K < + 0 0 

E(Y P) ^ (J?-) . E ( X l )
P . t c [ 0 , l [ * 

p On peut donc appliquer D.12, ce qui assure l'existence 

de Z et de la modification Y satisfaisant à la condition 

D.13-U) ; ceci et 1 ' équi-intégrabilité impliquent que 
(Y4 „ , ) . converge vers Z dans L., quand n tend vers 

1-1/n n > o 1 
l'infini, ce qui donne (ii). 

http://Ex.co.ptionn2Zl2.me.nt
http://6uU.v2.nt
http://Ve.nA2.mble
http://oix.V2.nt
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E - SOLUTIONS FORTES D'EQUATIONS l 

a (t,x,0)) -a (t,x' £ — . Pour tout n > O, 
DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES n 

soit ( u ( n , k ) ) k > Q la suite de temps d'arrêt défi

nie par récurrence par : 

u(n,0) = O 

u(n,k+l)=infjt:t>u(n,k),||x - X ||>£(n ) j 

E.l - DONNES GENERALES (et u(n,k+l)=l si l'ensemble ci-dessus est vide) 

_ , „ . Soit X N le processus défini par : 
Dans tout ce paragraphe E , on considère : * * 

- T = To, il : intervalle unité de la droite X N ( 0 ) ) = X , , v , % (co) 

u J t u(n,k) ( 0 ) ) 
réelle 

pour [u(n,k)](oj) < t * [u(n,k+l)] ((A)) 

- H : un espace de Banach separable. 

- (Q, , ( t 6 T ) = B 1 une base de procès- X N est bien défini puisque, pour tout a) et pour 

sus (cf. A-l) que l'on appellera la base tout n, il existe k tel que [u(n,k)J (03) =1 (conti-

initiale. nuité uniforme d'une fonction continue sur [o, ) . 

Soit Y£(OJ) = a(t , X n,w) 

E.2 - BASE CANONIQUE (définition) 

On vérifie facilement que Y n est adapté ; 

Soit D H l'espace des fonctions définies sur Y n est donc prévisible puisque continue à gauche 

m . i - t t t ï . . . . - i - 4 _ . . o m (cf .A) . Or, la suite de processus Y n converge uni-
T et a valeurs dans H. Pour tout element t de T, * * 

H H formément vers le processus Y donc Y est prévisi-

soit^O^ la plus petite tribu sur D qui rend me-

t ble. 

surable les applications "coordonnées" a)/w>xs(u)) 

pour s £ t. On pose 3)E =3)̂ . La famille E.4 - DEFINITION (solution forte) 

(DHxfi , 0 H ® ^ , constitue une base c . . . . , . . , 

t t t C T Soient a(t,x,us) et b(t,x,u) deux processus 

de processus que l'on notera B H et que l'on appel- v -, , „ , , i , . ^ v -, 

a valeurs dans H et adaptes relativement a la 

lera la base canonique (pour les processus à va- , . _H „ . L A . TJ , 

j base canonique F . Soient A et W deux processus 

leurs dans H et relativement à la base initiale B ) . . r T ,. i , * * * i 

a valeurs dans H continus, adaptes a la base 
probabilisêe (Çi,tf,P, (<fj . ,J. On dit qu'un pro

's.. 3 - CONDITION DE PREVISIBILITE (proposition) € J 

cessus continu adapté à cette même base est solu-

Soit X un processus continu, à valeurs dans tion forte de l'équation différentielle stochas-

H et adapté relativement à la base initiale B1, tique dX^_ - a(t,Xt ).dA^t- b(t,Xt).dW^_ et de 
(cf. E-l). Soit a(t,x) un processus, à valeurs . ., . . , . . , J j r j condition initiale XQ, si, pour tout élément t 

dans H, défini et adapté relativement à la base , 

IT ae i, 

canonique B> ; a(t,x,u) est donc une application tt r 

définie sur T * DH * SI et à valeurs dans H. On Xt = Xo + a(s>xJ ^ s

 + b(s,X.).dUQ 

suppose aussi que a est localement lipschitzienne 

au sens indiqué en ES ci-après. On pose a e s in^ales étant des intégrales stochas-

Y t M = a(t,X, <»),»). Alors ceci définit un pro- t i q u e s ( a u s e n e i n d i q u é a u Varagraçhe B). 

cessue Y, à valeurs dans H, prévisible relative- ( P o u r a l l ^ e v ^'àoriture, le symbole to qui appa-

ment à la base (Q, ( S Ç , t f ) . m i t ^ns tous les processus considérés, a été 
omis). 

Preuve 

Il suffit de considérer le cas où ||x|| est E.5 - THEOREME 

uniformément borné par une constante d (considérer „ ., „ 

Soit E un espace de Hibert separable. 
la suite ( w ( n ) ) n > 0

 d e temps d'arrêt définis par 
n > Soit B^ = (Q,(f,P,(^f) ) une base pro-

w(n) = inf{t:||x ||>n}et arrêter le processus X V 

à w(n)) babilisêe complète de processus que l'on appel-
. . . _ - 4 . ^ / > 4. i lera la base initiale. On suppose que la famille 

Dans ce cas, pour tout n > 0, soite(n) tel J 
M I I x j 0 i i i i i ^ j (<£+)+*• m est continue à droite. 

que Sup | Ix g j | * d. Sup | | | | < d et t t€T 
S*t s < t Soient A et W deux processus continus, à 

s ^ t ^ X s * G ^ i m p l i q u e n t valeurs dans H, définis et adaptés relativement 
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à la base B^ ; on suppose que W est une martinga- rentielle ordinaire (cas déterministe) 
le de carré intégrable dont le processus varia- Cette démonstration sera décomposée en trois 
tion quadratique sera noté V (cf. C-7 et C-8-4°)). étapes : 
On suppose que, pour tout élément ш de П et pour 1°) Unicité : lemme E-6 
tout couple (s3t) d'éléments de T avec s < t, la 2°) Prolongement d'une solution : lemme E-7 
variation totale de A. (ш) et la variation totale (ceci généralise la preuve du fait que le 
de V. (lù) entre s êt t sont majorées par t-s. domaine de définition d'une solution consti-

Soient a(t3x3u) et b(t3x3bi) deux processus tue un ensemble ouvert dans ce cas déterrai-

à valeurs dans H3 définis et prévisibles relati- niste) 

vement à la base canonique localement lip- 3°) Construction du temps d'arrêt v et du proces-

schitziens et localement bornés au sens suivant : sus x (E-8). 

f., / / м м i J / i ., . « i (ceci généralise la preuve du fait que le do-
(i) (resp.(г)') pour tout réel positif d3 * * ^ 

.7 л. л. t f n \ 4. 7 7 maine de définition d'une solution constitue 
il existe une constante (resp. C^j telle que3 

un ensemble fermé, dans le cas déterministe, 
si (t3u>) est un élément de T x tt3 si (x3x') est . ч ^ s'il n'y a pas explosion.) 
un couple d'éléments de D avec Sup\\x ||* d 

SêT s 

et Sup\\x'\| * d3 alors on a : E.6 - U N I C I T É 
seT s 

2 2 

| \a(t3x3u)-a(t3x'3bi) | | 4L i.Sup\\x -x'\\ On considère les hypothèses données dans le 

sçt 
théorème E-5. Soient X et X' deux processus conti-

2 2 

| \b(t3x3iû)-b(t3x'3u) | | £L •,.Sup| |x -x'\| nus adaptés qui sont solutions de l'équation E-5-

" ' (iii) sur et "^u3v'[ respectivement et qui 

(resp. |\a(t,x,u) | | + |\b(t,x.u>) | | С admettent la même condition initiale X„ = X^. 
Alors X.l^vhv,^ et X'-l^vAv,[ sont indistin-

Alors il existe une suite ^v^n^n>Q de guables. 
temps d'arrêt croissant vers un temps d'arrêt v 

c r Preuve 
et un processus continu adapté unique X satis-
j. . , j - . ' • . On considère donc deux solutions X et X' 
faisant aux conditions suivantes : 

comme indiqué. On pose : 

(ii) si со appartient à l'ensemble {v<l}3 u' = inf.{t :||Х^-х^||>0, t * u,t ̂  (v Л v')} 

Vm ||X ( W I l - + 0 0 Raisonnons par 1'absurde et supposons 
tfv(ui) * u' < v Л V . 

Puisque les processus X et X' sont continus, on 

(iii) X = X + ^ a(s X ) dA peut trouver une constante d et un temps d'arrêt 

t u 9 • * s 

(и w tels que : 

* f b(s,X).dW . S u p . M <Hxsll + I IV> 
3 • 8 u4s*(vAv') 

sur chaque intervalle stochastique préviei- P ( [ w > u ] ) > O e t w < v A v 
ble {(t3u) : и (in) < t * vn(ui)} la deuxième inté-

•j . • .j, 1 , 1 . • Soit L. la constante de Lipschitz, associée à d, 
grale étant une intégrale stochastique au sens d * 

indiqué au paragraphe B. q u i intervient dans la condition E - 5 - U ) . Soit f 
la fonction positive définie sur T par : 

Preuve : f (t) = E(Sup| | Х д ^ - X ^ J | 2 ) 

Notons d'abord que les conditions données s * t 

sur A et W sont satisfaites si H = IR, A f c = t et On a : 

W est un mouvement brownien (cf. C-12) . ^ . . f s^£ / J m r i . . _ , .2. 

f(t) * 2E (SupII [a(t,W )-a(r,X')J.dAr|I ) 

Comme ci-dessus, le symbole u) sera omis à s*t lu 

chaque fois qu'il n'y a pas de confusion possible. „ , , , f s^ w

r, , v , , 1 ч Л , , , 2 Ч 

^ + 2E (SupH [b(r,X )-b(r,X')J.dW II ) 

La démonstration qui suit est une général!- s*t u 

sation naturelle de la méthode des approximations 

successives utilisée classiquement pour montrer d ' a P r è s l'inégalité de Schwarz, le premier 

1-existence de solution pour une équation diffé- t e r m e d u s e c o n d m e m b r e e s t m a ^ o r é P a r : 
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2E (Sup ||a(r,X ) -a(r,X')|| dr) E(Sup . | | x - X ° | | ) £ -|d .P({v(l)>u}) 

s*t Ju sév(l) S S 1 6 

et le deuxième terme est majoré par : i i 1 o« i 1 , 

et Sup .||X -X || « -.d 
rsAw s*v(l) 

2E (Sup ||b(r,X ) - b(r,X')|| dr) 

s^t u 

* On définit les suites de processus conti-

(cf. C-ll). nus après u,(X n) . (Y n) (Z11) . _ par récurren-
n^O n>0 n>0 

Compte-tenu de la condition E-5-(i), il „ „ 
ce, de la façon suivante : 

vient : ft 

f(t) < 4 L . f f(s).d» Y t = a ( S ' X } ^ s 

Or, f(0) = O, donc f(t) = O, quel que soit Z f c = u b ( S ' X * ' d W s 

t. (résultat classique). Ceci montre que X.lr -i 

X N + 1 = X ° + Y n + 1 + Z n + 1 

est indistinguable de X ' . l ^ w«j ce qui contredit 

la construction u' (puisque P([w>u']) > 0) et (le domaine où ces processus sont bien définis 

achève le raisonnement par l'absurde. reste à préciser). Notons que Y n est à variation 

bornée et que Z n est une martingale. 

E.7 - PROLONGEMENT D'UNE SOLUTION . , v , a l 

Pour tout n > O, soit v(n) le temps d'arrêt 

On considère les hypothèses données dans le défini par : n n 1 n 

théorème ES. Alors il existe un temps d'arrêt v v ( n ) = i n f ' { t : t * u ' I l X t ~ X t I l > 2 fc ' V l } 

et un processus à valeurs dans E continu adapté 

X, défini sur l'intervalle stochastique [u,t>], e t v ( n ) " v ( n - 1 ) s i l'^semble ci-dessus est vide. 

satisfaisant aux deux doncitions suivantes : Soit v = lim.v(n) (la suite v(n) décroit 

(i) P({v > u}) > 0 vers v). 

(ii) Xt = Xu + F a(s,X. )dAe + F b(8,X.).dw8

 P o u r t * t v ( n ) ] ( a ) ) ' I l X t ( a ) ) I l ^ 2 d d o n c l e s 

JU U n+1 „n+l ^ n+1 ^ .... . 

* J processus Y ,Z et X sont définis, au moins, 

sur l'ensemble {(t,w) : u(u) * t < v(u)} sur l'intervalle stochastique [u,v(n)] et donc, à 

fortiori, sur l'intervalle Qi,v] . 

Preuve 

1°) Notons X a le processus adapté défini par 2°) Prouvons d'abord quelques majorations : 
On pose : 

Xa(a)) = lr (t,co) .X (a)) 

y n = E [Sup | | Y t - Y t | | ] 

Soit d une constante telle que p [ | | x ||>d]<l t*v(n) 

Soit v' le temps d'arrêt défini par : z = E [sup | | z n + 1 - z n|| 2] 

n t^v(n) 

V ' ( O J ) = inf.{t : | | x " | | > d } 

x n = E [ S u p j | x n

t

+ 1 - X ^ | | 2 l 

(on a, soit v'(a>) = u(o>), soit v' (u>) = 1) t*v(n) 
o o 

On a : 

Soit L = I*2à ̂ a c o n s t a n t e de Lipschitz asso-
x < 2y + 2z 

ciée à 2d qui apparaît dans la condition (i) du n n n 

théorème E-5. ft 

Soit v(0) . V J l l » ^ ) I K - <\ I 2 " [ a t s . x V a . s . x " - 1 ) ] ^ ! | 2 

o 128 L u 

On définit le processus X 1 continu après u % f*". . , n. n-l t i 1 2 m 

*(t-u) ||a(s,X )-a(s,X ) | | ds 

de la façon suivante : u 

x i - f x u + f a(s,X°).dA + C b(s.X°).dW (inégalité de Schwartz). 

t J t lu S J U S ' 

«L.(t-u) Sup I I X ^ 1 ! ! 2 

Puisque | | X U | | * d sur [u,v(0)], X 1 est s < t 

défini continu sur ce domaine et on peut trouver donc y £ ~ x 4 (puisque (t-u) £ , ) . De 

n 32 n-1 128 L 
un temps d'arrêt v(l), tel que v(l) £ v(0) , 

P({v(l) > u}) > 0 même, le processus V variation quadratique de 
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Z n + * - Z n est tel que : Les processus associés aux intégrales 

n n t n n-1 2 f** 
(v"- v") £ f I |b(s,x n)-b(s,x n ) I I .ds a(s,x n)dA s et b(s,x n)dW s convergent donc 

U Ju J u

 S •'u ft S 

de même vers les processus a(s,X )dA et 
(cf. C.ll) ^ ^ s 

2 f11 U 

tJ_ > ^ i i n n-li i b(s,X )dW respectivement. On en déduit que le 
£ (t-u) . < . Sup X - X I s ^ 

f 1 1 s s 1 ' J u 
s£t 

processus X satisfait aux conditions du lemme E.7. 

donc, (cf. D.3 et D.ll), z 
n 

E.8 - SOLUTION MAXIMALE 
zn ¿ 4E(v n. .- V*) ¿ x . 
n v(n) u 32 n-1 

On va prouver le théorème E.5 (à l'aide des 

j _ lernmes E.6 et E.7). On considère dono les hypothèses 
Finalement, on a donc x £ — x . £ 8 .x , , „ c n 8 n-1 o données en E.S. 

(et x < + 0 0 d'après la condition E.5.(i)). 
o 

I o / Soit m la borne supérieure des nombres satis-

- o x ^ p v I , V „ faisant à la condition suivante : il existe un 
3°) Prouvons que P ( [v>uj ) > 0. 

temps d'arrêt u(n) et un processus X tels que. 

Soit A(n) = { o) : v(n) < v(n-l) } r n 
sur l_u,u(n)J, on ait : 

Par construction de v(n), si œ e A ( n ) , X^ = X°+ í a(s,x n)dA s + Í b(s,X R) dW g 

' u * u 

I lX|>(n)] (co) ( U ) " X[v(n)] (co) (ü)> I I * 2 " d et m n = (P <3 U) ([u.u(n)] ) 
^ Q n c où y désigne la mesure de Lebesgue. 

x , ^ E (||xn, - X 1 1" 1. I I 2 ) * 4 ~ n d 2 PÍAÍn)! Soit une suite (m , u(n),X R) de triplets asso-
n-1 N l 1 v(n) v ( n ) 1 1 ' u J n n>o 

ciés comme ci-dessus telle que la suite (m ) . 
. n n>o 
donc , 

x croisse vers m. Compte-tenu de E.6, les processus 

p [ A ( n ) ] £ 2 ~ n - j £ j . 2 _ n . P({v(o) > u}) X n et x n + 1 coïncident (à 1 ' indistinguabilité près) 

d sur l'intervalle stochastique [u,u(n)A u(n+l)J ; 

Or { v< v(l) } C U {v(n)< v(n-l)} on peut donc poser v'(n) = V u(k) et considérer 

nt>l k^n 
le processus Y défini à 1'indistinguabilité près 

donc P({v<v(l)}) ¿ E y 2 " n P({v(l)>u}) sur [u,v'(n)] et égal à X k sur [u,u(k)] (Vk < n ) . 

n>o 

J_ / <• M . -,\ Soit v 1 = sup.v'(n) . Soit X le processus défini 
S 2 v\ t v u ) > u/; n > Q 

sur [u,v' [ et égal à Y sur [u,v' (n)J . 

donc P ( { v > u } ) * y P ( { v ( l ) > u } ) > O 

Soit d une constante positive. Pour tout n, soit 

v(n) le temps d'arrêt tel que v(n) £ v* (n) et 
4°) Construction du processus X. 

défini par : 

Sur le domaine [u,v] , | | x n- X11""11 | est majoré v(n) = inf. j t = t 4 v' (n) et | | Y" | | * d j 

par 2 d donc, sur ce domaine, la suite de processus , x , , . -, ^ 
et v(n) = v'(n) si l'ensemble ci-dessus est vide. 

(X ) . converge uniformément par trajectoires vers , % 

n>o Soit v = Sup.v(n). Si, pour toute constante d, 

un processus adapté continu X uniformément borné par n>o 

2d. De plus, sur le même domaine, on a : P ( { V < V ' } ) = 1, le théorème est démontré. On rai-

+ 1 ft ft sonne alors par l'absurde et on suppose qu'il 
X_ = X + a ( s , X ) . d A + b ( s , X ) . d W , n l l N 

t J u

 s Ju S existe une constante d telle que P^i v = v j) > 0 . 

La suite de processus (a(s,x n).lr -i ) n > Q 2°/ Puisque ||x|| est borné par d sur Ü [îi,v(n)] , 

' •* n>o 

/ v

n \ i \ \ ^ „ , r ~ r ~ ~
 l e s processus a(s,X ) et b(s,X ) sont bornés 

(resp. (b(s,X ] .lr -i j ^ ) converge uniformément s s 
u,v 7 n>o " . . . 

u J par une constante d' sur ce même domaine. Puisque 

par trajectoires vers le processus a ( s , X ) . l r - i , . 

|_u,vj X est solution de l'équation différentielle 

(resp. b(s,X ).l|"u ^ ) ; E.5.(iii) sur le domaine [v(n) ,v(n+l)J , on prouve 

comme en E.7.2°) que : 
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E( Sup ||x - X H 2 ) £ On a donc, pour t e T, f (t) £ f (o) . e 8 C t 

v(n)<s<v(n+l S V ( n ) n n 

(inégalité classique facile à vérifier). 

8. ( d ' ) 2 . (P ® y) (1 v(n) ,v(n+l )1) 
J J Ceci montre que : 

On prouve alors, comme en E.7.4°) que le pro- P ( {a) : lim . | 1x^(0)) | | = + °°] ) = 0 

cessus X peut être prolongé par continuité au do- ttv(u)) 

maine ru,vl et que, sur ce domaine, il est solution , , , x 

1 J H donc P ( {v < l}) = O. 
de l'équation différentielle E.5(iii) (puisque 

Z P ® y (]v(n),v(n+l)]) < + 0 0 ) . 

n>o 

3°/ Le processus X est donc défini continu et solu

tion de E.5.(iii) sur le domaine prévisible 

(]u,v]) U ( U }u,v'(n)]) . Le lemme E.7 montre 

n>o 

alors qu'on peut prolonger X au-delà du temps 

d'arrêt v : en effet, pour ce prolongement, il 

suffit que X soit borné au temps d'arrêt v et 

on peut le choisir arbitrairement (par exemple 

nul) sur le domaine v < v'. Mais ceci contredit 

la construction de m et achève le raisonnement 

par l'absurde. 

E.9 - CONDITION SUFFISANTE DE NON-EXPLOSION 

(Proposition) 

Le théorème E.5 assure l'existence d'une so

lution X de l'équation différentielle E.5. (iii) 

jusqu'à un temps d'arrêt v où la norme de X devient 

infinie ; si P ([v <l]) > o , on dit qu'il y a "explo

sion". Il est intéressant de donner une condition 

suffisante pour qu'il n'y ait pas explosion. 

On considère donc les hypothèses du théorème 

E.5. On suppose, de plus, que E (| | ) < + 00 

et que les processus a et h satisfont à la condi

tion suivante : il existe une constante C telle que, 

pour tout élément (t,x,u) de T x D x Çl , on a : 

I \a(t,x,u)\\2+ \ \b(t,x,u)\\2è C(l + Sup \ \x \ \2 ) 

s&t 

Alors, il existe un processus X continu adapté solu

tion de E.5. (iii) sur [p,ì] et E(\\Xj\\2) < 

Preuve 

Soit X une solution de l'équation E.5.(iii) 

comme indiqué au théorème E.5 (avec la suite 

(v(n)) . de temps d'arrêt associée). Soit f la 
n>o n 

fonction positive définie sur T par : 

f n ( t ) - E ( s u p M x ( s V u ) A v ( n ) | | 2 ) 
s£t 

On prouve, comme en E.7.2°/, que l'on a 

f (t) * 8C f [f (s) + l] ds 
n u n J 

J o 
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F - THEOREMES DE DECOMPOSITION F - 4 " T E M P S D ' A R R Ê T T O T A L E M E N T I N A C E S S I B L E 

_ ;- (Lemme et définition) 

On dit qu'un temps d'arrêt u est totalement 

inaoessible s'il satisfait à l'une des deux condi-

F.l - DONNEES G E N E R A L E S . . . ^ . 

— tions équivalentes suivantes : 

Dans tout ce paragraphe F , on pose T = [0,l] ... ^ ^ ^ ^ , . ., , 1 

J (i) pour tout temps d'arrêt prévisible v, P[y=u\= 0 
et on se donne une base probabilisée complète de 

/o f€ n ,TTF \ \ ~ ^-, _ v - i ~ ^ ^ di) pour toute suite (v(n)) . de temps d'arrêt 

processus ("/̂  , P , f c ) t f e T ) : quand on parlera de r n>0 R 

, . , , . . , croissant vers v* 

processus adapte, prévisible, e t c . . ce sera rela

tivement à cette base. De plus, on supposera la pj [v=u~] D ( f\ [v(n) < f] ) J - 0 

famille ^ t ^ t € T continue à droite. Si F est un n > ° 

élément deCÇ* , on notera E(l^ I &.) une version 

F 1 t Preuve 

continue à gauche (et donc prévisible : cf. A .12) 

de la martingale E ( 1 F | ^5*"t) • On a évidemment (ii) => (i). Réciproquement, 

supposons (i) satisfait et soit (v(n)) . une suite 
n>o 

F. 2 - TEMPS D'ARRET PREVISIBLE et TRIBU d e t e m p s d ' a r r é t croissant vers v. Pour tout n, soit 
... v w(n) le temps d'arrêt défini par w(n) = v(n) si 

(Definitions) 
v(n) < v et w(n) = 1 si v(n) = v ; la suite (w(n)) > q 

Soit u un temps d'arrêt. On dit que u est , 
croît vers le temps d arret prévisible w tel que 

prévisible s'il existe une suite ^ u ^ n ^ n > 0

 d e t e m P s L ) 

d'arrêt croissant vers u et telle que^pSur tout n J [v=u] D ( Ci [v(n) < v] ) C [u=w] d'où (ii) . 

{ n>o J 

et tout a) , [u(n)J (u)) < u(w) . Dans ce cas, on 

notera la tribu engendrée par les tribus 

Itf , U " et on dit que la suite <u(n>> „ F - 5 " DECOMPOSITION D'UN TEMPS D'ARRET (Lercne) 

9 u(n) n >o ^ n>o 

"annonce" u. . ,, A 7 . 

Soit u un temps d'arrêt. Alors il existe une 

Si u est un temps d'arrêt prévisible, l'in- s u i t e d e t e m P s d ' a r r ê t Paisibles Mn))n>Q et un 

tervalle stochastique ]o,u[ est prévisible puisque t e m P s d'arrêt totalement inacessible W tels que 

]o,u[ = U ]o,u ] . Il en est de même du graphe [u] [u} C ] ( \v(nf\ ) (J \w\ [ 

d e u . n > ° " ' n > 0 ' 
Preuve 

F.3 - MESURE DE DOLEANS 
Soit a la borne supérieure des nombres b 

On dira que a est une mesure de Doléans si 
tels que, il existe une suite (u(n)) de temps 

a est une mesure réelle définie (et finie) sur la n ° 
d'arrêt prévisibles avec 

tribu des ensembles prévisibles qui ne charge pas < - _ - _ 
^ ^ y ^ b = P U : ]n,[u(n ) J (w) = u(w) \ 

les ensembles A êvanescents (o 'est-à-dire tels que 

1A est indistinguable de zéro). C e t t e b o r n e supérieure a est atteinte pour 
une suite (v(n)) de temps d'arrêt prévisibles. 

n>o 

On a donné en D.7 des conditions pour avoir Soit w le temps d'arrêt défini par : 

une telle mesure de Doléans ; notamment, si A est i u ( c 0 ) s i ' V n ' u ( ( A ) ) * £ ( n ) l ( U ) ) ) 

W(GÛ) = < > 

un processus croissant continu à droite, tel que / 1 si, u(u)) = [v(n)j (w) ) 

E(A^- A ) < + °°, la fonction a définie, pour 

F x ]s,tj élément<ft, par a(Fx]s,t]) « E [ l p ( A ^ ) ] , ( o n v é r i f i e immédiatement que w est un temps d'arrêt), 

se prolonge en une mesure de Doléans : ceci est un Par définition de a, w est totalement inaces-

cas particulier de D.8 qu'on peut facilement prou- sible. 

ver directement à l'aide du théorème de Fubini. 

Dans ce cas, on dira que a est la mesure de Doléans » o 
F.6 - NOTATION U 

associée à A. Le point fondamental de ce paragra

phe (théorème F.12 ci-après) est, étant donné a, de ^ . A 

On notera G la classe des processus A satis-
déterminer un processus prévisible A (croissant . . . 

faisant aux conditions suivantes : 
continu à droite) tel que a soit la mesure de 

Doléans de A. Ce processus est construit en F.7 (i) A est réel, croissant, continu à droite 

ci-après. 
(n) A = 0 et E(AJ < + CO 

o 2 
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(Hi) pour tout élément F de *Ç et pour tout temps 5 ° / POUR TOUT élément (F,T) de X T, o n a : 

d'arrêt u, on a : t 

r . . E(l .A ) = v. (F) = E ^ J C r a > da 

La condition F.6.(III) est donc satisfaite si 

où a est la mesure de Doléans de A. ^. ~ . 

U EST UN temps d'arrêt étage (verification immé

diate) ; elle est alors satisfaite si u est un 

Notons que, si A appartient à XT, si u est ^ .. . ^ _ 
temps d'arrêt quelconque puisqu'un tel temps 

un temps d'arrêt, le processus A , c'est-à-dire le j. -, • . ̂  • -
d arret est limite d une suite décroissante de 

processus A arrêté à u , appartient à et la me- . -j. j i 

r temps d'arrêt étages (cf. le 2°/ de la preuve 

sure de Doléans a associée est définie par , 
A.12) . 

a (B) = a( Jo,u]nB) pour tout ensemble prévisible 

B. 

F.8 - LEMME DE "PROJECTION" 

F.7 - CONSTRUCTION DE A (Proposition) 
c J N / ' T-? • j. i Soit u un temps d1 arrêt totalement inaeessible. 
Soit a une mesure de Doléans. Il existe alors r 

„ , - V ^ , 7 , 7 Soit B le processus défini par B - lr ^.lr . 
un processus A appartenant a cT tel que a est la

 r r Lw->-U LW<^J 
J „ -, - J * N -r / ! . ! . • - Powr tout soit B (resp. C ) le processus continu 

mesure de Doléans de A. De plus, A est unique a r r 

l'indistinguabilité près.
 à * o i t e

 (reeP-
 â ̂ auahe>

 d é f i n i ?ar : 

Preuve b" - E ( B ( k + 1 ) ^ \«*t+) si k 2~"( t <(k+l).2~n 

I V La condition F.4.U11) implique l'unicité de A ^ = B ( B ^ | s ; k . 2 - » < t i(M).2~n 

à une modification près ; la continuité à droite 
de A implique alors que A est unique à l'indis-

, ., . „ , Quand n tend vers l'infini, la suite (B ) . 
tmguabilite pres. tt><9 

(resp. (7 ) converge P-p.s. uniformément, vers B 

2°/ Pour tout élément t de T et tout élément H de (resp. ^ ^ ^ ^ 

*Ç, soit v (H) = f E(l \<$ ).da . 
t J]o,t] H U " Preuve 

La fonction v^î.) est définie et a-additive 

sur *Ç (théorème de convergence dominée). On 1°/ Notons d'abord que B n et c n sont définis à l'in-

peut donc poser ^ distinguabilité près, que les suites de processus 

V = — ( B n ) . et (cn) . sont décroissantes et que, pour 
t dP n>o n>o 

tout n, B n ^ B. 
et ceci définit, à une modification près, un 

processus croissant continu à droite en moyenne. ^ _ _̂ . . . _, 
e Soit £ > o. Pour tout n, soit v(n) le temps d'ar-

Soit (A ) une modification continue à droite de ». . 

t ret défini par : 

( V ) . 
v(n) = inf. { t : B^ - B t > e } 

3°/ Si Y appartient à L œ(fi,^,P), on a : ( r Soit v = Sup v(n) (la suite (v(n)) est 

E(Y|tf ).da= Y.v (du)) n>o n ° 
]o,t] U " h t croissante). 

Pour alléger les notations, on posera : 

En effet, cette égalité est satisfaite pour Y r- 1 / . . , X \ , ^ ^ * 

* ^ [v = u J = 1 LÙ : v(w) = u(w) } (et de même pour 

fonction indicatrice (par définition de v.) et . . . . x ,.. x , . 

* t v(n), etc...). Toutes les égalités ou inclusions 
se conserve par linéarité et convergence domi- • j • * > ^ . - I ^ - I * 

e qui sont indiquées ci-après sont valables sauf 
n ^ e * sur un ensemble de mesure P-nulle. 

4°/ (Afc) est adapté puisque : n 

2°/ On a U donc B

t

 = B

t si t >, u ; ceci implique 

v (H)-[ E ( l l < ).da-[ E(E(1 \<) ).da ^ V ( n ) > ̂  " ^ V ( n ) - ^ 

J]o,t] H U " j]o,t] H t: u- A f o r t i o r i r o n a d o n c [ v > u ] c [ v = ^ 

= f E d J ^ J . v ((D) (d'après le 3°/) 3°/ Soit H =([v = u] O [v < l] ) 
H t t 

D'après le 2°/, si ai £ H, pour tout n, v(n) < u = v 

ce qui implique P(H) = 0 puisque u est totalement 

inaeessible (cf. F . 4 . ( i i ) ) . 
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4°/ Notons d'abord que l'idée de la preuve qui suit 0=a ( [u] ) = lim a(]u(n),u])= lim.E[A -A ] 

r ,-1 x n-x» n-*» U U [ n ) 

est due à Rao (cf. [RAO-lJ). 

. (condition F.5.(iii) avec F = Q). 
Pour tout n, soit f(n,.) la fonction définie 

sur T par f(n,t) = (k+1).2~ n si = E(A^- A u_) 

k.2" n * t < (k+1).2" n 

2°/ Soit u un temps d'arrêt totalement inacessible. 

Par construction de v(n), on a : _ . _ . ,_n 

On définit les processus B et (C ) associes 
ETB 1 1, -B , ~\ ^G.p([v(n) < il ) ^ e .P(["v<1J) comme en F.8. Pour tout couple (n,k) , on pose 

v(n) v(n) J 

D(n,k) = [k.2 < u ¿ (k+1).2 J. 

D'une part, B . . = lr , . . . ..i 

v(n) [v<n>- 1 et U < 1 ] S o . t w ( n ) . j. ( k + 1 ) . 2 - n _ k ) • On a : 

d'après le 2°/. D'autre part : k ' 

B N . . = E (B . , x, I , J E(A - A ) = lira E E[I . . (A .. 0_ n"A, 0_ n)1 > 
v(n) v f(n,v(n)) 1 v(n)' u u- n_ H 3 o ( u D(n,k) v (k+l)2 *k.2 "'-J j 

(théorème d'arrêt : cf. D.6) ^ ^ , _ _ .. , .> 
soit, compte-tenu de F.6. ( m ) , 

donc E ( B N . N ) = E ( B _ , J ^ E(B_. .) _ » \ . . T /̂ ,n \ , 
v(n) f(n,v(n) f(n,v) ( u~ u- = m J ' t ~ lw(n) lr ' 

(puisque B est croissant) . Finalement : n-*» J J ' J 

/T . x „/r / v ^ 41 \ et cette limite est nulle d'après F.8. 
e.p([v<l])* E ( B

f ( n V ) ) " p ( L v ( n ) = 1 et u<l|) * 

D une part . 3°/ Le 1°/ et le 2°/ impliquent que, pour tout temps 

lim.E[B^, % ] = E (B ) = P ( F v ^ u et u < il) d'arrêt u, E (A - A ) = O (cf. F.5) donc A est 
n - > o o

 L f(n,v) J v N U J u u-
1 1 p([v = 1 et u < l]) continu (pour tout £ , considérer : 

/^i - -i oo / i. i -so/\ u = inf. {t : (A - A ) ^ e}). 
(d'après le 2°/ et le 3 ° / ) . t t-

D'autre part : F.10 - CAS OU a NE CHARGE QUE [u] (Proposition) 

lim. P([v(n) = 1 et u < {]) = P([v=1 et u < 1 ]) 

n-*» Soit A un élément de . Soit u un temps d'arrêt 

(d après le 2 / ) . prévisible. On suppose que la mesure de Doléans a de A 

Ces deux limites sont donc égales donc, pour ne charge que [u] (c'est-à-dire que a([uj) = a(ti')). 

tout e > o, P([v<lJ) = 0 . Le processus A est alors prévisible. 

5°/ On a donc prouvé que la suite ( B N ) n > Q converge Preuve 

uniformément vers B ; or, pour tout n, c n est 

le processus "régularisé à gauche" associé à On a déjà noté que E ( A

u ~
 A

u _ )
 = a ( [ u]) 

B N ; par conséquent, la suite ( C n ) n > Q converge (cf. F . 9 . I o / ) donc E(A^- A^_) = E (A^- A Q ) c'est-à-dire 

uniformément vers le processus 1 ^ j régula- que A^ = A^ et A q = A^_ P-p.s. 

risé à gauche de B. .„ „ . „ ^ .,.. X * (A "saute" en u et est constant ailleurs). 

Notons enfin que ce lemme peut se déduire des « . ̂  , , % % • *. J x-ix 
^ r Soit ( u ( n ) ) n > Q une suite qui annonce u. Soit F un élé-

propriétés générales des "projections prévisi- ^ . (¿ ^ .„ r ...... 

* * * * ment de c r . On a (F.6. (ni)) : 

bles" au sens de Meyer-Dellacherie (Cf. [DEL- ] ) r 

ce lemme suffit à nos besoins et évite l'uti- E ( 1 F * A u ) = J E ( 1 F I ^ t - ) # 1]o,u] " d a 

lisation des "théorèmes de section et projec-
„ ^ 0 J ..^ , a _ 1_.,.^ j e l l Or la martingale E(l I ) arrêtée à u(n) 

tion" et donc du "théorème de capacitabilité". * F t-
indistinguable de la martingale e ( e ( l p | J | T ^ ) 

F.9 - CAS OU A EST CONTINU (Proposition) a r r ê t é e à u ( n ) ' 1 1 e n e s t d o n c d e m ê m e s i o n a r r ê t e 

ces martingales à u, donc : 

Soit A un élément de Ç et a sa mesure de , f r ,„ i,X % i ̂  -n ñ 

E ( 1 . A ) = E [ E ( 1 J v J I e? J.ln -| . da 
Doléans. On suppose que, pour tout temps d'arrêt F u j u- t- jo,uj 

prévisible u, a(\u\) = 0. Alors A est continu (à = E [ E d ^ J * ? ^ ) . A J (F.6. (iii)) 

l'indistinguabilité près). 

donc la variable aléatoire A est *f - mesurable. 

u u-
Preuve 

La variable aléatoire A est donc limite simple 

I o / Soit u un temps d'arrêt prévisible et (u(n)) ^ „ . , , , . ̂  . .n <T-
/ , , 

n>o de variables aléatoires A ,̂ 5» . . - mesurables ; 
.. ^ . u u(n) 

une suite qui annonce u. On a : ^ n+1 „ , . . 

chaque processus A^ *^J u( n) ij
 e s Previsible 
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(vérification facile), donc il en est de même de Preuve 

leur limite simple A^. 1r <7 • 

L ' -> a) Soit a une mesure de Doléans positive. On va com

mencer par décomposer a en la somme (b+d) de deux 
F . 1 1 - INTEGRATION D'UNE MARTINGALE PAR RAPPORT A 

mesures de Doléans, b étant portée par une réunion 

UN PROCESSUS CROISSANT (Proposition) 

denombrable de graphes de temps d'arrêt prévisi-

Soit (Mt) une martingale uniformément bornée
 b l e s e t d n e c h a r 9 e a n t ^ c u n graphe de temps d'ar-

continue J droite et (Aj un processus croissant r ê t Prévisible. Soit Z la borne supérieure des 

inttgml '. .xdvptc continu à droite. On a, pour nombres b satisfaisant à la condition suivante : 
tout Clament t de T, 

(i) il existe une suite (u(n)) ^ de temps d'arrêt 
n>o 

til ^ Me. o 4 > E [Mt. (At- Ao)] prévisible et une suite ( b ^ ^ de mesures de 

L J Doléans telles que : 
b = £ b ( f t ' ) , Z b ( . ) £ a ( . ) 

Preuve n ' n 
n>o n>o 

Soit T =( Tn]o,t] ) .
 e t ' P ° u r t o u t n ' b n ( i ' r ) = b n ( C U < N ' ] ) -

Soit (T ) . une suite croissante de parties 

n n>o On vérifie immédiatement que cette borne supérieure 
finies de T* tel que U T soit dense dans T* et 

> o n est atteinte pour un couple de suites (u(n),b ) > . 
t £ T, et o€.T.. Si n est fixé, soit (t (k) ) , . £ . _ ,.x _ _ n n ° 

1 1 l^k^q satisfaisant a la condition (i) avec b = c. 
la famille ordonnée des éléments de T et soit 
n . Soit alors, la mesure de Doléans d définie par 

M le processus défini par : * 
. d ( . ) = a ( . ) - Z b ( . ) ; soit D (resp. B D ) l'élé-

q - 1 n 

M n = Z M . 1«] n n ° 

k=l M k + l ) Jt(k),t(k+1)J ment de U associé à d (resp. b n ) comme indiqué en 

n F.7 ; la série de terme général b n(Œ') = E(B^) 
La suite de processus (M ) . converge vers 

t n>o étant convergence, la suite de processus 

le processus (M ) (parce que (M ) est continue à n , 
t t ( I B ) 

droite) ; si Sup IM (w) I = K <+ °°, les processus * „ ' 
n t w k = n > ° 

(M) et (M ) ' sont dominés par le processus 
converge P-p.s. uniformément par trajectoires 

constamment égal à K : , , . . 
(Borel-Cantelli) vers un processus B qui appartient 

d'après le théorème de convergence dominée de à f et de mesure de Doléans b où b(.) - I b (.). 
n>o n 

Lebesgue, il suffit donc de prouver la formule , . , , 
n Le processus D est continu et donc prévisible 

annoncée pour les processus (M ) . Or : , _ , 
(cf. F.9) puisque d ne charge aucun graphe de temps 

E r f M n.dA I - ? ETM N „ . ( A , u , -A n J1
 d ' a r r ê t P a i s i b l e (par définition de c) . De plus, h 4-1 s s v i L t ( k + 1 ) t(k+l) t(k)'J n ^ , . , _ w _ 

L/Jo,tJ J k=l chaque processus B est prévisible (cf. F. 10) donc 

q B est prévisible. Or, le processus A appartenant à 

)c=l E t # ^ A f c At(k)^-1 ^ a s s o c i é à a comme indiqué en F.7 est indistin-

guable de B + D (unicité d'un élément de t? de mesure 

E ^ M t " ^ At A o ^ de Doléans a = b + d donnée) . Le processus A est 

donc prévisible : On a prouvé la moitié du 1°/ et 

F. 12 - THEOREME DE MEYER „ n n , ̂  . ^ . 

la moitié du 2°/ a savoir : A € T» implique A prévi

sible et a mesure de Doléans implique qu'il existe 

1°/ Soit A un processus croissant, adapté, continu . 
A prévisible associé comme indiqué au 2°/. 

à droite, tel que AQ = 0 et E(A^) < + ™ . Alors 

le processus A appartient à ^ si et seulement b) Soient A et B deux processus croissants prévisibles 

si A est prévisible. continus à droite, tels que A = B = O et 

o o 

E (A. ) < + co , E (B1 ) < + oo . On suppose que A et B 
2°/ Soit a une mesure de Doléans positive (cf. F.3). 

admettent même mesure de Doléans et on veut prouver 

Il existe un processus A croissant, prévisible, . . 
que A et B sont indistinguables ; pour cela, on 

continu à droite, tel que A = 0, E(AJ < + <*> ^ ̂  

o 1 peut supposer que A et B sont uniformément bornés 

et qui admet a comme mesure de Doléans. Ce pro- ,., „, . 
par n u l suffit d'arrêter A et B au temps d'arrêt 

cessus A est unique à l'indistinguabilité près. , 4 . „ , , . m ^ 

^ v r w(n) = inf.{ t : A f c+ B f c >, n } ) . Or M » A-B est une 

martingale, donc : E(M A ) = E( M .dA ) 

Z T , >]°>*1 S S 

(cf. F.11) = | M .da 
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(cette deuxième égalité est vraie pour tous les pro- Preuve 

cessus prévisibles M puisqu'elle est vraie pour 

^ , . £ . Puisque M = E ( M T | ^ / ) - E ( m 7 | ^ ) , on peut 
tous les processus de la forme l p x 1 s t~] avec ^ t 1 1 t 1' t 

(Fx]s t] élément de ) supposer que M est positive, ce que nous ferons dé

sormais. Par localisation, on se ramène au cas où 

De même, E [ M ^ B J = j M g . d a . La différence il existe un temps d'arrêt u et une constante d 

donne E( M2) = E [M t(A t-°B^>] " O , donc A et B t e l s M t ( U ) * d ? o u r * < u ( u ) e t M t ( U ) = M

U

( U ) 

sont indistinguables. Ceci achève la preuve du p o u r 1 à u ( 0 J > (considérer les temps d'arrêt w(n) 

2 «y définis par w(n) = inf. { t : M F C ^ n} et arrêter à 

w(n)). Dans ce cas, on pose : 

c) Soit A un processus prévisible comme indiqué au , % 

Z = - M . 1 r r (t) et B = M . 1 r -i (t) . 
1°/. Soit a sa mesure de Doléans. Soit B l'élé- Z

 L ° ' U L
 z

 R lu'lJ 

ment de associé à a comme indiqué en F.7 ; B 
Soit a la mesure de Doléans de B (et donc de 

est prévisible (a) ci-dessus) donc B est indis- v . , 

la sous-martingale Z) et soit A le processus previ-

tinguable de A (b) ci-dessus) ce qui achève la . , _ ̂  , ̂  

sible appartenant a V* associe a a. Pour tout n, on 

preuve du 1°/. , * . - r ^ i . 

pose v(n) = inf. i t : A ^ n) . Puisque 
O = lim.P [v(n) < l] , 

F.13 - MAJORATION D'UN SAUT PREVISIBLE (Lemme) 

il suffit de montrer que M arrêtée à v(n) admet la 

Soit Z une surmartingale (réelle) qui admet décomposition indiquée. 

a comme mesure de Doléans. Soit A le processus pré

visible appartenant à associé à a. Soit u un Puisque le processus prévisible associé à B et 

temps d'arrêt prévisible. On suppose que, pour tout a r r ê t é à v ( n ) e s t l e Processus prévisible associé au 

élément (ust) de (Q x T), (Z^)) £ d (où d est processus B arrêté à v(n) , on peut, pour alléger les 

une constante). On a alors : notations, supposer que v(n) = u, ce qu'on fera dé-

P sonnais. On a alors : 
E MA -A r i * 2d E(A - A ) 

L u u J u u-
E[(A _) 2] £ n 2 (par construction de v(n)) 

Preuve u 

E[(A - A ) 2 1 £ d.E (A - A ) (cf. F.13) 
L u u- J u u-

Notons qu'on a, en fait, plus que cela, mais ^ ^ 

la majoration ci-dessus nous suffira pour prouver donc E(A^) - E(A^) < + 0 0 

F.14. On a : 

Or : M = (A-Z) + B-A où (B-A) est un processus à 

E [ ( A U - A^_) ] = E [ jlr^j. (A G- A g _ ) . d A g ] variation bornée et (A-Z) est une martingale, (A et 

Z ont même mesure de Doléans) de carré intégrable 
Puisque 1 p -t et (A - A ) sont des processus prévi- / 2 2 2 > 

|uj s s- y (E(Z') £ d et E(A*) < + <*>). 
sibles et que A et Z ont mêmes mesures de Doléans, 

on a aussi : 

F.15 - REMARQUE SUR LA CONTINUITE A DROITE DBS TRIBUS 

E[(A - A ) 2] = E f" J 1 p n . (A - A ) .dZ 1 
u u— J lui s s- s J 

Pour alléger la présentation, on a supposé la 

* 2d.E|A -A I * 2d.E(A - A ) famille (*f t> t € T continue à droite ; s'il n'en est 
» u u- » u u-

pas ainsi, on considère la famille t e T 7 l e 

processus A associé à une mesure de Doléans a est 
F.14 - DECOMPOSITION D'UNE MARTINGALE ^ 

prévisible relativement à la famille ^ t + ) ^ 6 . T
 6 t 

Soit M une martingale réelle cadlag. Il existe d o n c ' a u s s i relativement à la famille < ^ t > t C T • 

une martingale réelle Q cadlag localement de carré (cf. A.11) 

intégrable et un processus réel cadlag V à varia

tion bornée (par trajectoires) tels que M= V+Q. F. 16 - ENSEMBLES ET PROCESSUS OPTIONNELS (Définition) 

Ceci prouve notamment qu'une martingale „ , „ „ „ 

On appelle tribu des ensembles optionnels la 
réelle est un processus parfaitement régional. . , v P„,, 

tribu de parties de Q = Çï x (T \ {0}) engendrée par 
(cf. C.3 et D.10). , - r 

les intervalles stochastiques jo^u^ pour tous les 

temps d'arrêt u. On notera 0 cette tribu. On dit 

qu'un processus est optionnel s'il est mesurable par 

rapport à cette tribu. 
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Notons que la tribu des prévisibles est con- que a ne charge pas les ensembles évaneseents et 

tenue dans la tribu des optionnels (puisque les graphes de temps d'arrêt prévisibles. Soit A 

]o,u] = C\ ]o,u + ^ [) ; réciproquement, une tribu le processus prévisible continu, associé à la me-

qui contient la tribu des prévisibles et tous les s_ure d e cleans a comme indiqué en F.12.2°/. Soit 

graphes de temps d'arrêt contient la tribu des op- 1 l a m s u r e d ê f i n i e s u r V™ 

tionnels (puisque ]o,u[ = ]o,u] \ [u] ) . On a aussi a(B) - jj l^.dA^i^) 

le résultat suivant : 

Soit a la restriction de a à la tribu &" des option

nels. Alors, quel que soit l'espace de Banach H, 

- CONTINUITE A DROITE ET OPTIONNALITE ^ / r . . _ n . ^ , , ff/A. n , 

C (H) (cf. B-2) est dense dans L^(9, ,Q, a) donc on 

(Proposition) peut définir l'intégrale stochastique j Y dX pour 

Soit X un processus cadlag adapté à valeurs . „ . „ „ , 
tout processus optionnel Y uniformément borné, a 

dans l'espace de Banach H ; alors X est optionnel , ^ „ 
. valeurs dans E, exactement comme en B.7. 

relativement à la famille de tribus (^t+^ej> • 
Preuve 

Preuve 

On considère les hypothèses et notations indi-
I O / On va d'abord montrer que, si u est un temps 

quees en B.5. Soit b l'enveloppe supérieure des me-
d'arrêt, le processus Y défini par Y=X .lr .1 

u sures positives majorées par a et portées par des 
est optionnel. On vérifie facilement que la 

y ensembles évaneseents ou des graphes de temps d'arrêt 
variable aléatoire x est ®t -mesurable , . , 

u u prévisibles ; si on pose a' = a-b, on vérifie que la 

(cf. A. 2 ) , puisque X est adapté ; il suffit „ e ,. .. J. J. • * ^ * •• 

. condition B.5.(n) est satisfaite quand on remplace 

donc d'étudier le cas où X est (Ç -étagée ^ „ 

u u a par a' ; on peut donc toujours se ramener au cas où 

(puisque X est limite simple de telles varia- , . „ ,, , , , 

u a ne charge ni les ensembles évaneseents, ni les gra-

bles aléatoires). On suppose donc ^ 
phes de temps d'arrêt prévisibles. Le processus A est 

X = Z a..l ... alors continu (cf. F.9) et bien défini, 
u i t I i F(i) 

avec, pour tout i, a^€ H et F(i) € & ^ ; dans La fonction ensembliste a est une mesure (théo-

ce cas, Y = Z a.. 1 .... lr -j ; si on pose rème de Fubini) dont la restriction à ft , et donc à 

i € I i Pli) |u,lj 

u(i) - u si aie P U ) et u(i) - 1 si <o ¿ F ( i ) , l a t r i b u ? d e s P a i s i b l e s , coïncide avec a. 

on a Y =* Z a . lr . . . i et u(i) est un D e p l u s ' p ° u r t o u t t e m p s d ' a r r ê t u ' 

i € I i |u(i),lj ; ( ^ } . E ( v } . 0 

temps d'arrêt pour tout i, donc Y est optionnel. 

L'adhérence de "2(H) dans (Œ',£*,â) contient donc 

2° / Pour tout n > 0 , soit ( u ( n , k ) ) k > Q la suite de tous les processus de la forme h , 1 £ u ]
 a v e c h € H et 

temps d'arrêt (relativement à la famille u temps d'arrêt quelconque ; elle contient donc tous 

( ^ t + ) t C T * c f * A * 9 ) ) définie par récurrence les processus optionnels uniformément bornés (cf. la 

par : u(n,o) = O remarque qui suit F.16). 

u(n.k.l> = inf. jt : | | V X u ( n ( k ) | | > ij 

Soit X n le processus défini par X f c = ^ 

pour u(n,k) £ t < u(n,k+l). 
Le processus X 1 1 est bien défini puisque 

[u(n,k) < l] + 0 
k-H» 

et il est optionnel ( I O / ci-dessus) ; or,la 

suite de processus (X n) _ converge unifórme
nlo 

ment vers le processus X donc X est optionnel. 

F.18 - INTEGRALE STOCHASTIQUE PAR RAPPORT A UN 

PROCESSUS CONTINU 

Soit X un processus, à valeurs dans l'espace 

de Banach, satisfaisant aux conditions indiquées 

en B.5 (c'est-à-dire que X est E-J-K-régional) et 

à trajectoires continues. On peut toujours supposer 



- Intégrale stochastique 32 -

G - QUELQUES INEGALITES mière inégalité sera prouvée en G.3, la seconde en 

POUR LES MARTINGALES REELLES G.5 , la troisième en G.7. 

G.3 - PREUVE DE N 1(X) * 6.N-(X) 
G.l - DONNEES ET NOTATIONS 1 3 

Dans tout ce paragraphe G, on se propose de Suivant l'usage, si Z est une variable aléa-

prouver quelques inégalités relatives à une martin- toire réelle, on notera Z += Sup.(Z,0) et 

gale réelle cadlag ( ^ ^ P , ^ , x t * t * T ' P ° u r l a Z = S u P ( ~ Z ' 0 ) * 

commodité des notations, on prendra T = [of°°] . 

On posera : I o / On va noter if l'ensemble des martingales réelles 

X = (Œ,£?\P, C j k , X j ^ ^ j ç ^ <ï u i' P ° u r chaque tra-

N ^ X ) = E(^Sup^ | X f c | ) , jectoire, sont constantes après "leur première 

[ i 2 \ n 1/2 décroissance stricte", c'est-à-dire que : 

U ( X(k +l)2-n " \ 2 ' ^ 

' J O ° T 1/2 " ( f i , C * ' P ) est un espace probabilisé, 

N (X) = lim.inf.E j E ( x

( k + 1 ) 2 - n " \ 2 ~
n ^ \ - ( 5 , ) . ^ est une famille croissante de 

sous-tribus de *Ç , 

Notons que N* (X) = N~ (X) = E (/[xœ ,xj) si - X n appartient à L ^ , ^ , ? ) et E f x J ^ ) = O 

[x,x] désigne le processus variation quadratique de _ p o u r t Q u t k , ^ = E ( x J ^ k ) , 

X comme défini en C.8.4°/ ; on sait que ce proces-
w • / * r> i„s 4. * • i ~ X, (w) < X, (w) implique, Vj >, 1, 

sus est bien défini (cf. F.14) ; toutefois, on n'u- k+1 k 

tilisera pas ce résultat F.14, mais on utilisera X k + j W X n W 

seulement D.10 S o i t d u n r é e l s t r i c t e m e n t positif, s i X est un 

On pose aussi : N 3 (X) = Sup.E(|M 0 0|) cette tel élément de if , on posera X*= Sup X k > 

borne supérieure étant prise pour l'ensemble des l^k^n 
„ „ „ „„ ,, r On dira qu'une martingale Y est une transformée 

martingales M réelles cadlag telles que M = J Y.dX 
. v «. - . ... - . - de X (cf. [Bur]) si (^riT,P,<fv,Y ) est 

ou Y est un processus previsible de la forme w J < J K k l£k£n 

n-1 une martingale et s'il existe une partie K de 

Y =

 kf 1 *]u(2k) ,u(2k+l)] ° Ù ( u ( j ) ) U j * 2 n {k : Uk*n-l} telle que Y R = X ^ ^
 ( Xk +l" V • 

est une suite croissante de temps d'arrêt. Cette Notons que, si X appartient à if^ et si Y est une 

quantité n'est d'ailleurs pas modifiée si on impose transformée de X, Y appartient aussi à if* . Notons 
k 

à ces temps d'arrêt d'être étages, c'est-à-dire si aussi que Y f c- Y^ =f^ Z dX où Z est le processus 

Y = 1 avec A 6 ̂  (on utilise D . 5 et le fait que prévisible Z l-i . . - 1 . Enfin, si Y est une 

tout temps d arrêt est limite décroissante d'une ^ _ , 1 „ _̂ „ 1 . c , , .. , 
transformée de X et Y' une transformée de Y, Y' 

suite de temps d'arrêt étages) . Le point fondamen- . ^ c * -, „ « ,, , -, 

^5 r- e s t u n e transformée de X. On va d'abord prouver 

tal est que N,, N n et N_ définissent trois "normes" . „ . a ^ 

^ 1 2 3 que, si X appartient à t T ^ , on a : 
équivalentes ; plus précisément, on a : 

E(X*) * Sup. TE(M~) + 3E(M*)1 
u n n J 

G.2 - THEOREME cette borne supérieure étant prise pour l'ensemble 

des transformées M de X. Pour cela, on se donne 

Avec les données et notations indiquées en ^ ^ ^ & „ . ^ 
donc un élément X = ( H ( ^ , ^ V l t t < n «• ^ n 

G. 13 on a, ai XQ = 0 : ^ 

N ^ X ) 4? 2(1 + ^2) H (X) Pour tout k, soit A(k) = {ü): (<D) < (o))} ; 

N (X) 4 8.N~(X) ; puisque X appartient à if^t les ensembles 
^ ( A ( k ) ) 4 . w 1 s o n t d e u x à deux disjoints. Suppo-

N (X) ̂  4 5 N (X) l£K^n—1 
2 * 1 sons d'abord qu'il existe un entier k tel que 

Preuve On considère le plus petit de ces tels entiers, 

. .„ +, x -, 4 soit k, et on considère la transformée Y de X 
On a aussi, évidemment, N (X) * N 2 ( X ) . La 

, . , définie par Y = X - (X, - X, ) . Si Y* = Sup. Y. , 
preuve sera décomposée en plusieurs étapes ; la pre- n n k+1 k l^k^n 
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et si B(k) = { 0) : X k + 1(co) > X K ( W ) } , on a : Ceci et le 1°/ montrent que : 

si U * B ( k ) f X*(u» = Y*(U)) ;
 E ( ^ P ' V < A ( 1 + ^ S U P ' E < ! M J ) 

si w e B(k), X * (u) ) = Y*(o>) + X k + 1 ( u ) ) - x

k

( o j ) cette borne supérieure étant prise pour l'ensemble 

des martingales M telle que M - / U.dX où 

On en déduit : 

U = E l*i ... ... ..i et (v(k)),^ est une 

B ( X 1 = E ( Y l + E [ l B ( k ) . ( V r V 3 k > ° > ( k ) ' V ( 2 k + 1 ) J k > ° 
suite croissante de temps d'arrêt. Ceci est vrai 

_ g (y*) + Epi (X — X. ) 1 

L A(k) " k k+1 J quel que soit a > i ? on a donc la même inégalité 

(puisque X est une martingale) avec a = 1 ? enfin, on a évidemment : 

* E (Y*) + E(l . X k ) + E ( X k + 1 . l A ( k ) ) E ( Sup |X |) 4 E( Sup (X ) + Sup (-Xfc) ) 

t e T t e T t e T 

(puisque <oC A(k) implique ^ <U» * O) c e ^ ^ f i n a l e m e n t / ^ ( z ) « 2 ( l W 5 ) ^ ( z ) . 

« E ( Y » ) +(l+d) E ( l A ( k ) . X k ) 

£ E(Y*) +(l+d) . E d A ( k ) , Y N ) G.4 - LEMME PRELIMINAIRE 

On reprend le même raisonnement pour Y ; Soient (Q,,<£ ,P) un espace probàbilisé et 

s'il existe un j tel que E(YT ) * d.E[Y..l . 1 une-sous-tribu de . Soient V, X et Z trois varia-

j+1 j A ( j ) ^ * 
bles aléatoires appartenant àL1(Çl,(f, P). On 

(les ensembles A(j) pour j > k n'ayant pas changé) 1 

suppose, de plus, que E(Z | 3 j = 0, que V et X sont 
on considère de même le plus petit de ces tels en- * ° 

7 ( -mesurables et que, si A = { u ) : Z ( W / 0} , 
tiers j, soit j, et la martingale Z définie par v 

Z n = V ( Yj + l" V ? i t é r a n t l e Procédé, on ob- \* \-lA * \V\.1Â 

tient, au bout de, au plus, n étapes, une martin

gale M transformée de X telle que : On a alors : 

E ( X * ) é E ( M * ) + ( l + d ) ^ E ( l A ( k ) . M n ) E{\X+Z\-\X\) « 6 Ei/V2* Z2 - \v\ ) 

où K est une partie finie de {j : 1 <j ( n} telle 

que, si k appartient à K, l A ( k ) . M n = l f t ( k ) . ^ ; Preuve 

de plus, cette martingale est telle que, si k fi K : 

/ - A \ On peut supposer O £ V £ X, sinon on consi-
B ( M k + r 1 A ( k ) ) > d - E ( M V 

* 1 k A W dère séparément les quatre domaines o ù V et X gar-

Si on pose D = Q \ U A(k) , on arrive donc d e n t d e s signes constants. Dans ce cas, on pose : 

à k £ K B = {a) : (X + Z) (LU) < 0 } . On a : 

E(M») - B ( M n . l D ) + i K ^ K

E ( W V 6 t E(|X+Z| - |x|) = 2 E ( | X + Z | . 1 ^ (car E(Z| <J )=0) 

.<*•> .< E(M*) + (1+d) Z E<1 . * ) et Or, S ^ C B , |z(o>)| >|x(.)| > |v<U»| donc 

k € K ^ 3 ( ^ * 7 7 - |V|) <tt> > 12(0)) | 
« n-1 1 

E E(l . H. ) < — E E(l .M, ) < — E(M ) E n effet,~si v et z sont deux nombres réels avec 
A(k) k d A(k) k+1 d n / 2 o 

l c s l O ^ v ^ z, 3 /v + z z 3v + z (élever au carré) 

ce qui donne : E(X*) * J E (MÔ + (2+d) E (M*) on a donc : 

6 E ( / r
2 + Z 2 - | v | ) * 2E(|Z|.1 ) * 2 E(|X+Z|.1 ) 

soit, si on choisit d = *2 - 1 a a 

• / - . i * E(|x+z| -|x|) 
E(X*) * (1 + T/Î) E( M ) 

n 

G.5 - N 3(X) ^ 8.N 2(X) 

Preuve 

2°/ Considérons maintenant une martingale réelle cad- — 

lag ( ^ / ^ p , ^ X t ) t 6 T avec T=[o,«>]et X q = 0 . Soit a La définition de N 2 (X) montre que, si Z« /ïdX 

une constante strictement supérieure à 1 ; soit avec Y processus prévisible comme indiqué à la fin 
(u(n)) ^ la suite de temps d'arrêt définie par de G.l, N~(Z) £ N~(X) (cf. D.10.3 0/) ; il suffit 

n>o 2 2 

u(n) - inf. {t : X t > d
n } ; d'une part, la mar- d o n c d e * r o u v e r q u e ' s i X e s t ™ e * a r t i n ? * * e ' e t s i 

tingale ( X u ( k ) ) k < n appartient à ^ ; d'autre ( t ( k ) ) H k < q 6 S t ™ e S U i t e f i n i e c r o i s s a n t e d e 

part, Sup X_ * d. Sup . Sup . X ... dyadiques appartenant à T, on a : 

t C T t n>o k^n 
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E ) [ z ( x t ( k + i ) -
 xtoo ) J * 8 E d V x i l ) 0 7 1 p o s e : 

On suppose donc désormais que X est une mar

tingale réelle qui admet T = { k : 14: k £q } comme On suppose que la martingale Y est telle que, si 

ensemble des temps et telle que X^ = O et E( | X Q | )<+». * 2 . ^ , quel que soit j 1, Y^. = Y^ = Y^ . 

Notons d'ailleurs que la preuve qui suit reste va- . . 

(9n p o s e fif' - ,y V |y I . On a alors : 
lable si l'ensemble T n'est pas fini avec quelques Q Q Q 

modifications faciles. E(W - WJ £ 9 E f \Y - Y A 1 

q 1 L 1 q 11 J 

Soit V la racine carrée de la variation qua

dratique de X, c'est-à-dire que V. = o et 

/ k-1 ) 1/2 1 Preuve_ 
vk+i = ] 1 ( x j + i " x , ) [ 

( j-1 ' Il suffit évidemment de prouver que : 

Pour tout k, soit A(k) = { U) : V R £ I ^ P * 

Soit S la variable aléatoire définie par : E ( w

q "
 w ^ ^ 8 E ( l Y

q "
 Y J ) 

Ç-l - . . . - Pour tout k, soit 
s = 1 r^oo-dvii - i\i )] 

k = 1 A(k) = { o): |Yk|(a>) * 6W X et | Y k - 1 ( w ) | < 2Wj } 

D'après le iemme G.4, on a : 

Les ensembles (A(k))_ sont deux à deux disjoints; 

E ( S ) < 6 ¿ 4 W / V k + ( V r V " \ J * plus |Y k- Y k . 1 | . l A ( k ) . 4 W 1 . W 

< 6 ^ E [ / v k + ( V r V 2 " \ ] e t Y * ' * A< k> = V 1 a<*> * 0 n * ° s e B ( k ) = i î N A ( k ) 

4: 6 E(V ) On a : 
q l 2 q 2 q 2 ) 1 / 2 

W =5vT+ E (Y-Y. J . 1 , . .+ E (Y V"Y 1 } ^ n / v W 
On va maintenant raisonner "par trajectoires"; q i 1

 k = 2

 K K _ 1 A W ^=2 ov*/*^ 

on considère donc un élément w fixé de Q et on 

y 2 

considère les diverses variables aléatoires en ce L'inégalité /a + x 2 * a + j 2 _ (valable 

point ü) ; pour alléger l'écriture, le symbole tu 
quels que soient les nombres réels a et x si a>o) 

sera omis. 
donne : 

Pour a) fixé, soit j le plus petit entier 
W_ * C + D avec : 

(l£j£q) tel que, pour tout k >o, ü) Ç A k + j * On a : 

i* qi ^ q X 1 ( | x ^ + l l " ' ^ l ) + ( | X k + l l " | X k l ) + |x*' c = H +
 J 2

 ( W i > 2 - ^ \ l / 2 

1 * 2 

| x k + J - |x k| £ I^Sc+l" ^1 * v D'une part, si w et y sont deux nombres réels posi

tifs, on a : 

IX. I £ V (par construction de k) ny j 

K K /w + y £ w + y donc 

On en déduit : q 

C S Wj + E |Y k- Y k - 1 | . 1 

| x | * S + 2V soit E(|X I) *8.E(V ) . k=2 
» q 1 q X | q"' q 

D'autre part : 

G. 6 - LEMME PRELIMINAIRE 0 1 5 / v v s 2 1 ? - v \ 2 1 

D ' 2 w 7 k I 2 k" V l J " 2W X k ^ 2 k V l ' - XA(k) 

une base probabili-

t . „ cJt i</c<£? Puisque (Y ) A , est une martingale et que 
see de processus. Soit (Yj,)-,^^ une martingale k l£k*q 

, , * \ ^ K ^ . m W, est \À -mesurable, l'espérance de la première 
(pour cette base) de carré integrable . Soit W1 1 ôl r ^ 2 1 

. - „ . . . ^ , - , somme qui précède est égale à E r-— .(Y - Y,) ; 
une variable aléatoire positive g ^-mesurable de L 1 q J 

carré integrable et telle que Wj * Y^ 



on a donc E(D) = E(D') avec : . 
W' = Sup. iW ± „ , X , I } 

o n+1 * n+1 1 U n+1 1 

i 1 2 1 2 
D ' = 2 ^ ( V V " f < V Y

k - 1 > • l A ( k ) a v e c y" = X r , , . , , . 

1 K z k [kVu(n) Au(n+l)J 
= A J 2 [ (V " I ' ' " ' V Vl' 2] ° n P O S S S * = ^ V u , n ) Au(n + 1 )] • 

Pour tout n (fixé), la martingale (V n, Y?) ^ 

2W 1 q v * i B satisfait aux conditions du lemme G. 6, donc : 

OÙ B = n B(k> = il \ f U A(k>] ï E ( W ; + 1 - w; , < E + 9 E E[|X ( - x | ] 

k=2 L k=2 J n=l n=l 
Or, pour tout n, V , . è W , donc : 

u(n) n 

Or, si w € A(k ) , E (V ) £ £ + 9 E E ( | X , J L l,- X , J ) . 

q n = 1 ' u(n+l) u f n ) " 

l Yk" Y k - J
 = I V Y v 1 U 2 l Y " Y j 

q K _ 1 1 q 1' Pour tout n, soient A(n) = { u ) : u(n) < u(n+l)}, 
/ J i i ^ 1 . . B(n) = {a) : 0) € A(n) et [u(n+l)l (o))=q} et 
(puisque |YJ * 6 W , |Y < 2W. et Y * 2W, ) 

4 1 x-i 1 1 1 C(n) =A(n)\B(n). Par construction des temps d'arrêt 

On a donc finalement : u ( n ) s i w c c ( n ) | ( a ) ) |* 2 W * 2|x , , «i» | 

1 u(n+l) 1 n u(n) 1 

C + D' £ W. + 8 |Y - Y I soit donc, dans ce cas : 1 1 q 11 

E(W ) f E(C + D ' ) < E ( W l ) + 8 E ( | Y - Y I ) . ' Xu <n+l) "
 Xu(n) ' to) * 3 0 X u (n+l )

 ( U ) I " I X u (n) ( U ) I ] 

H 1 1 q l • 

+ On a donc : 
G. 7 - N 2 (X) £ 45.*^ (X) q <x> 

Z l x / X . J * 3 Z | | x , A,A - |X . x 11 .1 # x ' u(n+l) u ( n ) 1 A u(n+l)' 1 u(n ) ' J C(n) 

Preuve n = 1 n = 1 

— — — — — 00 

+ + E l X t x n " X ( \ I * * T W \ 

1°/ Compte-tenu de la définition donnée de N^, il n=l u < n + 1 > u m > B ^ n ) 

suffit de prouver cette inégalité pour une mar

tingale X dont l'ensemble des temps T est fini, L e s e n s e m b ^ s < B ( n ) > n > o étant deux à deux dis-

soit T = { k : U k s < q } : on se limitera donc joints, la deuxième somme est majorée par 2. X» , 

désormais à ce cas X - < ^ ' p ' ^ k ' V KJc* * ^ 6 n S e m b l e S ( C ( n ) > n > o a l l a n t e n décroissant, la 

Soit, alors, pour tout n, la martingale * première somme est majorée par 3 S u p ( | x j - l X x | )< 3X* 

n n n k^q 
( 3 V l*k*q d é f i n i e P a r \ = E ( x

q l ^ k ) a V 6 C Finalement, on a donc : E ( V g ) « e + 45 E(X*) 

x n m x 1 ce qui donne l'inégalité annoncée puisque G est aussi 

q { | x|*n} petit que l'on veut. 

D'après le théorème de Lebesgue, on a 

N (X) = lim.N 2(X
n) et Nj(X) - 11m .Nj(X n) ; G * 8 " L ' E S P A C E H l 

•n J J l u x 1 J t x x Une base probabilisée de processus étant donnée. 
Il suffit donc de prouver l'inégalité annoncée * r 

. . . . „n . on note H. l'espace des martingales réelles cadlag X 
pour les martingales X ; on supposera donc, l ^ ' 

. v . . •> « x telles que N*(X) < + 0 0. Soit X un élément de H,. 
désormais, que X est une martingale de carré ^ 2 1 

intégrable. Pour tout dyadique t, posons : -

On notera V 2 la variation quadratique de X, A t = ^V*^' | kf Q [ A[(k+1) 2~ n]At ' A(k.2- n)At] | 

Î
S O i t . . Le processus croissant (A.) est défini à 1 'indistingua-

21 ' 
l ( x j + l " x j ^ J bilité près et fini P-p.s. ; on peut alors le prolonger 

^ 1 en un processus croissant cadlag défini pour tout élé-

On notera X - ' ment t de T : on notera encore A ce prolongement. On 
peut noter que A est le "processus variation quadrati-

2°/ On construit la suite de temps d'arrêt (u(n)) . _ „„ . _ Q A 0 , 

^ n>o que de X" comme défini en C.8.4°/, processus qu'on 

et les suites de variables aléatoires (W ) . .^ . x , x . . . . ̂  4 . « « « 4 . « u 

n n>o savait déjà être bien défini comptô-tenu de F.14 : tou-

et ( W ) . par récurrence de la façon suivante : ^ - . ,„„ 1 4.,.„ 

n n>o c Y tefois, nous n'utiliserons pas ces résultats pour ce 

u(l) • 1 et W x « e + | x j avec e > o puis, qui suit. Par ailleurs, il est facile, sans utiliser 
, , ^ t , % t t ^ « . i F.14, de prouver que X est un processus régional au sens 

u(n+l) * i n f . l t : t > u ( n ) , |XJ > 2 W } 

[. . q-1 _ n , l n

 n indiqué en B.4 ; toutefois, si X appartient à H 1 , il est 

W ' 2 + E (Y* - Y n ) 2 | 1 / 2 

n , 4 k+1 k ; J plus intéressant de construire l'intégrale stochastique 
k=l J 

/ Y dX comme suit : 
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a, , , H - CONSTRUCTION VECTORIELLE Pour tout processus Y Ce -étage (cf. B.2) , 
*,MM r. T. rv2^A,1/2-. . .... DE L'INTEGRALE STOCHASTIQUE 

posons N(Y) = E [( ; Y dA) J ; ceci définit une ^ 
semi-norme sur ~? telle que, pour tout ensemble B 
appartenant à 
||j Y d X| | L № f ^ ( P ) « 8 N ( Y) (cf. G.5) H.l - INTRODUCTION 

On considère un processus X à valeurs dans un 

. espace de Banach H et on revient à la construction de 

L'application Y ^ J b Y d X est donc une l'intégrale stochastique jV.dX pour certains procès-

application continue de ^ , muni de la semi-norme s u s r é e l s prévisibles Y. Cette intégrale est définie 

N(Y), dans L ^ ^ P ) ; cette application se pro- d e f a ç o n naturelle si Y est jf^-étagé (cf. B.2) ; 

longe donc, de façon unique, en une application l'application Y ^ / Y d X apparaît alors comme une appli-

continue définie sur l'adhérence de (f pour la cation linéaire de t = ~?( IR ) dans l'espace vectoriel 

semi-norme N (Y) ; on peut donc définir la variable L " ( Q , ^ , P ) , éventuellement dans l'espace de Banach 

aléatoire intégrale stochastique f Y d X pour L?(fi,<f,P). On a donc une situation typique d'inté-

; B 1 

tout processus prévisible Y tel que 9 r a l e d ' u n e fonction Y, cette intégrale prenant va-

[ /1 2 \ 1/2*1 leurs dans un espace vectoriel localement convexe ou 

CjY dA ) / < + 0 0 (théorème de Lebesgue) 
J non. Dans le cas d'espaces de Banach, de telles inté-

De plus, si (Y ) est une suite de procès- grales ont notamment été étudiées dans [Bar] . 
n n>o 

sus qui converge vers le processus Y au sens de la 
Il est donc naturel de se demander si une telle 

convergence dominée (par exemple si |Y | < |Y|,Vn) 
n approche de la construction de l'intégrale stochas-

avec N(Y) <+«, on prouve exactement comme en B.9, 
tique peut apporter des informations intéressantes : 

que, quitte à considérer une sous-suite, la suite 
la réponse nous semble positive. Plus précisément, 

des processus cadlag Z = jY dX converge uniformé-
n n même dans le cas très particulier où X est un proces-

ment par trajectoires vers le processus 

sus réel cadlag adapté, il ne semble pas possible 

Z =/ Y dX (puisque, VB prévisible, actuellement de démontrer le théorème H-6 donné 

Il | ^ n ~ ^ * d x l (fi,^ ,P) * 5 N(Y n~Y)) ci-après sans recourir, au moins partiellement, aux 
techniques proposées dans ce paragraphe. 

Enfin, quel que soit B è 

Î Notons enfin que, dans ce paragraphe, on se 

Y dX ) = lim E ( Y

n

d x ) - 0 limite au cas où le processus Y est réel : les tech-

B n-x» JB 
niques proposées restent utilisables si Y est à va-

donc Z est une martingale. 

leurs dans un espace de Banach. Elles sont aussi uti-

Par ailleurs, l'argument utilisé en B.9 montre lisables dans le cadre d'une intégrale stochastique 

que est complet pour la semi-norme N* : là encore multi-indice (cf. [MeP] ) . 

l'inégalité N 3(X) £ 8 N~ (X) suffit pour prouver ce 

résultat. H « 2 ~ DONNEES GENERALES 

Si on pose, X étant fixé, pour tout processus D a n s t o u t c e paragraphe on se donne : 

Yc^-étagé, N'(Y) = Sup | | J Y dX| | ̂  ( f i^ ̂ p ) , cette u n e b a s e p r o b a b i l i s é e de processus (fi,6,P, (4^ fc fcT> 

borne supérieure étant prise pour l'ensemble des avec T = [o,l] 

éléments B de Jt, on a N'(Y) £ 8 N(Y) ; il faut u n espace de Banach H 

noter que la construction qui précède de l'intégrale 
On notera : 

stochastique repose uniquement sur ce point. Si on 
H H ^ 

considère l'intégrale stochastique comme une inté- L p = Lp(ft,<£,P) (p étant un réel positif ou nul) 

grale vectorielle du processus Y, considéré comme fi' = fi x ( T v { o } ) 

fonction réelle définie sur (fi x T , ? ) , à valeurs r\ _ 
Ç>\* la famille des parties de fi' de la forme F xjs,tj 

dans l'espace de Banach L ^ f i , ^ , ? ) , il faut noter ^ 
1 avec F 6 < T 

que la norme N'(Y) est la semi-norme de la semi-va- s 

riation (cf. par exemple, [Bar] ) . Ce point sera & l'algèbre engendrée par <R 

généralisé et précisé au paragraphe H qui suit. l a t r i b u engendrée par Ct qu'on appelle la tribu 

des prévisibles 

~*§ l'ensemble des processus Y réels (^^étagés 
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* £ o = { Y : Y € *"£ , Sup | Y (U)) | £ 1 } Preuve 

Si Y appartient à t on vérifie que Y peut L a p r e u v e d e c e l e m m e e s t t o u t a f a i t analogue 

s'écrire sous la forme : Y = Z a..l , M où I est à c e l l e d u l e m r a e D * 7 e t s e r a ^ s s é e aux soins du 

^ . • / N £ - i - i 1 ^ 1 - i lecteur, 
fini, ( aj^i£i e s t u n e f a m i l l e d e réels, ^ ^ ^ i ^ j 

est une famille d'éléments deux à deux disjoints de 

H.4 - LEMME (Une condition de bornitude) 

Si X est un processus, à valeurs dans l'es- Soit x une fonotioyi définie et simplement addi-

pace de Banach H, défini à une modification près et tive sur une algèbre jéf, à valeurs dans un espace 

si Y est un élément de écrit comme ci-dessus, vectoriel U muni d'une F-norme (cf. [Ma à]) que l'on 

soit Y = Z ai* 1A(i) a v e c ' P ° u r tout i, A(i) élément notera ||.|| . On suppose que x satisfait à la condi-

de A(i) = F(i) x ] s ( i ) , t(i)J , on pose : tion suivante : 

Y dx = £ a..1 . .(x^ .. - x ..) (i) si (A ) . est une suite d'éléments deux à deux 
) i C I 1 tvi; s^i n n>o 

disjoints de w , 

Y dX est donc un élément de L H . lim \ \x(A )\\ = 0 

' n-*°° n 

Si on considère la fonction x définie sur&~, soit v la fonction définie sur (Àfpar : 

par x(A) = /l A.dX. l'intégrale /Y dX est l'intégrale ^ = ^ ] 

du processus Y, considéré comme fonction réelle dé- Bî*&fr,B CA 

finie sur W , par rapport à la "mesure" x définie alors, pour tout élément A de ', v(A) < +*> . 

sur (£et à valeurs dans l'espace vectoriel 

L H«Î,<£,P). S E S ™ 
P 

Comme au paragraphe B, le problème que l'on N o t o n s d ' a b ° r d que, si x admet un prolongement 

étudie comporte deux aspects : a-additif à la tribu engendrée par ¿ 7 la condition 

(i) ci-dessus est nécessairement satisfaite. 

1°/ prolonger l'application linéaire Y^J Y dX à 

une classe assez vaste de processus prévisibles On va d'abord prouver que l'on a la propriété 

(cf. H.6 ci-après). suivante : 

2 V Etudier le processus ( Z t > t C T défini par ( s ) s i A e s t u n é l é m e n t d e t e l q u e v ( A ) = ' 

Î
il existe une partition (B,C) de dételle que 

In ^n.Y.dX 
J ° ' t J ||x(B)|| >. 1 et v(C) = + 0 0 

quand X est adapté (cf. H.7 ci-après). 

On considère donc Afetjf tel que v(A) » +°° . 

Nous allons d'abord donner quelques lemmes Soient E et F deux éléments de contenus dans dt? 

dont nous aurons besoin. tels que | |x(E)|| > 2 et ||x(F)|| > 2 + ||x(E)||. 

L'une au moins, des trois conditions suivantes est 

H.3 - LEMME (Condition suffisante pour avoir satisfaite : 

une "mesure extérieure") a) v ( A \ F ) = +°° , b) v ( A \ E ) = -H» , c) v ( E \ F ) = +<» . 

Soit v une fonction positive définie sur 

Dans le cas a) , on pose C = A \ F et B = F ; 
et satisfaisant aux conditions suivantes : 

dans le cas b) , on pose C = A \ E et B = E ; considé-

(i) pour tout couple (A,B) d'éléments de , rons le cas c) : 

V(A) £ V(AUB) C v(A) + v(B) w . s\\ . . 

- si I | x (E \ F) I I ^ 1, on pose B = E \ F et C = F U (A \ E) 

(ii) pour tout élément s de T, lim.v(Q x]s,t])= 0 - si ||x(E \ F ) | | £ 1, on a : 
t\s 

(iii) pour toute suite (u(n))n>Q de temps d'arrêt | |x(EflF) | | < | |x(E) | | + | |x(E \ F) | | < 1 + | |x(E) | | 

d'étages telle que \u(n) <ï] \ 0 , on a donc : 

lim^.v(\u(n),l\) = 0 * ~ ||x(FNE)||^||x(F)|| -||x(Ef\P>||« ||x(E)||-l-||x(E)|| 
* 1 

Alors, la condition suivante est satisfaite : 

Ê On peut donc poser, dans ce cas, B = F \ E et 

(iv) pour toute suite (A ) d'éléments de ôv 
n n>o C = E U (A \F) . Ceci achève la preuve de la propriété 

telle que A \ 0, on a lim.v(A ) = 0 . 

n (s) . 
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Raisonnons par l'absurde et supposons Alors l'application Y ^*JY dX se prolonge en 

v ( A ) = + °°. On construit les suites ( B

n ) n > Q

 e t une application linéaire (unique), définie sur l'en-

( C n ) n > Q par récurrence de la façon suivante : on semble H des processus réels prévisibles uniformément 

pose C Q = A , puis, C n étant déterminé tel que bornés, à valeurs dans et satisfaisant au théorème 

v(C ) = + °°, on se donne une partition ^ B

n + i
f C

n + ^ de convergence dominée, c'est-à-dire à la condition 

de C n telle que | | x ( B n + 1 ) | | * 1 et v ( C n + 1 ) = +
 0 0 suivante : 

(propriété (s)). La suite ( B

n ) n ^ 0

 n e satisfait 

pas à la condition (i) , ce q u A c h è v e le raisonne- ( i v ) s i (Y

n

}n>o e S t U H e S u i t e d'éléments de %qui 

m e n t converge vers Y élément W> , la suite ( !^nd^^n>0 

converge, dans , vers /Y dX. 

H.5 - THEOREME DE DANIELL 

De plus, si E est de dimension finie, la con-

On considère les hypothèses et notations in- dition (ii) est automatiquement satisfaite (si les 

diquées en H.2 ; de plus, soit p un réel positif autres conditions le sont). 

ou nul. On suppose qu'on a les propriétés 

suivantes : Preuve 

(i) pour tout élément Y de ^ , / Y dX appartient Pour toute variable aléatoire f appartenant à 

a L L , on pose : 
P P 

(ii) pour toute suite ( v

n ) n > Q d'éléments de N f l l p
 = £ | f ( 0 J ) | P . P(du)) J si p>l (norme usuelle) 

telle que Y \ o, la suite ( / Y .dX) ̂  con- ii ii f i I D 

n E

 J n n>o I I f | | = | f (oj) |*\ P(dw) si o < p £ 1 

verge vers zéro dans L ^ _ 

P - ||f|| = |f (03) | A 1 .P(doo) si p = o 

(iii) si ( Y ) . est une suite d'éléments de 5 P J L J 
n n^o 

telle que Z Y £ Y , la suite ( J'Y .dX) .. .. P 1 

n > Q n o n n>o II I ] est une F-norme (cf. [MaOJ) associée à la to-
E P R 

converge vers zéro dans L . poloqie usuelle de L . 
P p 

Alors l'application Y ^ J - f Y dX se prolonge en i i i t 
Dans la suite, on notera | | . | | au lieu de 

une application linéaire, définie sur l'ensemble • . •. 

I | . | | . D e plus, on notera x la fonction définie sur ÇCo 
des processus prévisibles uniformément bornés, à p

 f 

E par x ( A ) = Jl .dX. 
valeurs dans L et satisfaisant au théorème de con-

P 
vergence dominée de Lebesgue (c'est-à-dire à la 

1°/ Considérons d'abord le cas où H = fR : dans ce 
condition (ii) ci-dessus où on remplace ^ par tt). H /R 

cas, les espaces L p = L (pour p * o) satisfont 
aux hypothèses du théorème 3 de [MaO ] ; soit 

Ce théorème est évidemment une généralisation 
( A ) > une suite d'éléments deux à deux disjoints 

du théorème classique de Daniell : sa démonstration, n ° 
de cJt ; si x est additive et si x(^f) est une par-

dans un cadre plus général, fait l'objet de [_Pel- J. J R 
tie bornée de L , la série de terme général x(A ) 

P n 

est "parfaitement bornée" (cf. [Mao] ) ; elle est 

H.6 - THEOREME DE PROLONGEMENT donc convergente. Ceci montre la dernière partie 
du théorème dans le cas H = fR. Le cas où H est un 

On considère les données et notations indi-
espace vectoriel de dimension finie s'en déduit im-

quées en E.2. De plus, soit p un réel positif ou 
médiatement. 

nul. Soit X un processus à valeurs dans l'espace de 

Banach E, défini à une modification près et qui sa- 2°/ On considère le cas où H est un espace de Banach 

tisfait aux conditions suivantes : quelconque. Soit v la fonction réelle positive dé

finie sur l'ensemble des parties de fi x T par : 

(i) pour tout élément s de T, lirn(X^- Xq) = 0 

pour la topologie usuelle *de LH . V ( A ) = — § G R - M x < B Hl p 

r r y p BeJT,B e. A F 

(ii) {Z : Z = \lA dX, Aieh est une partie bornée 0 n v e u t P r o u v e r e n restriction à crf", v satis-

(au sens de Bourbaki) de LH . f a i t a u x conditions (i), (ii) et (iii) du lemme 

^ H.3. La condition (i) est évidemment satisfaite et 

(iii) pour toute suite (A(n)) Q d'éléments deux à la condition (ii) du lemme H.3 correspond à la 

deux disjoints de Ct, la suite (jl^^ydX)n>Q condition (i) de l'énoncé du présent théorème. 

converge vers zéro pour la topologie usuelle 

de LH . 

P 
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On se propose donc maintenant de prouver que sir e assez petit pour que /Y .1^ .dx 
J n fi\A(n) 

v satisfait à la condition H.3.(iii) en raisonnant 
soit aussi petit que l'on veut (uniformément en n ) . 

par l'absurde : soit (u(n)) une suite de temps ^ 
r n>o II reste donc a prouver que, pour e > o fixe, 

d'arrêt étages telle que = [u(n) < l] I 0 et soit # 

(B ) ^ une suite associée d'éléments de telle l i m * ( n ^ A t n ) * ^ 0. 
n n>o n-x» J 

que, pour tout n. 

Pour cela, on définit par récurrence les ensembles 
B C (F X T ) et I |x(B ) I I * 2 £ >0. 
n n 1 1 n suivants : 

Le lemme H.4 montre que v(Pj x T) = a < + ». B ( 0 ' 0 ) = "'B'"'- 1» = 0 P°>" tout entier n avec n S o 

Soit D C Fj X T , D £.ât tel que ||x(D)|| S a- e/4 ; B(0,j) = 0 pour tout entier j avec j S l 

soit k > 1 tel que I |x(D) .1 | | £ e/4 ; ^ ^, ^ . ^ . 

F, p et pour n i l et j M : 

soit E 6 &, E G (Ffc x T) tel que ||x(E)|| S 2£ ; 

on a, soit | | x ( B \ D ) | | p > £,
 B ( n ' j ) = [B<n-1 ,J-D n A(n)] o[ B(n-l ,j) v A(n)] 

soit ||x(Hf\D)|| > e , C(n fj) - B(n-l,j-l) a A(n) - B(n,l) r.A(n) 

dans le premier cas, on a : 0 n a B ( n ' ^ = 0 P ° u r i > k ; d e ? l u s ' P ° u r t o u t 

n fixé, ( c(n,j)} constitue une partition de 

|| x ( E U D ) | | * a + £/4 - e/4 + ( e - e/4) * a + \ ? >. • - rnt 

1 1 1'p 2 A(n). Enfin, pour tout j fixe, lc(n,;j)} ^ constitue 
n>o 

. , , une famille d'éléments deux à deux disjoints. Il ré
dans le deuxième cas, on a : J 

suite de [Tur] et de la condition H.3.(iv) (néces-

I |x(D\E) I I ^ a + e/2 : dans les deux cas, on . e . 

I I 1 'p sairement satisfaite) que : 
contredit donc l'hypothèse v ( F ^ x T ) = a < + °°,ce r 

, . 4. -, , w -, lim Y . 1 . ...dx = 0 (pour tout j, l£j£k) . 
qui achevé le raisonnement par l'absurde. J n C(n,j) r j* j 

- ̂  , . . _ u ..u- On en déduit que lim Y .1 . . .dx = 0 
3°/ On a donc prouve que v satisfait aux hypotheses ^ J n A(n) 

du lemme H.3 et donc à la condition H.3.(iv). . r . m 1 ^. 
(puisque iC(n /3)J- 1 <. < k constitue une partition de 

On se propose de montrer que les conditions . _ .. . .. 
(An)), ce qui prouve H.5. ( m ) . 

H.5. (ii) et (iii) sont satisfaites. 

Notons d'abord que la famille des variables alé-
H.7 - PROCESSUS INTEGRALE STOCHASTIQUE 

atoires / Y.dx, quand Y parcourt l'ensemble des 

processus 6^-étagés uniformément bornés par 1, On considère les hypothèses du théorème H. 6. 

est une partie bornée de L^ (compte-tenu de On suppose, de plus, que le processus X est un "vrai" 

[Tur] , des propriétés de la F-norme considérée processus cadlag adapté. Soit Z le processus défini 

et de l'hypothèse xitf) partie bornée de L^ ) . à une modification près par Zt = ji-ĵ  t]X.dX avec Y 

prévisible uniformément borné par 1. Alors le proces-
Soit (Y ) ^ une suite de processus réels (posi- , , .„. . , 

n n>o sus Z admet une modification cadlag adaptée. De plus, 
tifs) (^-étages qui décroît vers zéro. D'après , , , . „ 

on a le théorème de convergence dominée suivant : 

ce qui précède, si A(n) = [Y > e ] , et 

B(n) = n\ A(n) , / Y n . l B ( n ) .dx peut être rendu
 S i (Y

n

}n>o e s t u n e S u i t e d e ^ocessus unifor-

aussi petit que 1 ' o n ^ e u t " (uniformément en n) si m ê r m n t b o r n é s ?ar 1 « u i ^vevge simplement vers le 

on prend e assez petit, e >o processus Y, on peut trouver une sous-suite U n ( k ) ) k > 0 

(puisque |Y .1 | * e ) . telle que la suite des processus (^n(kpk>0 associés 

n comme ci-dessus converge P^p.s. uniformément par tra-

Or, pour e fixé, A(n) \ 0 donc v(A^) + 0 jectoires vers le processus Z. 
(cf. H.3.(iv)) donc [Y .1 . . .dx tend vers zéro 

J n A(n) 

(cf. [Tur] ) ce qui prouve la condition H.5.(ii). Preuve 

4 ° / Prouvons que la condition H.5.(iii) est satis- Ceci se prouve exactement comme en B.9 

faite. (à l'aide du lemme de Borel-Cantelli et de la mesure 

Soit (Y ) ^ une suite de processus réels posi- "extérieure" v ) . 
n n>o 

tifs «^-étages telle que : 

E Y * 1. 
n 

n>o 

Soite = 7- > O (k entier). Pour tout n>o, soit 
k 

A(n) = [y >£]• Comme précédemment, on peut choi-
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