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MULTIPLICITE ET DEPENDANCE

INTEGRALE SUR UN TDEAL

par

D. SCHAUB

Introduction : Dans ce travail, nous nous sommes intéressés aux notions de

dépendance intégrale sur un idéal et de multiplicité d'un idéal de défini-

tion dans un anneau local. Le ré&sultat principal est le théoréme suivant :

Théoréme | : Si A est un anneau local, équidimensionnel, universellement
caténaire et universellement japonais, et si a et b sont deux idéaux de
définition de A tels que a o b, alors ea(A) = eb(A) si et seulement si @

est entier sur b.

D, REES a donné ([I]) une démonstration de ce th@oré&me pour un anneau
A de complété équidimensionnel. Pour notre part, compte tenu de l'extréme
simplicité du résultat en dimension 1, nous avons naturellement cherché i
fournir une démonstration nouvelle de ce théoréme par récurrence sur la
dimension de A en utilisant le gradué associé 3 @ . Nous démontrons &gale-

‘

ment 1'équivalence de ce théordme et du résultat suivant :

Théoréme 2 : Si A est un anneau lecal, équidimensionnel, universellement
caténaire et universellement jlaponais, et si a4 est un idéal de définition
de A et X un élément de a tel que sa forme dominante dans gra(A) est un

paramétre, alors le noyau de la surjection canonique :

gra(A)/i “- > gra(A/X)

est nilpotent.

Dans une troisiéme partie, nous démoantrons, comme application du théo-
réme 2, un théoréme relatif 3d'la connexité du gradué associé & un idéal ‘de

définition d'un anneau local vérifiant la condition (Srjbdé3Serre.



A) Généralités. A anneau local noethérien.

1. Définition ! : On dira qu'un élément x de A est entier sur un idé@al a de

. . : . . i
A s'il existe un entier n et des éléments a,,...,0_ avec ¢, € & tels que :
1 n 1

Xn + o Xn—] +...+a =0,
1 n

Définition 2 : On dira qu'un idéal a est entier sur un idéal b si a2 b et

s8i tout élément de a est entier sur b.
Donnons immédiatement quelques caractéristiques de cette notion :

Propogition 1 : Etant donnés deux idéaux a et b de A tels que a 2 b , les

assertions suivantes sont &quivalentes :
(i) a est entier sur b.

(ii) 11 existe n > O tel que a® est entier sur b".

[

(iii) a" est entier sur b" pour tout n > O.

. . . n
(iv) L'anneau gradué ) a” est entier sur 1'anneau } b,

(v) Il existe un entier positif k tel que ak+l = bak.

(vi) Il existe un entier positif k tel que pour tout n > k

ot = pk gk

Définition 3 : Nous diromns qu'un idéal a est ipuégralement clos si tout
élément entier.sur a est dans a.-Nous dirons qu'un idéal b est basique ([6])

s'il n'est entier sur aucun iddal strictement contenu dans b.
Remarque : L'ensemble des &léments entiers sur un idéal est un idéal inté-
gralement clos,

Pour la suite de ce travail, nous serons amenés & traduire la notion

"d'entier" en terme de gradué associé 3 un idéal :

Définition 4 : Etant donné un idéal a d'un anneau A, nous noterons gra(A)



l'ensemble gradué J @™/ n+! muni de sa structure naturelle d'anneau gradué.
o ¢ _
Nous appellerons forme dominante d'un &lément X de A (notée : X) '1'image

k+]

canonique de X dans ak/akH ol k est 1l'entier tel que X € ak et x ¢a

Dans ce cas, X est un &lément homogdne de degré k de gal(A).

Remarque : Si X = 0, nous poserons X = 0, alors si X est un élément de A et

X sa forme dominante, X = O si et seulement si X = 0,

Définition 5 : Si R est un anneau gradué R = R _, nous dirons qu'un idéal
- q
n>
gradué est irrelevant s'il contient une puissance de i'idéal gradué z R
' n>0

ou encore 8'il contient 2 R pour un certain entier positif k.
n>k

L'un des deux outils essentiels qui vont permettre une nouvelle démeons—

tration du théoréme de REES est le résultat bien connu suivant :

Proposition 2 : A &tant un anneau local et a et b deux iddaux de définition

de A tels que a > b. Alors a est entier sur b si et seulement si b+a2/a2

engendre un idéal irrelevant de gra(A).

Démonstration :

1) Condition nécessaire : Il suffit de montrer que gra(A) est entier

sur A/a [b+a2/a2] ([2], page 198), ou encore que tout &lément homogéne de
gra(A) est entier sur Ala [b+a%/a2].

Or soit Z € ap/an+l un tel &lément. Alors il existe Z dans a° tel que
sa forme dominante soit Z. Or, d'aprés la proposition 1, si a est entier sur
b, alors a® est entier sur 6™, d'oli Z est entier sur b®. Autrement dit, Z
satisfait 3 une 8quation de dépendance intégrale sur b de degré q. Il est
alors facile de voir que cette-équation écrite dans anq/ahq+l'est en fait

une équation de dépendance intégrale de Z sur Ala [b+a2/a2];

2) Condition suffisante : L'hypothé&se implique que gra(A) est entier

sur A/a [b+a2/a2] ([2], page 198), ce qui signifie encore que gra(A) est



un (A/a [b*az/aZJ)vmo&ule gradué de type fini (gradué parceéque'b+a2/a2
est précisément de degré | dans gr (A)).
Soient alors ByreeesBy des générateurs homogénes de gr&(A),-autrement

dit : 2 9
gr,(A) = A/a [b+a®/ 2]).g, +...+ (Ala [b+a®/ 2]) g

Soit u le plus grand des degrés des g;» alors :

an/an+l c kE] (A/a [b+a2/a2]) . (ak/ak+1) pour n>u

d'oll en comparant les graduations :
u - - .
a®/ a+1 € ) b+a®/ ™K. @5/ k+1) pour nop
a a U la =
k=1 :
2 n-k ., k 2 o=y -, Y
.(b+a 1,27 "o a7/ ktl) < (b+a /aZ) {a /a"”)
pour tout k = 1,2,..., .
I1 devient donc clair que
a.“/anﬂ c (b+a2/a2)“-“. (a”/auﬂ)
et 1'inclusion inverse étant toujours vérifide, on en déduit que :

n-u-! . n-u+l
ap/an+l - (ba +a

‘ u
a *! ) . (@ {qut!)

pour tout n>u.

-1 . o+l n~1

D'oi a® = ba +a ce qui implique quevan = ba” ', autrement dit que a
s q .

est entier sur b,
. c.’Q.F.D.

Remarques :

a) Une conséquence de cette proposition est en particulier qu'un-
systémevde paramétre est basique.

b) Autre consdquence : si a et b sont deux idéaux de définition de A

tels que a b, alors a est entier sur b si et seulement si il existe des



€léments X1,...,Xd de b formant un systéme de paramétres de A tels que leurs
formes dominantes dans gra(A) forment un systéme de paramétres (les i& sont

alors de degré 1).

2. Soient @ un idéal de dé&finition de A et M un A-module de type fini, alors
la longueur du A-module M/a™ est pour n assez grand un polyndme en n de

degré k = dim M, dont le terme de plus haut degré est de la forme :

nk »
ea(M) &7 o ea(M) e N .

Définition 6 : ea(M) sera appelé multiplicité de M pour 1'idéal a (s'agis-

sant de é¢(&§; nous dirons multiplicité de a).

Remarque : Il est immédiat de voir que :

5) Si & et b sont deux idéaux de définition tels que a > b, alors pour
tout A-module M, ea(M) :_eb(M).

b) Si a est un idéal de définition de A et M un A-module de dimension

k, alors e (M) = nk.e (M.
an a

o

Rappelons encore le théoréme de SAMUEL sur l'additivité de la multiplicité

étant donné une suite exacte de A-modules de type fini de mémes dimensions
0—>N—>M—P —> 0,
alors ea(M) = ea(N)"+ ea(P).

Nous en arrivons ainsi au deuxidme outil essentiel dans ce travail :

Proposition 3 : Soient A un anneau local de dimension d, a un idéal de dé-

finition et X dans 4 un paramétre de A. Alors ea(A) = ea(A/X) si et seule-
ment 8i la forme dominante X de X est un paramétre de degré | de gra(A), et

si la dimension de 1'annulatedn de X est inférieure ou égaié a d-2.

Démonstration :

1) Condition suffisante : Soit X dams A tel que X soit paramétre de




degré 1 de gra(A). Alors, pour n assez grand, z(ag"/ap) et ;(A/a?+x)
sont des polyndmes en n de degré d-1 dont les coefficients des termes de

plus haut degré sont respectivement

ea(A) ea(A/x)
@-ntT ¢t @EnT

Par conséquent, pour montrer que ea(A/x) est égal 3 ea(A), i1 suffit
de voir que le polyndme :
L(a/a gy - (a1 a®)

est de degré inférieur ou égal i d~2, Or :

() ALy = 1@ M a® = a@®ix/a™y

il suffit donc de montrer que l(anleap-]) est un polynGme de degré inférieur
.ou égal a d4-2.
Or, du lemme d'ARTIN-REES, on déduit facilement que il existe k > O
tel que pour tout n > k,
@ x=a"% (@0 +0: .
Mais par ailleurs

n—k

2(a¥:Xf n-1) = o((a™:x) a7/ n-1)-+ “an’x/(a“:x), k)

Majorons séparément les deux termes de cette somme :
- D'une part, on a la chaine d'inclusions suivante :

@:x) n a®% 5 @ Al FN S LS (@:x) n

n-k+j
a
S(aP:x) N RN 5 D (@:X) N B2 5t

Evaluons la longueur du module suivant :

@:x) na™ @Ry na® R, gk
(a™:x) nan-k+j+1 - an~k+j+1

or at:xcavkKtit2

pour j < k=2


http://de.gr

n~k+j+] an-k+3+2:x) /)an-k+3

et a C (

’

par conséquent :

s s e .
(@:x) N a7k gkt kA 2y R

d'ol :
e (a:X) a" "kt p((an‘k+J+2:X) -kt

. 7 < q
(@:x) QVkH — PR

24

cette derniére longueur n'@tant autre que 2((0:§)n_k+j) pour j < k-2,

Or, puisque X est paramétre de gra(A), la dimension de son annulateur
‘0:X) est inférieure ou égale 3 d-1, et par conséquent la longueur
l((O:i)n_k+j) est pour n assez grand un polyndme de degré inférieur ou &gal

a d-2, qu'on notera P{n~k+j).

- D'autre part :

l(an:X/ n-k) = l(an:X+an-k/an-k),

(a“:X) a

et comme a“:X c:a“'k+(0:X), on en déduit que :

g (a":x/ n-k) R ((0:X)+a™ K/ k)

tA

(an:X) a

n-k).

£0€0:X)/ 5. %) g

Cette dernidre longueur &tant évidemment inférieure ou égale A

n-k) qui est, pour n assez grand, un polyndme en n, noté Q(n),

1((O:X)/(b}x)a

de degré inférieur ou &gal 3 d-2, puisqu'on a pris soin de choisir X tel que

dim(0:X) < d-2.

De ces deux majorations, on dé&duira donc que, pour n assez grand,

k(an:X/an-l) est un polyndme en n inférieur ou égal au polyndme en n,

k-2
Q(n) + )  P(n-k+j)
j=0

qui est lui-méme de degré inférieur ou égal a d-2.

Conclusion : ea(A) = ea(A/x).



2) Condition nécessaire : Soit X un paramdtre de A tel que ea(A)uea(A/X).

a) On déduit immédiatement, de 1'égalité (1) et de ce que X est

nt+l

paramétre, que fL(a :X/an) est un polyndme de degré inférieur ou &gal 3 d-2.

n+):x) an—l

Comme 2((0:§)n_r) = i((a ) , on en déduit que c'est évidenm-

n
a

ment, pour n assez grand, un polyndme de degré inférieur ou égal 3 d-2, ce
qui signifie que la dimension de (0:X) est inférieure ou égale & d-1, c'est~

i~dire que X est paramétre de gra(A).

-

2 .
b) D'autre part, X est dans a et X n'est pas dans a”, sinon

1

n+l -
a 1 X 2 a” et alors

n+l

@i/ m) = n(a“*‘:X/au—n + 2@

a

serait un polyndme de degré d~1 puisquel(an—‘/an) est un polynOme de degré

d-1, pour n assez grand.

¢) De plus, en appliquant le lemme d'ARTIN-REES a (0:X), on en déduit

qu'il existe k > O tel que :

(0:x) na"! = [(o:0n ak] PRl
d'ol :

L((0:x)/ k)

(0:X) na

0:%) nan—l) = 2((0:X)/

+ 2((0:X)f)ak/r(o:x)’7ak] an—k—l).

Comme, (0:X)/- n~1 est isomorphe & (0:X)+an‘l/an—l qui est lui-méme

(0:X)na
clairement inclus a a“:x/an-x, on a :

2((0:X)/ n-1) < £(a":X/ n=1)

(0:X) Na
et par conséquent
2(0:X)n a*/ [0y k] a1

est un polyndme en n de degré inférieur ou égal a4 d-2, ce qui signifie que
la dimension de [(O:X) N dk] est inférieure ou égale i d~2 et a fortiori que

la dimension de (0:X) est inférieure ou égale.a d-2. C.Q.F.D.



Remarque : Dans la formule (1), on s'apergoit que nécessairement si X a
est un paramétre de A, alors ea(A/X) z_ea(A). D'autre part, si X n'est pas

paramétre de A, alors ea(A/X) = ea(A) si et seulement si dim(XA) < dim A.

Rappelons aussi que : étant donné un idéal de définition a d'un anneau
A de dimension d > 2, il existe X dans a tel que ea(A) = ea(A/X). Ce résul-
tat, déji démontré par ZARISKI~SAMUFL ([2], page 286), peut 8tre retrouvé
comme conséquence de la proposition 3 (celle-ci démontre, en effet, que si
X est un élément de A et X sa forme dominante dans gra(A), alors dim(0:X)
< dim(0:X)).

Par ailleurs, la proposition 3 admet les généralisation suivantes :

Corollaire 1 : Si A est un anneau local de dimension'd et a un idéal de

définition de A, et si X, un paramdtre de A, est dans a°, alors
ea(A/X) = n ea(A) si et seulement si X est un paramétre de degré n de gra(A)

et dim (0:X) < d-2.

La démonstration utilise la bijection entre les spectres gradués de

gra(A) et gran(A), et se fait en considérant X comme élément de gran(A).

Corollaire 2 : Avec les mémes notations, si x‘,...,xs sont des éléments de

A, s <'d, tels que ii est paramétre de degré n; de gr_(A/X,,...,X; |) et

(X, 500X, ):X.
. 1 1~-1 1 .
dim [ ] E_d‘l'l
(Xt,'..;,xi_‘)

alors.ea(Alxl,...,xs) =T e.n ea(A)'

I

La démonstration est immédiate 3 partir de ce qui précéde. La réciproque
de ce corollaire n'étant pas vraie : en effet, ea(A/(x,y)) = @ ea(A) m'im—
plique pas, en géndral, que ea(A/X) ou ea(A/y) soit un multiple de ea(A).

Cette réciproque existe cependant partiellement :



..]0...

Corollaire 3 : Si (X‘,...,Xq) < a se prolonge en un systéme de paramétres
de A, alors ea(A/X],...,XS) = e (A) si et seulement si'ffi est paramétre de

degré 1 de gra(A/Xl,...,Xi_l) et

(X, ,.00,%X, )X,
. i i=-1 1 .
< -y - .
dim [ (xl""’xi—l) ] £ d-1-1

B) Les théorémes | et 2.

On remarquera tout d'abord que a4 et D &tant deux idéaux de définition
d'un anneau local A, si a est entier sur b alors ea(A) = eb(A) (en effet :

si a est entier sur b, il existe k > 0 tel que pour tout n > O,

ag+n‘5 bnH c;an+1, ce qui signifie que e k+n(A) >e n+l(A) > e n+l(A) ou
b T oa

encore :
eb(A) B (n+k)d

1 <
- ea(A) - (n+l)d

pour tout n > O ;

L = .
d'ol e, (A) e, ()
Sachant cela, on s'intéresse évidemment 3 la possibilité d'ume récipro-

que. (Remarque : on peut démontrer d'ailleurs que 1l'existence d'ume telle

réciproque implique nécessairement que 1l'anneau A soit &tre équidimensionnel).

Supposons donc A &quidimensionnel, et nous verrons qu'il conviendra pour
les besoins de notre démonstration de supposer que A est également univer-
sellement’ caténaire (i.e. : quels que soient deux idégpx premiers p-et q,
p>q, dans n'importe quelle algébre de type fini sur A, toutes les chalnes
d'idéaux premiers ‘entre p et ¢ ont méme longueur) et universellement japonais
(i.e. : la clGture intégraie de toute A-algébre de type fini B est finie
sur B).

Cela posé&, il est clair, en raison des propositions suivantes, que nous
pourrons supposer A intégre et intégralement claos pour la démonstration du
théoréme 1 :

. @ est entier sur b si et seulement si a+p/vest entier sur b+p/p pour tout

idéal premier minimal p.



- 1] -

+ 4 étant la dimension de A et PyseeesPy étant les idéaux premiers minimaux
tels que dim (A[Pi) = d, @ et b &tant des iddaux de définition tels que
a'gvb, alors ea(A) = eb(A) si et seulement si ea(A+pi/pi) = eb(A+pi/pi)

pour tout L = 1,...,s.

. A étant japonais et A sa clBture intégrale (donc finie sur A), a et b
étant des idéaux de définition de A, alors a est entier sur b si et seulement

si dA est entier sur bA,
. Dans les mémes conditionms, edxCK) = ea(A).

On remarquera enfin que lorsque la dimension de A est 1 (A intégre), cette
réciproque. €Ut Evidente.

Pour la démonstration des théordmes ! et 2, nous procéderons aingi
démonstration d'un théordme 2 partiel, puis du thdoréme 1, enfin du théoréme

2 général.

1) Démonstrons le théoréme 2 dans le cas ol A est intdgre et intégralement
clos et a un idéal de définition intégralement clos ainsi que toutes ses

.

puissances. Nous utiliserons pour cela deux lemmes :

Lemme 1 : Si A est intd8gre et universellement caténaire, a un idéal de dé-

finition, alors gra(A) est équidimensionnel.

La démonstration de ce lemme est visée sachant que si

n : : < < 4z . -
S nZO a A[ﬁlT,...,gnT] - ol a a1A+...+ahA et p un idéal premier gra
L - i ) ‘ - a1
dué relevant de gra(A), alors (gra(A)) Sp/T Sp.

Lemme 2 : Si a est un idéal de définition de A (intégralement clos), a® 1a
clSture intégrale de a" pour tdut m > O et S la clBture intdgrale de

S = X an, alors S = z an.
n>0



_iz.-

———

o . . n .
Démonstration : Il est clair que Z a est entler sur 2 a®. I1 faut donc

e

montrer que S ¢ z a®. Pour cela, il suffit de montrer

——

que tout &lément homogéne de S est dans ) a®.

Mais A &tant intégralement clos, l'anneau de polynOmes A[T} est inté-
gralement clos, donc § € AET].

Soit donc Z un élément homogéne de degré k de A[T], Z sg'écrit donc
aTk avec o € A, Ecrivons que Z satisfait 3 une 8quation de dépendance in-
tégrale homogéne sur S :

1 q-1

q q- . ;
(l) Z "'Cl] Z +o00t aiZ P aq 0

les a, étant des &léments homogénes de degré ik de S, autrement dit :
ik ik
ai Bi T avec Bi e a .

Par conséquent (1) s'écrit encore sous la forme :

(2) o« 19 4 B, T G471 gkla=by B, pik 871 gDk aq»qu =0

ou encore, en simplifiant par qu, (2) devient une relation dans A :

"t ..+ 8 =0.

q a-l q
(3) at + Bl a .04 Bi a q

Et (3) n'est rien d'autre qu'une &quation de dépendance intégrale de a sur

ak, donc a est dans ak, et par conséquent Z = aTk est dans Z an.
CO.Q.F .D'

——

Par conséquent, si 4 est un idéal de définition tel que a® = 4% pour
tout n > 1, 1'algébre de REES S = § a” est intégralement close, d'od d'aprés
le crit@re de Normalité& de SERRE ([3], théoréme 39, page 125), S vérifie la
condition (82) de SERRE ({}],-page 125). Ce qui signifie encore (cf. lemme 1)
que pour tout idéal premier gradué relevant de gra(A),

(Br, (A = 5 /17's,
vérifie la condition (Si) de SERRE.
Par conséquent, les idéaux premiers associés d'un anneau gradué &tant

.gradués, les seuls idéaux premiers pouvant €tre associés 3 gra(A) sont les
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minimaux et éventuellement 1'idéal maximal irrelevant M.

Soit maintenant X un paramétre de gra(A). Puisque pour tout idéal premier p
distinct de M, X n'est contenu dans aucun idéal premier associé a (gra(A))p,
son annulateur (0:X) est soit nul, soit i support réduit i M.

n ,
Notons @ = § a /an+l, alors on a clairement :
n>1

ergr (A)) = e (A) et eaf(gra(A/X)) = ea(A/X)-

Le th&oréme &tant &vident lorsque d = dim A = |, on peut supposer d > 2,

Dans ce cas, comme dim(0:X) < d-2, 81 n est le degré de X, on a :

for
—
[
[=9
m
[

—

- en vertu du corollaire 1 appliqué i 1'anmeau g:a(A) et
~ E W) - = .
a : ey(ge (A)/X) = n ex(gr (8)) =mn e (A) ;
- gn vertu du méme corollaire 1 appliqué 3 1'anneau A et 3 1'idéal a :
ea(A/X) = n ea(A).

Par conséquent : ea(gra(A)/X) =;e5(g§JA/X)).

Ce qui signifie, d'aprés le théoréme de SAMIEL sur l'additivité de la mul-

tiplicité, que le moyau de la surjection gra(A)/i > gra(A/X) est de
dimension inférieure ou égale & d-2. Or d'aprés le lemme 1, gra(A) est
caténaire et 2quidimensionnel, donc également gra(A)/f, par conséquent un

idéal de dimension strictement inférieure A dim(gra(A)fi) = d~1 est nil-

potent,

Remarque : On remarquera que dans ce cas particulier, tenant compte 3 la

fois du fait que (O:Y)k = O lorsque k est suffisamment grand et du fait

que a:xX = a“““(a“:x), on peut en déduire que le noyau de

(81‘a(A)/X > gra(A/X))
est non seulement nilpotent, mais nul en graduations assez grandes, autre-:

ment dit dans ce cas il y a un isoworphisme entre les schémas projectifs

Proj (gra(A)/i) et Proj (gra(A/X)).
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2) Démontrons i présent le théoréme de REES :

On a vu qu'on pouvait clairement supposer A intégre et intégralement
clos et que lorsque dim A = |, le théoréme est vrai. L'idée qui se présente
est donc de faire unme récurrence sur la dimension de A, et pour ce faire,
d'utiliser le théordme 2 dans le cas particulier ol nous 1‘'avouns déji dé-

montré. Pour cela, nous aurons besoin du lemme suivant :

Lemme 3 : Soit A un anneau intégre, intégralement clos et universellement

japonais, alors, étant donné un idéal de définition a4, il existe un entier

positif k tel que ( ak)n = akn pour tout n > 1.

PR

Démonstration : D'aprés le lemme 2, 1'anneau Z a" est la cldture intégrale

de Z a®, qui par hypoth&se est japomais, cette cldture intégrale est.’donc

., ) . . + % N

finie sur Z a®. Par conséquent, il existe k > 0 tel que ak b . a.ak, d'oil
. . k¥ Tk N _kn _ Lk

a fortiori ak - a.aP, d'ol encore akn = (ak)n. C.Q.F.D.

Soit maintenant a et b deux idéaux de définition, a D b, tels que

—ra

e, (A) = e (A). Soit k tel que (ak)n = pour tout m > l. Alors ak-ghbk et

———

k . k

e k(A) = g k(A) ; de plus, @ est entier sur @ , donc e k(A)'='e k(A) = e k(A).
a b , < a a b
Si on montre alors que cela implique que a4 est entier sur b, donc a for-

. . k . k . . - o
tiori que a est entier sur b, on aura démontré, d'aprés .la proposition I,
que @ est entier sur b. On peut donc bien se ramener a démontrer le théoréme
de REES dans le cas particulier od A est intdgre, intégralement, universelle-~

ment caténaire et universellement japonais, et oii @ est intégralement clos

ainsi que toutes ses puissances.

Dans ce cas, soit X € b tel que X soit paramétre de degré‘l de grb(A),

alors ‘
e (A) = e (A) = ¢, (A/X) > e (A/X} > e (),

d'ol ea(A) = ea(A/X), et par conséquent 3 est un paramdtre de degré 1 de

gra(A).



Du fait que ea(A/X) = eb(A/X), on déduit par hypothése de récurrence
que a/X est entier sur b/X, autrement dit, il est possible de trouver des
éléments Xl,...,xd_1

métres de degré 1 de gra(A/X) ; mais d'apréds le théoréme 2 partiel, celui-~

de b tels que f?;...,?&_‘ forment un systéme de para-

ci se reldve en un systéme de paramétres (ET""’XA—X) de degré 1 de
gra(A)/i ; par conséquent (i}i?,...,ia_!) est un systéme de paramétres de
degré 1 de gra(A), ce qui signifie (proposition 2) que a est entier sur

(X,X‘,...,Xd_‘) d'ol a fortiori que a4 est entier sur b.
Remarque : On a aussi montré ainsi que le théordme 2 implique le théoréme 1.

3) Montrons & présent que le théordme de REES implique le théoréme 2 en toute

généralité. Pour cela, montrons d'abord la proposition suivante :

Proposition 4 : Soit A un anneau local, équidimensionnel, universellement

caténaire et universellement japonais. Si X est un élément régulier de A tel
que sa forme dominante X soit un paramdtre de depré | de gra(A), alors, pour
tout y de A tel que sa.forme dominante dans gra(A/X) est un paramétre de de-
gré 1 de gra(A/X), sa forme dominante dans gra(A) se prolonge avec X en un

systéme de paramétres de gr (A).

Démonstration : Comme X est paramdtre de degré 1 de gra(A) et que X est ré&-

gulier, on déduit de la proposition 3 que ea(A) = ea(A/X).

Si maintenant y est paramétre de degré 1 de gra(A/X), cela signifie
qu'il existe des:élémentswil,...,ia_z de gra(A/X), homogénes de degré 1,
tels que (ij,...,ia_z,iﬁlforme un systéme de paramétres de degré 1 de gra(A/X),
ce qui signifie, d'aprés la proposition 2, que a/X est entier sur 1'idéal
(X

,.‘.,Xd_z,y) de A/X, d'ol que ea(A/X) = e (A/X).

i (Xl’.“’xd"Z’Y)

Soit q 1'idéal (X],...,Xd_z,y,x) < a, on a alors :

ea(A) f_eq(A)_i eq(A/X) = ea(A/X) =_ea(A), et par conséquent ea(A) = eq(A)-



On déduit alors du théoréme de REES que a est entier sur ¢ et par conséquent

(proposition 2) que (il""’ia-2’§’§) forme un systéme homogéne de paramétres

de gr,(A). €.0.F.D.

I1 est facile de voir, en se plagant dans granm(A), que cette proposi-
tion se généralise au cas ol X est de degré n et y de degré m ; et le dia-
gramme commutatif suivant :

gra.(Ared)’,x — gra(Ared/x) 0
A

8ra(A) /X > gra(A/X) ————— 0

(ot Ared est 1l'anneau réduit de A) que 1'on peut se passer de 1'hypothése

"X régulier".

Remargues :

1) Comme on peut supposer A complet pour la démonstration du théordme de
REES([I]), et qu'un anneau complet est universellement caténaire et univer-
sellement japonais, notre démonstration inclus le cas conmsidéré par REES,

4 savoir : A de complété &quidimensionnel.

2) Les deux hypothéses en question (universellement caténaire et japonais)
ne sont pas réellement restrictives, dans la mesure oii les anneaux de la

géométrie algébrique ont ces propriétés.

3) Un des intéréts du théoréme de REES est la possibilité de "passer i la
limite". Par exemple, étant donﬁés deux idéaux définition a et b, azalb,
‘tels que " o> ma" pour tout n, il semble, a priori, difficile de montrer
que @ est entier sur b ; par contre, il est trés facile, en passant & la

limite sur n, de montrer que ea(A) = eb(A), donc que A est entier -sur b.



C) Application & la connexité . du gradué associé :

Définition 7 : Nous dirons qu'un anneau local A, d'idéal maximal 27, de

dimension d, est s~connexe, ol O < s < d-2, si pour toute partie Xl,.‘.,Xs
d'un systéme de paramétres de A, le sché&ma Spec (A/(Xl,...,xs)) - {m}

est connexe.

Définition 8 : Nous diroms qu'un anneau gradug S, de dimension.d, est s-
comexe, ol 0 < s < d-2, si pour toute partie Xl,..;,XS d'un systéme homogéne

de paramétres le schéma Proj(S/(Xl,...,Xs)) est connexe.

Propriétés -immédiates «

1) Si un anneau R {local ou gradué) est s—connexe, alors R est i-connexe
pour tout i < s.
2) S8i R/X est s-connexe pour tout X paramdtre (homogdne dans le cas

gradué) de R, alors R est (s+])=-connexe.
Rappelons également le résultat suivant :

Proposition 5 : Si A est un anneau local ayant la propriété,(sr) de SERRE,

alors A est (r-2)-comnexe ([4]).

~

La démonstration .se faisant en utilisant 1la cohomologie 3 support ap-

pliquée au point fermé Y = {Mb)}

Ce que nous allons démontrer ici, c'est que si A vérifie la condition
(Sr)’ alors non seulement A, mais également grd(A) (ol a est n'importe quel

idéal de définition de A) est (r-2)-connexe. Plus précisément :

Théoréme 3 : Soient A un anneau local, universellement caténaire et univer-
sellement japonais, et a un idéal de définition de A, alors si A vérifie la

condition (Sr) de SERRE, r > 2, le gradué associé gra(A) est (r—2)-connexe.
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La démonstration de ce théordme se fera par récurrence sur r, en dé-

montrant d'abord le cas r=2 et méme plus précisément dans ce cas :

Proposition 6 : Soient A un anneau local de profondeur supérieure ou égale

i 2 et @ un idéal de définition de A, alors gra(A) est O~-connexe.

Cette proposition est comme nous allons le voir un cas particulier du

théoréme de connmexion de ZARISKI ([5], 4.3.2) :

Théordme 4 : Soient Y un pré@schéma localement noethérienet £ : X —> Y un
morphisme propre, alors si f* (UQ) est isomorphe A G&, les fibres f-l(y) de

f sont copnekes et non vides pour tout y € Y.

Démonstration de la proposition 6 : Appliquons le théoréme 4 au cas de 1'écla-

tement d'un idéal de définition a = (a;,...,an) d'un anneau local A d'idéal
maximal M, é'est-i—dire lorsqué X = Proj (z a™) et Y = Spec A et ol
f: X —>Y est le morphisme canonique. Comme @ est un idéal de définition,
pour montrer que f;(G%) est isomorphe 3 U, il suffira de montrer que
P(X,@k) est isomorphe i A.

Sous les hypothéses de la proposition 6, on pourra supposer que les

générateurs a seresl de A sont tous réguliers,

1

X étant obtenu par recollement des ouverts Q%.= Spec(A El""’ag)’
: i i
on en déduit que : a
r'ex,0) = iQ] r(U,,0)

dans 1'anneau total des fractions de A.

a
. I ’ n . . . ..
Pour tout i, A[jafu...,a— ] est-inclus dans A, et par conséquent :
i i i

n a, a n
M) = N Al ozlce N A,
1=} i 1 i=1 i

Or les a, engendrant un idéal de définition de A, 1'ouvert U = SecpA-{M.}
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est réunion des ouverts D(ai) et par conséquent [(U,A) = ii Aa.’ d ‘ol
r(X,0,) s'injecte dans T(U,5. ’

Mais on sait ([5]) que si prof(A) > 2, F(QL,Kb est isomorphe 4 A. Comme
clairement A c.P(X,C&), on en déduit que F(X,d&) est isomorphe 4 A.

On peut donc appliquer le théoréme de connexion et en déduire que les
fibres f-‘(y) de f sont conmnexes pour tout y € ¥ = Spec A. En particulier,

siy={M}, 1la fibre f-l({4ﬂp}) est connexe. Or cette fibre est par défi-

nition X x Spec(A/MA), c'est-d-~dire que :
Y

fdl({ﬂnﬁ) = Proj(} & -, A/MbA) = Proj(] anLWban),

et il est imnédiat de voir que Proj (Z an[¢nan) et Proj(gra(A)) ont méme
espace topologique sous—jacent. Par consé&quent, gra(A) est O-connexe.

C"vQ .F .‘D *

Démonstration du théoréme 3 : Procédons par récurrence sur r, le cas r = 2

venant d'@tre démontré.

Soit donc A vérifiant la condition (Sr) de SERRE, alors A/X vérifie 1la
condition (Sr_,)'pour tqut X paramétre de A, et en particulier pour tout X
tel que X soit paramdtre de gra(A).

En appliquant alors 1'hypothése de récurrence, gra(A/X) est (r-3)-connexe
pour tout X tel que X soit paramétre de gra(A). Or A étant <Sr)’ xr > 2, A est
équidimensionnel, donc vérifie le théoréme i, c'est-d-dire que gra(A/X) et
gra(A)/f ont méme espace topologique sous~jacent, et donc gra(A)/f est
(r-3)-connéxe, pour tout paramdtre homogéne X de gra(A), ce qui signifie

précisément, d'aprés la deuxiéme des propriétés immédiates, que gra(A) est

(r-Z)-éonnexe.
C.Q.F.D.
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