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UI TTPB D1EUCLIDIESNBTS 

DANS LES ANNEAUX FACTORISLS, 

R&îUCTION D•EUCLIDIENNETE 

(j.-J. HIBLOT) 

X» INTRODUCTION - On a récemment montré dans £lj\ 

grâce à la notion de "division euclidienne le long d'une 

partie multiplicative saturée11, qu'il existe des anneaux 

euclidien» factoriels sans algorithme à valeurs finies. 

Rappelons la 

DEFINITION t: Soient À un anneau (coanu et unit.) et 

S une partie multiplicative saturée de A ne contenant pas 

zéro» On. dit que A possède une division euclidienne le 4 

long de S s'il existe un ensemble ordonné V satisfaisant à 

la condition minimale et une application i: S — ¥ f appelée 

algorithme sur A le long de S, remplissant la condition 

V a 4 À, Y f>4 S, avec a £ |J A, -̂j q ( À, j> 4 S 

tels que l'on ait 

a « Jiq+£ , avec î( j> ) 4 

On dit aussi que A est euclidiei pour i le long de S, 

Pour montrer qu'un anneau de fractions convenablement 

choisi de ^JOJO^JJ ô s * euclidifm* on utilise dans JT^jf 
le fait que si un anneau factorie A est euclidien le long 

d'une partie multiplicative afttuave engendrée par presque 

tous les éléments (tous sauf un ncmhre fini) d'un système 
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représentatif de ses éléments irréductiblesf alors il est 

euclidien (le long de A-(o))* 

Dans ce qui suit, on 3e propose tout d'abord (il) 

de mettre en relief une classe d'anneaux euclidiens factoriels 

dé^à plus ou moins bien connue mais très insufisamment pros

pectée: les anneaux euclidiens pour le p*g.c#d.» Hous ver

rons ensuite (ill) qu'à tout anneau factoriel A on peut as

socier un anneau J\ (À), qui est un anneau de fractions 

de A p tel que la principauté (resp. l'euclidienneté*) de A 

se réduise à la principalité (resp. l'euclidiennet^ de 

f^(A). J{ (A) sera appelé le réduit d'euclidienneté de A» 

II. DIYISIOK EUCLIDIENNE POUH I£ P.G.C.D. LE LONG D'UNE 

PARTIE KDLTIPLICATIVE SATUREE - .Fous allons énoncer un cer

tain nombre de propriétés> valables pour un anneau factoriel 

A et une partie multiplicative saturée S de A ne contenant 

pas zéro, et appartenant à des horizons plus ou moins sen

siblement différents» Il sera ensuite relativement aisé 

de vérifiar qu'elles sont équivalent» »0n profitera de ce 

résultat pour souligner une fois de plus qufil peut être 

vraiment significatif de pré jlser pour quel type d'algorithme 

un anneau est euclidien* 
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Mais, avant tout, il nous faut établir quelques petites 

définitions et notations préliminaires. 

DEFINITION 2: Soient A un anneau (comm. et unit.), S 

une partie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro, 

et ¥ un ensemble bien ordonné. Nous dirons qu'une fonction 

it S 7 Ï est proprement additive si 

1°) i(*<) « 0 équivaut à £ A* 

2°) V * f p 4 S, on a - ï(oi 

oh <j> désigne la somme de ïïessenberg (cf. £ \ J ) . 

DEFINITION 3: Soient A un anneau (coaau unit.). S une 

partie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro, 

et V un ensemble bien ordonné. Nous dirons qu'une fonction 

x: S — ) * W est proprement multiplicative si 

1°) Q*î(s) 

2°) î(©0 m 1 équivaut à •< 4 À* 

3°) V * f p 4 S, on a î( o*.f ) » ! ( * ) ) où g 

désigne le produit de Hausdorff (cf. £\J) • 

DEFINITION 4: Soient A un anneau (comm. unit.). S une 

partie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro. 

W un ensemble ordonné satisfaisant à la condition minimale, 

et î: S V une application* On dit que î est un bon algo

rithme sur A le long de S si c'est un algorithme sur A le 

long de S vérifiant V K, 4 S. }(<*(* ) £ 
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II est clair, en utilisant dfabord (£3^7 ^ Remarque l). 

puis en rabonissant à la manière de (£&JJ Proposition 4). 

que l'euclidienneté le long de S équivaut à l'existence d'un 

bon algorithme (le long de S) linéairement value» 

NOTATION 1: Soient A un anneau factoriel et x ( A. 

Kous noterons A(x) J y ^ a v e c x e * y étrangers^. 

NOTATION 2: Soient A un.anneau intègre et S une partie 

multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro. Nous noterons 

H(A,S) * J y*(t/x) avec y ( l e t i ( s | . 

Voici la liste annoncée des propriétés valables pour 

un anneau factoriel A et une partie multiplicative saturée 

S de A ne contenant pas zéro: 

(i) A possède une division euclidienne le long de chacune 

des parties multiplicatives saturées S* contenues dans S. 

(ii) A possède une division euclidienne le long de chacune 

des parties multiplicatives saturtes S* contenues dans S 

et engendrées par un nombre fini c'éléments irréductibles. 

(iii) Toute fonction propremer/t additive tt S —Y W . 

à valeurs dans un ensemble bien ordonné W f est un algorithme 

sur A le long de S. 

(iv) Toute fonction propremei t multiplicative $ : S — ) • W f 

à valeurs dans un ensemble bien ordonné W, est un algorithme 
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sur A le long de S. 

(v) Tout idéal qui rencontre S est principal et 

4 S t l'application canonique A * — ( A / ^ J A ) * est surjective. 

(vi) Tout idéal qui rencontre S est principal et 

Vj& 4 S, la partie multiplicative A*+^3A est saturée» 
(vii) V (*> 4 S. on a j& (|î ) C À*+|*A. 

(viii) V a 4 A, Y ^ 4 S, ̂  « 4 A, S 4 S tels que 

a « j&q̂ £" où $ est un p.g.d.d. de a et de ̂3 . 

avec a et ̂  étrangers. 

. - U * A . e t . * A» tels que a * ̂  q+u. 

(x) Inapplication canonique j^H^^-A définie sur S 

et à valeurs dans l'ensemble des idéaux principaux de A or

donné par l'opposé de l'inclusion est un algorithme sur A 

le long de S. 

(xi) Il existe un ensemble ordonné W satisfaisant à 

la condition minimale et où toute paire admet une $orne in

férieure tel que A soit euclidien le long de S pour un bon 

algorithme ti S — ) * ¥ vérifiant la condition 

(*) V «l, (!> 4 S, V q 4 A, si *U|îq 4 S, alors 

£(«f *) 4 inf(!«), !(/*)). 

(xii) S~ 1A C H(A,S). 

(xiii) E(A.S) est un sous-anneau du corps des fractions de A. 

(xiv) H(A,S) est un sous A-module de ce corps des fractions» 

(xv) E(A,S) est un sous-groupe additif de ce corps des 

fractions de A. 

(xvi) V p 4 S, on a H(A.S) « H(A,S). 
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Les implications suivantes sont assez claires: 

(i) (ii); (ii) (ix)| (ix) (vii); (vii) -} (xii); 

(rLi) -t (xiii); (xiii) (xiv); (xiv) (xv); (xiv) -f (xii); 

(xii) (XT±); (xii) -f (ix); (ix) (viii); (viii) (x); 

(x) (xi); (x) -t (viii); (viii) -jr (iii); (viii) -f (iv); 

(iii) (i); (iv) (i); (v) -t (vi); (vi) -f (ix); 

(viii) -f (ix); ((viii) et (ix)) ~î (v). 

Dans la dernière implication, la principalité d'un 

idéal rencontrant S s'obtient de façon classique en 

prenant dans (J^ S un élément de degré divisoriel minimum. 

On vérifie que (xi) **")• (x) en remarquant que le bon' 

algorithme i se factorise à travers S/A en un isomorphisme 

S/A* * f (S), S/A* étant muni de l'ordre induit par l'op

posé de l'inclusion des idéaux principaux de A. 

? 

La démonstration des implications (xv) (xiii) et 

(xvi) —(xii) nécessite des arguments qui seront développés 

dans III; aussi espérons-nous que le lecteur voudra bien 

se satisfaire provisoirement de l'équivalence des propriétés 

(i) - (xiv). 

DEFINITION 5s Soient A un anneau factoriel et S une 

partie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro. 

Nous dirons que A est euclidien pour le p.g.c.d. le long de S 

si la propriété (viii) ci-dessus est vérifiée* 
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DEFINITION 6: Nous dirons qu'un anneau factoriel A 

est euclidien pour le p.g.c.d. s'il est euclidien pour le 

p.g.c.d. le long de A-(o). 

Remarque 1: La propriété (v) n'est qu'une légère 

adaptation de ce qui est parfois appelé "second stable 

range condition" (cf. /~5_7 pages 14 et 46). 

Remarque 2: L'intérêt des propriétés (iii) et (iv) 

est lié. entre autres, au fait que tous les anneaux commu

ta tifs actuellement connus pour être euclidiens le sont, 

sinon pour un algorithme proprement additif, du moins pour 

un algorithme proprement multiplicatif.il semble pourtant, 

à ce propos, qu'il n'existe pas sur Z d'algorithme proprement 

additif. Cette conjecture vaut-elle aussi pour les cinq 

anneaux euclidiens d'entiers des corps quadratiques imaginaires? 

On peut aussi se demander si tout anneau euclidien intègre 

possède un algorithme proprement multiplicatif. Dans la 

négative, existerait-il un anneau euclidien intègre sans 

algorithme proprement multiplicatif, mais possédant un al

gorithme "multiplicatif" à valeurs dans la partie positive 

d'un corps totalement ordonné? 

Remarque 3: Si A est un anneau euclidien le long d' 

une des ses parties multiplicatives saturées S f S est clai

rement contenue dans la construction transfinie de A. 

http://multiplicatif.il
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Si A est factoriel et euclidien pour le p.g.c.d.le long 

de S f tout oL4 S appartient au d°(ol)-ième cran non 

trivial de la construction transfinie de A. d°(cL) désignant 

le degré du diviseur principal o£A. C'est dire que le plus 

petit algorithme d'un anneau euclidien pour le p.g.c.d. est 

le degré divisoriel. Pour autant, si K est un corps algé

briquement clos, et si X est transcendant sur K, l'anneau 

A s» t£\J est bien connu pour être euclidien pour le degré 

divisoriel (cf. JC&JJ) mais, par unicité des restes, n'est 

clairement pas euclidien pour le p.g.c.d.. Rous verrons même 

que V P(ï) 4 A-(o), A/~F(x)~\_7 n9est pas euclidien pour 

le p.g.c.d.. 

EXEMPLE 1 : Soient x et y deux éléments non nuls d'un 

anneau factoriel A. Si A est euclidien le long de 

il l'est aussi le long de A (x) et de A (y). Donc, d'après 

les propriétés (i) et (ii), puisque tout anneau est euclidien 

le long de ses unités, on voit qu'un anneau semilocal prin

cipal est-euclidien pour le p.g.c.d.. 

Dans la propriété (xi), si S s A-(o), la condition (*) 

équivaut à la condition (**): V W , ̂  ^ A-(o), si *t* + ̂  4 0, 

alors î(«f + f ) .<T inf(î(«0.î(̂ )). Ceci nous autorise 

à présenter la notion d'anneau euclidien pour le p.g.c.d. 

comme une généralisation de la notion d'anneau de valuation 

discrète. 
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EXEMPL3 2: Soient B un anneau principal et X une indé

terminée sur B. Alors, l'anneau de fractions B(x) de B/~X_7 

obtenu en rendant inversibles les polynômes primitifs, est 

euclidien pour le p.g.c.d.; et si B est intègre, le groupe 

des idéaux fractionnaires de B est canoniquement isomorphe 

à celui de B U ) (cf. CïJ V THEGREl-iE 5). En intersec-

tant B(X) avec un nombre fini d'anneaux de valuations dis

crètes essentielles de ^ \J\ on obtient encore un anneau 

euclidien pour le p.g.c.d., comme il est facile de le vérifier. 

Remarque 4: Bien qu'il semble que, par une localisation 

finie (i.e. en rendant inversibles des éléments irréductibles 

en nombre fini) de Zf l'on puisse obtenir des anneaux eucli-

dions pour le p.g.c.d. le long d'une partie multiplicative 

saturée non triviale (e.g. Z/~1/2 7 et z / ~ 7 pouraient 

être euclidiens le long de la partie multiplicative saturée 

engendrée par 3), il est à observer que l'euclidienneté 

pour le p.g.c.d. (le long de tous les éléments non nuls) 

suppose une certaine abondance d'unités. Plus précisément: 

Un anneau principal intègre À ne peut être euclidien pour 

le p.g.c.d. dans aucun des deux cas suivant: 

(a) Le groupe abélien A* est de type fini; 

(b) A est une algèbre sur un corps K et le groupe quotient 

A /K est de type fini. 

On peut le voir comme suit: 



-10-

Dans le cas (a), si k est le plus petit cardinal d'un 

système générateur de À , et si 1 k est un entier, on 

peut toujours trouver 1 éléments irréductibles p^tPgf-tP^ 4 A 

premiers entre eux deux à deux tels que les corps de restes 

A/p.A (1 ̂  j ̂  l) ne soient pas de charactéristique 2. 

Alors, chaque (A/p A)* contient un sous-groupe d'ordre 2 

et, d'après le théorème chinois, (A/p^.• •PjA)* contient 

un sous-groupe isomorphe à (z/2Z)\ Donc, la surjectivité 

de l'application canonique A* —f (A/p,^. . .p^A)* contredirait 

un fait bien connu sur le rang des sous-groupes d'un groupe 

libre de type fini. 

Dan3 le cas (b), si char(K) ̂ 2 , on se ramène au cas 

(a) en raisonnant modulo K*. Si char(K) « 2, si k est le 

plus petit cardinal d'un système générateur de A / K , et 

si i > k est un entier, on prend 1 éléments irréductibles 

P.fPgj'-'fPj ̂  ̂  premiers entre eux deux à deux, et on re

marque que les éléments 1-rp (î j £l) engendrent dans 

«i 
2 2 2 & £ jt$. 

(À/PJ p^ ...p^ A) /K (après réduction modulo K J un sous-

groupe isomorphe à (z/2Z)\ Î4ême résultat! 

En d'autres termes, dans les cas (a) et (b), si k est 

le plus petit cardinal d'un système générateur de A (rep. 

de A7iCx), l'anneau factoriel A ne peut être euclidien.pour 

le p.g.c.d. le long d'une partie multiplicative saturée en

gendrée par au moins k+1 éléments irréductibles.premiers 

entre eux deux à deux. 
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Le groupe des unités d'un sous-anneau d'un corps global 

euclidien pour le p.g.c.d. est donc de type infini. L'exem

ple 3 ci-après montre que, néanmoins, le groupe des idéaux 

fractionnaires d'un tel anneau peut, lui aussi, être de type 

infini. 

NOTATION 3i Soient A un sous-anneau principal d'un corps 

global, x £ A-(0) et y 4 A-(o) deux éléments étrangers. 

Nous noterons respectivement 

A'(xtyA) l'anneau de fractions de A obtenu en rendant 

inversibles tous les éléments irréductibles p 4 A-(o) qui 

vérifient p-x £ yA et card(A/pA) ̂  card(A/xA) 

*(x+yA) 1 , a n n e a u fractions de A obtenu en rendant 

inversibles tous les éléments irréductibles de A qui sont 

congrus à x modulo yA. 

EXEMPLE 3: Soient A un sous-anneau principal d'un corps 

global, x 4 A-(o) et y 4 A-(o) deux éléments étrangers, 

et Pj, p^, p^ 4 A-(0_)_ des éléments irréductibles de 

A étrangers à y tels que (A/yA)* soit engendré par les classes 

résiduelles modulo (y) de x, p p„,. •., p et des éléments 
1 2 r 

de A*. On vérifie alors directement, an utilisant le théorème 

chinois, le théorème des progressions arithmétiques et quelques 

autres propriétés des corps globaux, que les anneaux 

\xnk)OhJ et \x+yA)0/v^2"'VrJ Sont euclidiens 

pour le p.g.c.d., de même que ieurs anneaux de fractions 

respectifs A (- + y Ayfl/yJ et
 A(^yA)Z*

1/plP2-•-P^-

On remarquera que l'anneau A ^ A j est euclidien pour 
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le p.g.c.d* le long de tous les éléments premiers à y, mais 

que A££ +yj^ n'est pas euclidien pour le p.g.c.d. si (A/yA)* 

n'est pas engendré par les classes modulo (y) de x et des 

éléments de A*. 

Remarque 52 Si la fermeture intégrale d'un anneau 

semilocal principal intègre dans une extension finie de son 

corps des fractions est clairement toujours un anneau semi-

local principal, la fermeture intégrale d'un anneau euclidien 

pour le p.g.c.d. dans une extension finie de son corps des 

fractions n'est pas, en général, un anneau euclidien pour 

le p.g.c.d.. La loi de réciprocité de Artin (cf. Z~4_7) 

et les exemples 3 ci-dessus permettent de construire de nom

breux contre-exemples. En particulier, on trouve que la fer

meture intégrale dans £ £[ ~5J7 d'un sous-anneau euclidien 

pour le p.g.c.d. de £ peut être un anneau de Dedekind non 

principal, et que la fermeture intégrale dans -ÏSjf 

d'un sous-anneau euclidien pour le p.g.c.d. de £ peut être 

un anneau principal non euclidien pour le p.g.c.d.. 

Remarque 6: Soient B un anneau factoriel et X une 

indéterminée sur B. En adaptant les raisonnements de 

(Z\7 5. ), on peut voir que l'anneau ^££\JJ£i^J 

n'est euclidien pour le p.g.c.d. le long d'aucune partie 

arultiplicative saturée non triviale. 
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III. REDUCTION ©•BUCLIDIENNETE - Il est bien connu 

(cf. Proposition ?) qu'on ne diminue pas l'euclidien-

neté d'un anneau en passant à l'un quelconque de ses anneaux 

de fractions. Bien plus, de nombreux travaux, dans des do

maines variés, mettent en relief le fait qu'un anneau 

non euclidien peut être rendu euclidien par une petite loca

lisation appropriée * Nous nous proposons de montrer ici 

que certaines localisations sont, au contraire, assez 

neutres de ce point de vue, i.e. que certains anneaux de fractions 

d'un anneau•donne ne sont: peu*: af:ro .paS pi u s euclidiens que 

l'anneau lui-même. 

NOTATION 4: Soient A un anneau intègre et S et T deux 

parties multiplicatives saturées de A ne contenant pas zéro. 

Nous noterons T~^S la partie multiplicative saturée de T~*A 

engendrée par S. 

NOTATION 5: Soient A un anneau intègre, K son corps 

d'effractions, et S une partie multiplicative saturée de 

A ne contenant pas zéro. Nous noterons 

R (A,S) » J z 4 K tels que z+H(A,S) = H(A,S) £ , 

# *(A,S) « J z 4 tels que zH(A,S) =* H(A,S) £ , 

S) = A p^*(A,S). 

THEOREME 1 : Soient A un anneau factoriel et S une par

tie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro. Alors » 

si la condition 
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(***) 4 A-(o), V y £ Â-(o), avec ^ et y premiers 

entre eux et 4 (A,s), 3 s ^ s t e l 1 u e v ~ s ^ A* 

est vérifiée» on a: 

(i) £ (A,S) - f(À,Sr1A; 

(ii) J < *U,S) « * (A,S}*; 

(iii) £ (ftU,3), r(A,3r1S) = ^ (A,S); 

(iv) La principalité de tous les idéaux de A qui ren

contrent S équivaut à la principalité de tous les idéaux 

de ^(A,S) qui rencontrent P (A,S)"*1S; 

(vj? A est euclidien le long de S si et seulement ai 

est euclidien le long de f* (A,S) S; plus préci

sément, tout algorithme sur A proprement additif (resp. pro

prement multiplicatif) le long de S provient d'un algorithme 

sur ^ (A,S) proprement additif (resp. proprement multipli

catif) le long de P (.A,S)~13. 

DEMONETISATION: Parmi les conséquences immédiates des 

définitions, on remarque tout d'abord que l'on a 

UT A C £ U,S) et A * C A *U,S) C A <A'S) C H(A,S), 

(b) V z l ^(A,S et V z ? 4 X*(A>S)* on a 

«•a 4 ^(A,S). 

En utilisant de plus la factorialité de A, on véri

fie encore directement que l'on a 

(c) Soit a/£ une fraction irréductible. Alors 

a/ 4 ^ U,S) si et seulement si V x ( S , ax+^ est 

congru modulo (f*x) à ( f>,x),(( p ,x) ,(ax+ (L )/(£ ,x)) où 

(y^y*) désigne un p.g.c.d. de y et y'* 
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(d) Soit /̂ l line fraction irréductible. Alors. 

4 &*(A,S) si et seulement siVx^SetVw^ t+xA 

1°) v est congru modulo ( |î>z) à ( fx) ( , 

2°) |i w est congru modulo ( *(x) à ( ̂ ,x)(<V,w)* 

Soit a/j[J 4-̂ 1 (A,s) une fraction irréductible. 

D'après (c) puis (a), on a (NA U.S)» D'après (c). 

on a maintenant V s 4 S avec s et premiers entre eux. 

s/^ 4A(U fS). Et, d'après ( V ) et (a), Y y ( A-(û) 

avec y et f% étrangers, la fraction irréductible y/̂1 

appartient à (A,S). 

Soient fi f 4 A-(o) étrangers avec V ^ * £ ^ (A,S)* 

Puisque |V 4 S (d'après (a)), on peut calculer ^ x+ 

modulo ( ^^tx^ V°ur tout x ( S à l'aide de (c) et simpli

fier la congruence par |3 1 pour obtenir que 

et donc que \/ |S ^ { (A,S). 
Soient 4 A-(o) un élément irréductible et k { H 

un entier ^ 2 tels que l/lf* £ &|Ls). Par (c), et par 
•*r» k-1 >̂  

simplification par TT , on peut voir directement que 

(ou x+*£"*) vérifie la congruence de (c) V x 4 S sauf dans 
le cas où les ordres en (tT) de x et de x+1f sont respec

tivement égal à 1 et supérieur ou égal à 2. Ce dernier cas 

se résout également: en simplifiait par TT > il équivaut k 

demander que V y £ A avecîT.y-t 4 S, 3 u ( A* tel que 

y-u 4 ClTy-OA; ort on sait déjà calculer (1îy-t)+1T 
En d*autres termes: 
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(e) Soit a/^> 4 & (A,S) une fraction irréductible. 

Alors, Vy £ A, on a y/̂ t 4 X (A,S>* 

Soient S et x 4 S avec (A,S). Puisque 

(|5,x)/|S <&(A,S), (C) nous dit que fi est congru à 

( j3,x) modulo (x). Soit de plus w « xy+1 4 1+xA. En calculant 

y) module (j3V(/3,y)) toujours au moyen de (c) 

(ce qui peut se faire d'après (e)), et en simplifiant la 

congruence par ̂  /(j$ ,y) f on trouve que w est congru modu

lo (fx) à (^,tr). 

Autï-ement dit, nous venons, d'après (d), de montrer 

l'inclusion ^(A,S) C A(A,S) r 1A. 

Comme l'inclusion inverse résulte immédiatement de (a) 

et (b), le (i) est prouvé. 

L'inclusion $f(A,S) C K U,s)* est triviale et V 

inclusion inverse se déduit immédiatement de (i) et du fait 

expliqué plus haut que, si 1 / ^ 1 £ & (A,S), alors, 

4 (K (A,S). Ce qui prouve (ii). 

(iii) provient automatiquement du fait directement 

wérifiable que H(AU,S), P(A ,sr 1S) «H(A,S). 

La principalité de tous les idéaux de A (resp. 

^(A fS)) qui rencontrent S (resp. p (A,S)~*S) équivaut 

[disons par factorialité) à la principalité de tous les idéaux 

)remiers de A (resp. & (A,S)) qui rencontrent S (resp. 

fU , sr 1

S ) . Puisque A est (évidemment) euclidien pour le 
>.g.c.d. fie long de f*(A,S), d'après (il Remarque 3) et 
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(Z*3_7 l'assertion (iv) vient simplement du fait que 

l'on n'a rendu inversibles que des éléments de la construc

tion tran3finie de A. 

Considérons une équation 

(t) a«(-r(*y$) = bpq(t/^) 

ou b 4 S, a 4 A-bA, r £ S et q ( A sont étrangers à tous 

les éléments de V (A,S), 

H, p, f » £ , J ^ {• P (A,S) et les fractions * / £ 

et Vrj sont irréductibles* 

Puisque X/ £ £ < ^ * ( A , 3 ) f on peut supposer, après 

avoir utilisé (d) et (c), que et $ divisent ̂ 3 • En 

particulier, d°0O+dc(i ) <T d°(^). On peut même voir 

que, si A*, cT et /̂ /nT ne sont pas premiers entre 

oux; et donc, dans ce cas, d°(70+d°(£) 4 ^ d°(j£). Ce 

résultat ne suffit pas à prouver cette assertion (y) que 

l'auteur croyait tout d'abord avoir démontré» Mais il semble 

que ce puisse être assez pour maintenir cette assertion 

au moins comme une conjecture. Si un contrexemple existe, 

il faudra sans doute-le chercher assez loin, et il ne sera 

sans doute pas inintéressant. 

DEFINITION 6: Soient A un anneau factoriel et S une 

partie multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro 

et vérifiant (***)» Nous appelerons ^ ( A) « (A,A-(O)) 

(resp* (A,S)) le réduit d'euclidienneté de A (resp. de 

A le long de S), et f" (À) = T (A,A-(o)) (resp. T(A,S)) 

le centre de réduction de A (resp. de A le long de S). 
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DEH0H3TRATI0N DE (xv) %f (xiii) ET (xvi) ~f (xii) (cf. Il): 

Remarquons tout d'abord que, si un anneau factoriel A 

est euclidien pour le p.g.c.d. le long d'une partie multi

plicative saturée S ne contenant pas zéro, la condition 

est vérifiée. Réciproquement, si (. « ) est vérifiée 

pour une partie multiplicative saturée S d'un anneau factoriel 

A, et si H(A,S) est un sous-groupe additif du corps d'effrac

tions de A, alors, d'après le Théorème 1,H(A,S) & (J^(A,S) 

est un anneau, et A est euclidien pour le p.g.c.d. le long 

de S. Par contre, si ( * ) n'est pas vérifiée, H(A,S) peut 

très bien être un sous-groupe additif du corps d'effractions 

t 

de A sans être un anneauo A titrs de contrexemple, il suf

fit de prendre un anneau factoriel B qui soit euclidien pour 

le p.g.c.d. le long d'une partie multiplicative saturée non 

triviale S ne contenant pas zéro, et une indéterminée X sur B. 

Alors, S est encore saturée dans l'anneau factoriel 

A = B/"x_7, et, d'après (/"*3_7 f A n'est sûrement pas 

euclidien le long de S, bien que H(A,S) « A+S^B soit 

un sous-groupe additif du corps des fractions de A. 

Indépendamment de la condition ( * ), l'implication 

(xvi) —Y (x.\l) de II se déduit directement des remarques 

(a) et (b) de la démonstration du Théorème 1. 

Remarque 7: Soit A un anneau factoriel. Alors, 1' 

ensemble non vide ^(A) des parties multiplicatives saturées 

de A le long desquelles A est euclidien pour le p.g.c.d. 
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est, pour la relation d'inclusion, un ensemble ordonné qui 

vérifie les hypothèses du lemme de Zorn et, V S £ £ ( A ) * 

on a P(A}S 4 ^ (A ) (d'après (d) de la démonstration du 

Théorème 1). Ce qui veut dire que p (Â) est contenu dans 

l'intersection (A) de tous les éléments maximaux de 

^ ( A ) * Cette inclusion n'est généralement pas une égalité, 

cornue le montre l'exemple suivant! 

EXEMPLE 4: Soient A un sous-anneau principal d'un corps 

global, y 4 A-(0) et x £ 1+yA. Alors, si y # A* et qu' 

aucun facteur irréductible de y n'appartient au premier 

cran non trivial de la construction transfinie de A, on a 

^ ( A(x +yA)
) = Aû +yA)

 = A(UyA)' 

,\) « la partie multiplicative satures de A/ ,\ 
(x+yA)y ^ (x+yA) 

engendrée par les éléments irréductibles p £ 1+yA 

tels que card(A/pA) ^ card(A/xA), 

f1' ( A(x +yâ)
} "A (7). 

Remarque 8: Soient A un anneau factoriel, S une partie 

multiplicative saturée de A ne contenant pas zéro vérifiant 

\ * ), et T une autre partie multiplicative saturée de A. 

Alors, T~1S vérifie (***) dans T^A et 

T~\& (A,S) C (T^A.T^S). 

L'exemple 4 ci-dessus et l'exemple 3 du II permettent 

de se rendre compte que cette inclusion n'est généralement 

pas une égalité. 
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EXEMPLE 5* Soit A un anneau semilocal factoriel avec 

un idéal maximal ^ de hauteur ^ 1 et r idéatix maximaux 

de hauteur 1 Ap4 , Ap , . • • , Ap (r S l) d Alors, la remaraue 

(c) de la démonstration du Théorème 1 permet de vérifier 

directement (mais pas nécessairement immédiatement) que 

î/p jP 2--.P r M* *-e* ̂  (A) AZ"î/P1P2--PrJ
r ^ / v u / * 

2 

Si A est régulier de dimension 2 f et si t 4 1̂ t 

on peut remarquer que k£\JtJ et JK [k)£\/\J = j{{k£\/tj) 

sont euclidiens le long de toutes les parties «^(y), où 

y 4 A . 

Remarque 9: Si un anneau intègre A est euclidien pour 

une fonction (cf. £$J p. 43-44) , alors A ne peut être 

euclidien pour le p.g.c.d. que le long de ses unités ou 

peut-être le long de la partie multiplicative saturée en

gendrée par x, et (k) *= A. 

IV. CONCLUSION - Le but essentiel de cet exposé était 

de suggérer la possibilité, pour la notion de division eu

clidienne le long d'une partie multiplicative saturée, de 

permettre une analyse plus rafinée de l'euclidienneté. 

L1auteur, qui n'est qu'un mathématicien en herbe à qui 

l'on a fait trop d'honneur en le laissant parler devant 

des mathématiciens confirmés, s'excuse de la trivialité 

de son exposé qui ne comporte qu'un théorème, et d'avoir 

cédé k la facilité de donner des conjectures , parfois, 

plutôt que des résultats solides. Et, comme pour aggraver 



- 2 1 -

son cas, il se propose de terminer avec quelques dernières 

questions et conjectures: 

Se peut-il que pour un anneau d'entiers algébriques 

A et un élément x 4 A-(c) l'on ait ^ i^T\/xJ £ A/~1/x_7? 
On peut formuler la même question pour les anneaux 

de fonctions algébriques à une variable sur un corps fini; 

mais, comme dans ce cas, l'euclidienneté pour le p.g.c.d. 

le long d'une partie multiplicative saturée non triviale 

semble à l'auteur plus dificile à obtenir, celui-ci propose 

de conjecturer que les localisés finis principaux d'anneaux 

de fonctions algébriques à une variable sur un corps fini 

soient tous réduits. 
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