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ESTIMATION DE L'ERREUR D'INTERPOLATION POUR DES ELEMENTS FINIS 

QUADRILATERAUX QUI PEUVENT DEGENERER EN TRIANGLES 

Pierre JAMET (*) 

1 - INTRODUCTION 

Nous allons considérer un élément fini quadrilatéral de type 

et établir une estimation de l'erreur d'interpolation sous une condition 

plus faible que celle de Ciarlet et Raviart [ 2 ] . Tout d'abord, nous allons 

faire quelques rappels et introduire quelques notations. 

Soit K un quadrilatère plan convexe de sommets consécutifs , 

M^, distincts et soit : 

1.1) M = ç d - n î M j + £ n M 2 + (l-Ç)n M3 + (1-Ç) (l-n)M 4 , 

un point quelconque de K, avec (£,n) = M€K = [o,i]2 

Soit l'application M -> M définie par (1.1). A toute fonction 

• définie sur K correspond biunivoquement une fonction <j> définie sur K au 

moyen de la relation canonique <f>(M) = $(M) = * (M)) t V M £ K. Soient 

l'ensemble des fonctions $ qui sont des polynômes de degré < 1 par rapport 

à chaque variable Ç et n séparément et Q = (K) l'ensemble des fonctions <f> 

correspondantes. Soit Q l'opérateur d'interpolation qui fait correspondre à 

toute fonction u continue sur K la fonction Qu telle que : 

1 .2 ) Q u £ Q l f Qu(M±) = u(M±) pour i = 1, 2 , 3, 4. 

Le couple (K,Q) définit un élément fini de type Q . 

Nous allons chercher à estimer l'erreur d'interpolation u - Qu 

2 

pour une fonction quelconque u € H (K) C C(K) . Nous utiliserons les notations 

suivantes : 
||u|| = norme de u dans l'espace de Sobolev w m' P(K) 

m * P 9 K 
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lui = semi-norme de u dans l'espace de Sobolev w m' P(K) 
1 lm,p,K 

obtenue en considérant seulement les dérivées 

d'ordre égal à m. 

L'indice p est omis lorsqu'il est égal à 2 , 

c'est-à-dire pour l'espace de Sobolev H m(K) = w m ' 2 ( K ) . 

Soient de plus : 

h = diamètre de K 

h' = longueur du plus petit côté de K 

p = maximum du diamètre des cercles contenus dans K 

8. = angle de K correspondant au sommet NL. 

Ciarlet et Raviart [2] ont estimé l'erreur d'interpolation u - Qu 

sous les deux conditions suivantes : 

1.3) h'/h > a > O 
o 

1.4) |cos g I £ a 1 < 1 pour 1 £ i £ 4, 

où 0^ et o sont deux constantes, (voir également Strang et Fix [5] ) 

Nous allons établir une estimation semblable à la leur, mais sous 

une condition plus faible. Notre résultat est le suivant : 

Théorème 1 

Supposons que le quadrilatère K satisfasse la condition 

1 .5) p/h ^ a > 0 , où a est une constante. 

Alors, il existe une constante C = C(or) qui dépend seulement de a, telle que : 

1.6) | u - Q u | m í K * e h 2 " 1 » |u| 2 # K . 

2 
pour m = O et 1 et pour toute fonction u € H (K). 

Remarquons que les deux conditions (1.3) et (1.4) interdisent au 

quadrilatère K de dégénérer en triangle et qu'elles entraînent la condition (1 .5) 
2 1/2 

avec a = a (1 - a^) . Par contre, la condition (1 .5) n'exclut pas la dégéné-
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rescence du quadrilatère K en un triangle puisque le rapport h'/h peut être 

arbitrairement petit et que le plus grand angle de K peut atteindre T T . 

La démonstration du théorème 1.1 repose sur quelques résultats 

préliminaires qui font l'objet des sections 2 et 3 ; ces deux sections sont 

indépendantes. Le théorème 1.1 est démontré dans la section 4. 

2 - CONTINUITE DE L'APPLICATION CANONIQUE j •» (j> POUR UN QUADRILATERE QUELCONQUE 

Lorsque le quadrilatère K satisfait les conditions de Ciarlet et 

Raviart (1.3) et (1.4), l'application canonique <|> <f> est continue de n'importe 

quel espace de Sobolev w m' P(K) dans l'espace correspondant W^'^dC). Ceci provient 

de ce que le jacobien J de la transformation *Sf est borné inférieurement par 

une constante positive. Il n'en est pas de même lorsque le quadrilatère K 

satisfait seulement la condition ( 1 . 5 ) . Par exemple, si l'un des angles de K 

est égal à TT / le jacobien J s'annule au sommet M. correspondant et il en résulte 

que si (j) est une fonction quelconque dans W (K) , les dérivées de <\> ne sont 
j. 1 0 0 

pas bornées en général au voisinage de M^, donc $ £ W ' (K) . Par contre, nous 

allons montrer que 1/J est sonmable dans K et que l'application $ •+ $ est 

continue de W 1 / 0°(K) dans H 1 (K) . 

Lemme 2.1 

Soit K un quadrilatère convexe quelconque de sommets consécutifs 

M^, M^r M^, distincts. Soient 6 l'angle des deux diagonales M^M^ et M^M^ 

et O leur point d'intersection. Soit a^ = |OM^| = la distance du point O à 

chaque sonmet M^. Supposons a^ > O pour i = 1,2, 3 et a ^ ^ O . Alors : 

rr - « 

2.1) JJ |j| dÇ dn < 2/ (sin0. a 2 / a ^ ) 
K 

DEMONSTRATION 

Choisissons deux axes de coordonnées rectangulaires quelconques 

(OX3OÏ) dans le plan de K et soient deux axes de coordonnées auxiliaires 

(Ox3Oy) orientés selon les vecteurs diagonaux MJi*l et MJi\. Soient J 7 le 

jacobien de la transformation (^3T\) -* (x3y) et le jacobien de la trans

formation (x3y) -> (X3Ï). On a J - JjJ2 B t " S^H 8 " 
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(le signe de J0 dépend du sens de la numérotation des sommets M J. 

D'autre part, on a d'après (1*1) : 

- £,(l-r))a2 - (1-Vr) a2 

y = a2 - (1-ï) (1-T\) a4 

D'où : - ^2a2^ + a2a3r] * asa4^~^ + a^a^1""^ * a2^al^ + a ^ n ) >. 0. 

On en déduit, après intégration en Ç : 

\\ 1^2 I " 2 ^ d* * ITfr \l L°*(1 + ^ ^ ' 
K 

1/2 
Puis* en utilisant l'inégalité Log(l+t)<t 3 Vt > 0> on obtient : 

Ic^T 2
 dK dr) < 2/(a2 i/af^) 3 

d'où l'on déduit immédiatement (2.1). 

Corollaire 2.1 

Soit K un quadrilatère convexe qui satisfait la condition ( 1 . 5 ) . 

Alors, il existe une constante C = C{o) telle que : 

2.2) <35 an < c h " 3 / 2 h , _ 1 / 2 , 
J « 

K 

où h est le diamètre de K et h 1 la longueur du plus petit côté. 

DEMONSTRATION 

Supposons que l'on a numéroté les sommets M. de telle sorte que 

a. = min {a. ; i = 1323Z,4] et a $ a . 
i 1* ô 1 

On a : min {\M^M^\ J |M Af | } > p > ah > 

i.e. min {a^+ a^3 a^+ a^} > ah. D'où : 
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2.3) min {a^a^} > ~ ah. 

D'autre part, on a : 

2.4) a2 :> | \ i t ^ 4 \ >. \ h' , et 

2.5) Q ^ QQ = 2 Arc sin ̂  . 

En portant dans (2.1) les inégalités (2.3), (2*4) et (2.5), 

on obtient (2.2). 

Lénine 2.2 

Soit K un quadrilatère convexe quelconque. Quelque soit 

\ Q W 1 , 0°(K) , on a <|> 6 H^K) avec 

2 - 6 ) l*ll,2,K * C h 1 * 1 ^ 0 0 ^ (// | j | " l d ? d ^ 1 / 2 ' 

K 

où C est une constante. 

DEMONSTRATION 

Soient (OXjOY) deux axes de coordonnées rectangulaires dans le 

plan de K. Un calcul simple donne : 

* ! £ . ! T 1 1 _ 3 Y 1 r d± " 

3x 3n 3Ç 3Ç 

3<j) J _ 3X. M 3 £ 
3Y 3n 3Ç 3n 

H . * 2 / 2 l + l l3„3K
 / 1^1 ' P ^ * " 1 e t 2 j *J " X> X2 = J' 

On en déduit (2.6) en utilisant la formule d'intégration : 



- 6 -

Remarque 

Dans la démonstration précédente, nous n'avons pas utilisé le 

fait que K et K sont des quadrilatères. Le lemme 2.2 est valable pour un 

élément fini isoparamétrique quelconque pourvu que 1/J soit sommable dans K. 

Du lemme 2.2 et du corollaire 2 . 1 on déduit immédiatement le 

résultat suivant : 

Corollaire 2.2 

Supposons que le quadrilatère K satisfasse la condition ( 1 . 5 ) . 

** 1 #°° i 
Alors, pour toute fonction <f> £ W (K) , on a <|> £ H* (K) et 

2.7) U | 1 > 2 f K f C(fl)(^ 1 / 4 |*| l f. f K f 

où C(a) est une constante qui ne dépend que de a. 

3 - INTERPOLATION LINEAIRE DANS UN QUADRILATERE 

Soit K un quadrilatère convexe de sommets consécutifs , M^' 

et M^. Soient h le diamètre de K, T le triangle de sommets , M^, et p T 

le diamètre du cercle inscrit dans T. Supposons : 

3 . 1 ) PT/h £ P > 0 où y est une constante. 

Soit P l'opérateur d'interpolation défini par : 

3.2) Pu £ Pj, Pu(M ) = u(M ) pour i = 1 , 2, 3 

et pour toute fonction u continue sur K, où P^ désigne 

l'ensemble des polynômes de degré £ 1 par rapport à des 

coordonnées rectilignes quelconques dans le plan de K. 

2 

Pour toute fonction u £ H (K), nous voulons estimer les semi-normes 

l u - Pu pour m = 0 et 1 , et l'erreur ponctuelle u(M) - Pu (M) I en un point 

quelconque M £ K. Les constantes intervenant dans ces estimations ne devront 

dépendre que de y. 
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Lemme 3 . 1 

Supposons que le quadrilatère K satisfasse la condition ( 3 . 1 ) . 

2 , , 
Alors, pour toute fonction u G H (K), on a : 

3 - 3 ) l U - P U L , K * C ( ^ ) h 2 " m | U l 2 , K ' 

pour m = 0 et 1, où C(y) est une constante qui ne dépend 

que de y. 

DEMONSTRATION 

Le triangle T est l'image d'un triangle de référence fixe 2* au 

moyen d'une transformation affine F. Posons K = F (K) et M = F (M)3 ¥ MeK. 

Soient u et $ définis par u(k) = u(M) et 2* u(k) = Pu (M), V M € K. Le quadri

latère $ est contenu dans le triangle 2*y déduit du triangle 3* par une homo-

thêtie de centre M^ et de rapport 2/y. On peut donc appliquer le théorème de 

[3] qui donne une estimation de l'erreur d'interpolation dans une famille de 

domaines "uniformément connexes" 3 en particulier dans une famille de domaines 

convexes et uniformément bornés. On obtient : 

3.4) \u-n\mj sco(v) \Z\2iï , 

pour m = 0 et l j où CQ est une constante^ indépendante de 

qui ne dépend que de y. En utilisant ensuite un argument classique de Ciarlet 

et Raviart on en déduit l'estimation (3.3). 

Lemme 3 . 2 

Supposons que le quadrilatère K satisfasse la condition ( 3 . 1 ) . 

Soit M un point quelconque de K et d = min { |M M^| ; 1 £ i £ 3 } . Alors, pour 

tout nombre réel a , tel que 0 < a < 1, il existe une constante C = C(a,y) 

qui ne dépend que de a et y, telle que : 

3 . 5 ) |u(M)-Pu(M)| * C d V ' ^ u L , 

2 
V u € H (K) et V M € K. 
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DEMONSTRATION 

Nous allons d'abord démontrer (3.5) dans le cas h = 1. La condi

tion (3.1) entraîne que tous les angles du quadrilatère K sont supérieurs à 

un angle $o = Soit GQ un triangle isocèle fixe qui admet deux angles 

égaux à $ /2 et soit M. le sorrmet de T le plus proche du point M. Il existe 
O Q 

un triangle isocèle G semblable au triangle G^ qui admet pour base le segment 

M M. et qui est contenu dans K. Soit un opérateur de prolongement 
/ 2 2 2 \ 

E€«J(R (GQ)* H ( IR )). Il lui correspond par similitude un opérateur de pro

longement E (H^(G)j ( R^)). Les normes des deux opérateurs EQ et E sont 

égales et ne dépendent que de $q3 c'est-à-dire de y. 

Soit w une fonction quelconque dans H^(G). D'après Lions ( \4\3 

théorème 3.4), il existe une constante C = C (a) telle que : 
o o ^ 

\w(M) -W(MJ \ * Ca(a) \MMé\
a \ \M\H2( rf) 

è coM c y y ; \MM.\
a \ \w\\2aT . 

En prenant w = r^(u - Pu)3 où r^ désigne la restriction à G3 

on déduit : 

\u(M) - Pu(M)\ = \w(M) \ = \w(M) - v(M.)\$C0(a) ^ (\x)cP\\u-Pu\| g R. 

D'oùy en appliquant le lemme 3.1 avec h = 13 

\u(M) - Pu(M)\ $ C(ay]x)cf \u\2 R. 

L'estimation (3.5)3 avec h > 0 quelconquej s'en déduit par une 

simple similitude. 

Remarque 

Les lemmes 3.1 et 3 . 2 sont valables pour des domaines K qui ne 

sont pas des quadrilatères, en particulier pour des domaines convexes quelconques 

contenant le triangle T. On peut aussi considérer des opérateurs d'interpolation 

plus généraux comme dans [3] . 
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4 - ERREUR D'INTERPOLATION POUR DES ELEMENTS FINIS QUADRILATERAUX DE TYPE Q1 

Nous allons maintenant démontrer le théorème 1 . 1 . Soit un quadri

latère K qui satisfait la condition ( 1.5). Soit O le point d'intersection des 

deux diagonales M^M^ et M^M^ et soit a^ la distance du point O à chaque sommet 

M^. On suppose que les sommets sont numérotés de telle sorte que a^ £ a^, pour 

i = 1 , 2 et 3. Alors, le triangle T de sommets Mj, et satisfait la condi

tion ( 3 . 1 ) où y est une constante qui dépend de a . Soit P l'opérateur défini 

par ( 3 . 2 ) et soit <(> la fonction définie par : 

<J> € Qj , (MMJ = O pour i = 1 , 2 , 3 et <(r (M4> = 1 . 

On a : Qu - Pu = (u(M4> - Pu(M4))((> , d'où : 

4 - 1 } l U " Q U L , K < l U " P U l m , K + 1U(M4> " l * l« fK * 

Les trois termes du second membre sont majorés en appliquant res

pectivement le lemme 3 . 1 , le lemme 3 . 2 avec a = 1/4 et le corollaire 2 . 2 . 

L'estimation (1.6) en résulte après avoir remarqué que l'on a : 

d(M 4) = min { |M ±M 4| ; i = 1 , 2 , 3 } £ C(a)h\ 

où c(a) est une constante qui ne dépend que de a (cette inégalité est une 

conséquence directe de ( 3 . 1 ) ) . 
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