M. BORDENAVE

Une méthode d’éléments finis pour I’équation d’évolution
de Navier-Stokes dans un ouvert borne du plan avec des
conditions aux limites « séparables »

Publications des séminaires de mathématiques et informatique de Rennes, 1977, fasci-
cule S4
«Journées éléments finis », , p. 1-15

<http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1977___S4 A2_0>

© Département de mathématiques et informatique, université de Rennes,
1977, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la série « Publications mathématiques et informa-
tiques de Rennes » implique 1’accord avec les conditions générales d’utili-
sation (http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou
impression systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie
ou impression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=PSMIR_1977___S4_A2_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

UNE METHODE D'ELEMENTS FINIS POUR L'EQUATION D'EVOLUTION
DE NAVIER-STOKES DANS UN OUVERT BORNE DU PLAN AVEC DES

CONDITIONS AUX LIMITES "SEPARABLES"

u. BorpEnAvE (¥

INTRODUCTION

On considére 1'équation d'évolution de Navier-Stokes dans un ouvert borné sim-
plement connexe du plan dans sa formulation par la fonction courant ¥ , avec
des conditions aux limites homognes sur ¥ et son laplacien AY (conditions
"séparables"). On approche 1'équation d'évolution par un schéma implicite “back-
ward" en temps et par éléments finis en espace. On propose ensuite un schéma de

Crank-Nicholson pour améliorer la précision en temps.

. LE FROBLEME (ef. LIONS [1])

(%)

On consideére 1l'é&quation d'évolution :

) . 2 .Y 93 A B

ot (=A%) + v A % 3y (-ay) + 5y ox (-ay) =0
(1-1) ¥(0) = ¥ W/P =0
A‘y/r =0

dans un ouvert 6 de 82, bornd, simplement connexe, de frontiére T assez ré-
‘o ~ . . 2 ‘
guliére. On a alors le résultat suivant ([1]) : Si YOEZH (GJ)fWHg( 6)

AwoéiLm(G) , le probldme (1.1) a une solution unigue qui vérifie

wEL(0ﬂ3;Ha@)nH3@M
3

(1.2) 5 : N 3{»(Aw) ei?(o,T 5 H_1(®))
AYeL°(0,T ;HJ@HOL(Q)

o‘a Q::IO’T[X G
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Si 1'on pose - AY = u , le probléme (1.1) peut se formuler :

B _ o, 3 3w, 3 Bw_
ot X 9y 9y 9x

E
o

-
n

- AY
o

- AY = g
(1.4)

¥/, =0

ou sous la forme faible suivante :

(-g—Q v) + v oale,v) + b(¥,w,v) =0 VvéHl(@) vt «]o,T[

(1.5) ¢
w(0) = - Y
(1.6)  al(¥,w) = (w,w) ywen () vte]o,r

o (.,.) est le produit scalaire dans Lg(@) R

. oY aw oy oW o
= —_— e — == 3 r
a(¥,w) J ( 9x 9x 3y ~ 9y ) dx &

(- Bw 3 du

3
dx Ay oy ox ' dx dy

b(¥,w,v) = [
6

. e o . L ‘
oi b est trilinfaire continue sur W1’ (6) x H;(@) x Hl(@) .

On a par ailleurs b(¥,v,v) =0 vaiHl(@) car la dérivée tangentielle de ¥

est nulle sur I . On supposera par suite la solution (¥,w) suffisamment régu-
liére pour justifier les majorations d'erreur effectuées, régularité précisée au
cours des démonstrations. Par ailleurs et sauf indication particulidre, |.| aé-

signera la norme dans L2(6) et |].]| celle dans Hg(@)

LE PROBLEME APPROCHE

. . . . .. 1
Soit (Mh)h<z]o,1[ une famille de sous-espaces de dimension finie de HO(G)
tels qu'il existe C constante > 0 et k entier 22, si 0 < s 1,55 £2<5k

les espaces M,_ ont la propriété suivante :

h



(2.1) inf [lo=x|| . scnt |yl ,  powr xem()nx(e)
H° () H °

beM,

et on considlre la suite de probl2mes approchés (consulter [2] » [3] . [h] ’ [5]

(6)

[6] pour des résultats concernant le probléme avec d'autres conditions aux limi~

tes).

(2.2) Trouver Qn+1 €M,
n+t n
- + +
(20— o)+ va@ 0 + (™0™ 0) =0 veenw,
(2.3) Trouver <I>n€Mh

a(e™,6) = (2%,0) VoeM

La suite de problémes (2.2) (2.3) ol At est le pas de temps, n est entier,
0O<ns<N avec NAt =T , est bien définie si on se donne ° €M approximation
de w, = A‘Po . On se propose ici de montrer que f° est alors une ApproXima-

tion de w" = w(tn) = w(nAt) et @" une apprbximafion de ¥ = ¥{nAt) .

Si w est assez régulier en t , le "systéme contimu" (1.5),(1.6) permet d'écrire

(Gtwn+ % s¢) + v a-(wn+1 :¢) + b(‘yn9wn+1 :¢)
(2.4)
= (~r_8) - b(s 0" ,8) voeM
(2.5) a(¥",6) = (u",9) V4 M
+ ! m‘n+1_ WP ™ n+ ;
of S 2= TR s Tu T ar () T
_ i+l _n
s, k4 ¥
Si, conformément & [7] , [8], on @éfinit 1'application :
Zg = [O,T:J—* Mh par :
(2.6) alz;(t),¢) = alu(t),¢) Vo €y

on a le théordme suivant : [7] (8] .



Théoréme 2.1.

si wel?(0,T ; Hz(@)nﬁl(@)) et si %% €L2(O,T;H£(®)0Hl((9))
2. lmpll , sclloll , 5, BTV iclg ok
L°(0,T;H_(6) L°(0,T;H (6))
an £-1
2 dw *h
(2.8) I 5 11 scl 5 | 2
1P, ](6)) % " 12(0,m5H(6))
o ny(t) = z,(t) - w(t) R (6)
De plus, comme dans ces conditions
an
2
(2.9) Il o < c(|{n,l] Ll e )
2L (O,T;Hl(@)) 2 L2(0,T;Hl(@) ot LQ(O,T;H;(G)
on a :
3w £-1
(2.10)  |Ingll < c(llul] 52 1 ) .
2l = Lz(HZ) 3t Le(Hz)
ou ng = n2(nAt). D
Si on définit (cela est possible en vertu des propriétés de a(.,.) )
Vn: 0g&ngUNN
n . n - (0 ~ no_
(2.11) z, €M par : a(z1 ,0) = (z2 »0) VvoeM ol z, z2(nAt)

on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.

Si weL“(o,T ; Hz((Q)ﬂHl((S)) on a :

(2.12) s eyl + v || ) 1!
[y |L°°(H£) Hu)HLQ(He) e IIL2(H£)

o 1s4d< ¥k , nn=zn—wn€Hl((9) .

1 1

Démonstration analogue & celle du théoréme 2.1, compte tenu des résultats de

ce théoréme pour ”2 , 4 partir de 1l'équation 2.11. D
+ + +
Rappelant alors que zg Yooty n; 1 , compte tenu de a(n2+1,¢) =0 Vé¢eM
n+1

et de (2.4), on a 1'équation suivante pour Z,



(2.13) (6t22; %',¢) + va(zn 1,6) = (5tng+ %',¢) - (rn,¢)

b(¥", n+1,¢) - b(sn,mn+1,¢) VoM
Posant alors p2+1 = Qn+1 - zg+1 e:Mh et retranchant membre & membre (2.13)
de (2.2)

n+ %~ n+1 _ _ o~ a0 antl
(8.0, 0) + voalp, ,¢) =-0(e7,a ,4)

(2.14) + b(v™,u™ T, e) + b(s, ,wn+1,¢)

+ (r_,0) - (805" T ) VoeM, -
or (87,07 4) - p(¥,u™ 1 6) = v(e™¥™ W™ g) + v(e®,0" ™ p)
et compte tenu de Qn+1—wn+1 = pg+1 + n2+1 et posant e? = ¢n—wn R

(2.14) devient

(thg+ %',¢) + v a(og+1,¢) = - b(e?, n+1,¢) - b(e", g+1;¢)
(2.15) - v(e",m3 1 ,0) + bls, ™0

o ,0) - (62 T e) veen

. +
Faisant ¢ = pg Vet compte tenu de b(8" n+1 n+1)

Ps Py =0 il vient

1
n+ n+1 ntl12 _ _ BBt oty RS
(8,05 > Py ) + v |le, 11 b(e1,m P ) - plo Mo 2P
(2.16) ' 3
n+l n+1 n+1
R n+ n+1
b(sn,w 05 ) ¥ (rn,p2 ) - (5t - 05 ) -

On a alors besoin de quelques lemmes (ol C désigne des constantes diverses)

Lemme 2.1 (voir aussi [9] pour des estimations analogues).

si wel™(0,T ; W°7(6)) ona :

< clfwl]
L (W

(2.17) b(e

n n+1 n+1
1

, ™1, o2 eIl 1o2*)

1,

(On utilise les inégalités de Schwarz et Fiedrichs).



Lemme 2.2 si —3—% e12(0,T ; L2(6))
- at
n+1 2
(2.18) ENERRC I | 25 | ar
: t ot

On démontre ceci avec la formule de Taylor & reste intégral.

Lemme 2.3. (de manidre analogue)
1
n+ % t an
2 1 n+1 2 |2
(2.19) |6tn2 1" < 5 I | P | “ar
t
n
Lemme 2.4  (id.)
. Ay 2 -
8i -y €L°(0,T ; H_(6))
2 tn+1 ¥ 2
(2.20)  ls,lI? cae [P e
t
n

Lemme 2.5. (%)

81 1'ouvert 6 est régulier et s'il n'y a pas de petits triangles :

Ve : 0<e <] dcl(e) tq :
(2.21) |¢n‘1 s C£€) lin
4 h
Démonstration : Soit en effet uezH;(G) solution de :
n 1
a(u,v) = (9 ,v) VV€HO((9)

I1 existe alors ryu €M (interpolée de u) telle que :

|u—rhu| < C.h |Qn|

1,2

(2.22) &

lal, o < cle

Iu—rhu|1’p < C|u|1,p < C(p) |u|2’2 » P>2.

(%) Suggestion et preuve dues & M. CROUZEIX.



" &tant solution de : a(d",4) = (°,¢) V4EM , on a donc
' ' n yon
(2.23) |z, u-e |1’2 <Ch |a7]

d'ol d'une maniére analogue a [1@] (n® 7 , remarque 1) si p 2 2 :

¢ 2
(2.2h) lrhu—<1>n|1’]p < TR |rhu-¢n|1’2 < ¢ n?/P|gP| et dome
n n Ao : n
(2.25) |o '1,p < |¢v—rhu|1’p + lrhu---ulhp + |u|1’p < ¢(p) |a7] .

D'autre part, toujours d'une maniére analogue & [ﬁQ] s on'démontre

(2.26) o7 o« —SRL |7

1,p

donc finalement (2.21)

Lemme 2.6 Dans les hypothéses du lemme 2.5., on a :

e : O <g <1 Ic(e) tq :

22n)  Joff, <« S|l
? h

. . + . ~
Démonstration : On fait ¢ = Qn ! dans (2.2) et on obtient apres un

e et et e o e

calcul classique :

.

ngN

A

(2.28) lin < |Q°| ¥n: 1

Alors avec les choix habituels de Q° par rapport & ° (projection H; .

interpolée) on a :

[@°] € c||w®]| donc finalement (2.27) d'aprés (2.21). il

~

Pour le second membre de

(2.%6) on ugilise les lemmes précédents et de maniére
répétée 1'inégalité ab < o %— + %- %’ , ainsi que 1'infgalité

1311 < cllozl + [Injl1)  qui se agauit facilement de (2.3)

et (2.11) en posant :



Tout cela pour obtenir finalement

2
(2.09) (6,05 T 02T 4 o] B2 [;CellmllL“(whm) [In311% +

a A2 1 2, nt1,,2 . a A2 2 2
5 () 5 e 1S + 5 € o] o s 1l
2 h2€ ’ 2 2 L°°(W1’) n
t t
r n+l 2 n+1 an
+£CAtJ |-§——@-|dr+—9—J |'——2"|d‘r]
2‘ t 3t2 2At £ ot
2 2 n 2 5 n+1,2
+ 0 C ||w|| w(w1’m) |02| - |92 | .
Notant ensuite An+1 la parenth&se du second membre de (2.29), il vient aprés

un calcul analogue & celui fait pour obtenir (2.28)

1og.nthi2  n2 n+1 2
(2.30) e (Ip2 | o) < A )

2,
2 + ac?|[u] |, lo

o,
n+1 ( s ® ) 2 20,

On obtient alors, faisant a =5 , le

Théoréme 2.2

Si w vérifie les hypothéses du théoréme 2.1 et des lemmes 2.1 et 2.2, ¥
celles de la proposition 2.1, du lemme 2.4, l'ouvert Get la famille Mh tels
que le lemme 2.5, si At est suffisamment petit (At < a < 1), on a 1'inéga-

1ité suivantz (théoréme de stabilité) :

(2.31) Iog”l s c(]ed| + A) 0<ng N-1
ou
L(W ) L (") L°(H") L (H")
corcle) el ] (] fu]] I ). nt1me
| Le(HZ) ot Lz(HE)
el R || VTR TR
L' 12(x)) a2z,
3w : - £-1
+ e [l . h
5 12(12)
ot 154 <k , O0<ege <1

¥.B. La stapilit? inconditionnelle requiert donc £ > 1 .



Démonstration : On multiplie les deux membres de (2.30) par 2At et

on somme pour 0 £ n g J ,JO < J € N-1 les inégalités correspondantes,

puis on majore le terme Z At A
0 n+1

proposition 2.1 et des lemmes, enfin on applique la forme discréte du lemme

compte tenu du theoreme 2. T de lsa

de Gronwall pour obtenir finalement (2.31). []

On peut alors conclure par le théoréme de majoration d‘'erreur

Théordme 2.3.

Dans les hypothéses des théorémes 2.1 et 2.2 et si

£-1

losl < clfw]] , .+ & 1<Lgk
H

onapour 0g£ng N

, , n £-1-€
(2.32) |e2| < C, At +Cyh
ve : 0 < g <1

£-1-
(2.33)  llejll scgat+o n7°

Démonstration : évidente pour (2.32) & partir du théoréme 2.2.
Pour (2.33) on utilise 1'inégalité ||e?l| sC(lpg| + |]n?l[), 0

Remarques : 1. Les constantes C1 C C3, Ch

N
2. On peut obtenir par le méme procédé, une estimation identique de ( 2 At}lenll )

ne dépendent pas de At et de h. 1
2,2

(norme discréte AH;)

3. L'hypothése du théoréme 2.3 sur pg est vérifiée dans les conditions habi-

tuelles de choix de 0° approximation de w® soit par exemple la projection H; :

p; =Q° - ZZ ol a(zg,¢) = a(w®,¢) VoM, soit aveec Q° zg pg =0
ou 1l'interpolée de w° par une fonction de M : Q° = rhw° (possible si p
ex. w° EHE(G))

=====p

alors comme a(rhw°—zg,¢) = a(r, w®-uw®,s) vosM il vient

h
|]rhw°—z§|[ sfllrhw°—w°|| <C }'{e_1 1<fgk

si m°€ZH£(®)ﬂ Hl(@) oi C dépend de ||w°|lH£ .

L. On n'a pas d'estimation optimale dans L2 . D
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3. UNE METHODE DE CRANK-NICHOLSON "EXTRAPOLEE"

On se place dans les hypothéses de 2. pour les espaces Mh s h 630,1[ , et

on considdre la suite de problémes approchés

o]
Q eN% .

(approximations de w° et w1 supposées construites)
M

1

ntl1 n
Q - + + +
(3.1) (=, 4) + v a@™ 7 ) +b(<1>:’}, @™ % 4) =0 véeM
n+1 n
~ n+ %- R+ 9
= —_———— e
od > Mh
1¢ngN NAt = T
S A W R By
* 2 2

od o% est défini par

(3.2) a(e",4) = (2,6)  veeMm
Si w est assez régulier en t , le systéme "continu" (1.5) &crit pour t = t
et t = LI joint & (1.6) écrit pour t = ty entraine :
n+ n+ 1 n+1 n+i
(330 G a0 vy a™ T e e W)
1 n n
+ > o(¢¥",u"¢) = 0 veeM,
N 1 3w 1 3w n+
——— + = 2L o(p ) -
Tl T 2%t (bper) * 2 3¢ (B) — 0
D'autre part, posant
*® . nt % _ gt %— _ 0t n _ n+l n
n - W* b4 ’ Sn =Y -y, on = -

on obtient en utilisant la linéarité de b :

1 +1 n+1
E-b(wn Wb e) + %.b(w

n

(3.4) ,0) = 1 b(s_»0_,9)

1
¥ n+ n+ n+
- b(snaw Z 3¢) + b(\l’* %— s 1}- 3¢)
Si alors conformément & (2.6), on définit Z,> On a le théordme 2.1, la pro-

position 2.1 pour z? défini par (2.11) et 1'équation suivante pour

n+ %-_ 1 n+1 n
2 T T (3 )
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(3.5) (8,25 T4 v et T e) = (5,00 o - (rpy 3 o9

1
Lo T T ) s, O E )

1 v
..—K b(sn9on:¢) V¢€Mh

I1 vient alors 1'équation suivante, de manidre analogue & (2.14) + (2.15) ,

+-}=%(n+1+pn)

n
wvee 63 SRR
(3'6) (5 n % s¢) + v 8.( n % ,¢) = - b(en+ % Nn+ % 3¢)
1
a nt 5 ntzw n+ n+ .i.
b(‘b* 4 2 ’¢’) b((b* %‘ s ) ’43)
n+ %' n+ -&'
- (stnE a¢) (I‘ + % ,¢) - b(Sn, w . ,¢)
+')1;b(sn,on_,¢) veeM
N n+ '}' n+ 1}' n+ ‘} 3.n_1 n-1
o f *x ¥x 2 %172 %

Faisant alors ¢ = ’pg ¥ , i1 vient comme dans (2.16)

O I O s S YA I )
+ % . + + + 1
.- ple, 2 ,n;1 ¥ 0% p ) = (8,05 z ,or; 2) + (rn+% s Py
. - b(s:, Wt % R pg+ -&.) + Jl:b(sn’cn’ pF % )
Suivent alors des lemmes snalogues aux lemmes 2.1.... 2.6. :
Lemme 3.1. Si welL (0,T ; WT’w(G))
+ + + + n+ 4+
(3.8) G S ) < llol] L W)H?ﬁ TG
33w
Lemme 3.2. si 3€L (0,7;12(6))
ot ,
.t N
n+1 3
(3.9) LI 1? < c at3 J B 23t
ez : g 3t
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Pour thg+ , on retrou&e le lemme: 2.3. Puis :
3%y _ o
Lemme 3.3. si = eTL(O,T;H1((9))
at °
n+1
(3.10)  |Is¥]1? < cat? J 2L (12 ac
t at
n-1
Lemme 3.h. i 32 e1?(0,m3u1(8)) et si Srer™(o,m;u' 7(6))
t
2 2 Y 112 3 dw |12
(3.11) lsnlh°° e 1% < cll5 115, o B Jn+1 I 3% 11 ar . ]
7w %) .
n

Pour Qn, on retrouve le lemme 2.5 et par suite :

. * <
Lemme 3.5. Si |Q1| < |9°| (%) , dans les hypothéses du lemme 2.5
Ve : 0<eg <1 EC(E) ta
n C
(3.12) lo%], . < Ee:) | |w®] |
? h
P . \ . + ¥
Démonstration : analogue & celle du lemme 2.6 en faisant ¢ = Q
dans (3.1) , on obtient |@"| < |Q1| ¥n : 1<ngN et 1l'hypothése

|Q1l < |92°] donne le résultat dans les mémes conditions que le lemme
2.6. ]

Compte tenu de tous ces résultats, et de 1'inégalité .:

|| nt %-|| < C (|pn+ %1 + ||n?+ %1| qui se déduit aussi de (2.3)

et (2.11), on a finalement pour (3.7)

+ + %12 2 2 n+ + 5
(3.13) (thg % ,02 + \’Hpg 2]1° < [a c H“’HLm(w“”) I |
t
2 2 + 2 1 ntl 3, 5
+ gl g AR L g [T 1R
n
n+1 3 : 2 nt
+2c e [ BP0 + o & |lol1%, | At3.j n'f’ 2||2dr
t ot L(w?) t ot
n . n-1
t . -
S RGIEAG [0 217 o
2 ot w, 1,o 3t
LWy e
2 2 n+ 12 6 n+ & |2
S I B 173 N R I SO 2 =i I l
Loy ¥ 20 72

3 o~ P .
(#) Hypoth3se non réalisée de manicre &vidente.



13,

D¢ la méme maniere que pour le théoréme 2.2 on obtient alors le théoréme
341 {(théaoréme de stabilité),

Théoréme 3.1. Si w vérifie les hypothéses du théoréme 2.1 et des lemmes

3.1, 3.2, 3.4, ¥ celles de la proposition 2i%, des lemmes 3.3, 3.4, 1'ou -
vert 6 et la famille M tels que le lemme 2.5, si lo | £ [2°] et at

suffisamment petit, on a 1l'inégalité suivante :

(3.1%) BT < cla + [o)] +.tegh PETES
Y £-1
od A=cillell , 4 o (]¥]] + ol + 1124 ) +h
1w %) L2(#%) 2ty ot 2wt
o]l |(lol] , , + 1122] , , vl
Le(Hz) ot L2(H£)
”awll £-1 2[H33U)H +H ” ”32\11”
vt |2 A4 At 2w ol 112
DAt 12018 at3 12(12) L~(WJ’,) a2 L2(H;)
Iy e
o 1L T § pour 1<Lgk
at L (W1’ ) ot L2(H;)]

N.B. La stabilité inconditionnelle requiert encore £ > 1, i
On peut alors conclure par le théoréme de majoration d'erreur

P . o £-1
Théoréme 3.2. Si |p2| <C_ h 1<fgk

1 e-1-¢ 2
lool s ey n + 0y A

on a pour 0 nsgN Ve : 0 < e <1
(3.15) [en| < C. a2+ h&~1—e

’ 20 3 7¢ 3
(3.16)  ||e®] < ¢, at?+c pite

) 1= 4 5

Démonstration : é&vidente pour (3.15) & partir du thééréme de stabilité.
Pour (3.16) méme remarque que pour (2.33) conduisant au résultat. D

Les remarques 1.2., 3., 4., suivant le théoréme 2.3 restent valables
en particulier la remarque 3. permet de préciser le choix de ° . Il
reste donc & préciser celui de o' de sorte gu'il réponde aux deux
hypothéses : |Q1| < |e°] , Q° é&tant donné et

2

loél s c, ntime Cr, At



1h,

‘Pour cela on pourra par exemple utiliser le schéma (prédicteur-correcteur)
suivant (qui en fait peut remplacer complétement (3.1).(3.2) mais nécessite

deux fois plus d'opérations) :

-0° +0°
o) | CEE o)+ v a( BE 4y 4+ v(e0, T 4) = 0
V¢<£Mh
VIEMh
o}
(3.18) [ a(o8) = (5 4) veel,
by &y
a'-g° ( o'+g° ) ( o'+° ) =
(3.19) | (22 0) + v al B2 )+ v(e,, B2 4) = 0

91e;Mh V’¢€5Mh

1/2
" A noter que (3.19) est (3.1) pour n = 0 avec - remplacé par o, et
1,00 ,
en y posant ¢ = L ZQ = 91/2 il vient facilement
2 o e n
‘91|2 - |2°|® & 0 done |Q1| < |9°]  est véririé.

! = 91 - z; est tel que

I1 ne reste alors qu'a montrer que Py

Ip;l < C, h£—1—e + C‘1At2 pour 1 < £ ¢ k pour conclure le para-

graphe 3., démonstration qui se fait en deux étapes comme le schéma, et de maniére

absolyment analogue & celle employée pour le schéma général (3.1). (3.2), utili-

sant en particulier les lemmes déjd introduits. (]

Nous tenons & remercier pour leur atde et leurs conseils nos collégues J. GENET
et R. ARCANGELI, ainsi que M. CROUZEIX de l'Université de Rennes pour une remar—

que et un lemme importants pour la conclusion de ce travatl.
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