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LOIS DE3 GRANDS ECARTS POUR LES MARCHES ALEATOIRES SUR R

-~
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(Pierre CREPEL)

Cet exnosé ne nrétend ni €tre original, ni faire le tour complet de la
question: il a simplement un caractdre introductif, Son but est de don-
ner quelques résultats (anciens) et démonstrations,relatifs aux lois des
agrands &carts pour les marches aléatoires sur R, en général peu déga-
gés dans la littérature.

(Xn) désigne une suite de variables indépendantes et de méme loi

centrée (EX1=O). On pose sn = X, +...+ Xn . Le probl3me que nous exami-

1
nons tourne autour de la vitesse de convergence dans la loi (faible) des
grands nombres: n
Soit € >0, on sait que P(l-‘zt)ao, ... mais 31 quelle vitesse?
n

Cette vitesse est différente selon 1'existence de moments pour X

1‘
1°) GRANDS ECARTS SOUS DES HYPOTHESES DE :OMENTS CLASSIGUES
Théorémq*l Soit a >0 , alors:
S
P/ __ni 5 = ._1_ oo i = ._,.__1
(I512e) =l PO fm) = o)

Remarques: — Cette condition est un peu plus forte que 1l'existence d'un
moment d'ordre a; il existe d'ailleurs d'autres résultats
voisins exprimant la méme idée.

- La démonstration est assez simple, comme nous allons le voir.

Démonstration du théoréme 1:

Pour mieux dégager 1'idée de la démonstration, nous nous limiterons
au cas des v.a. symétriques ( le cas général s'en déduit assez simplement:
voir [P] p. 283-6 )

CN Le résultat sera obtenu si 1'on montre que
P(Sn>/ ng) 2 an(Xlznz) pour un b>0 ,d3s que n
est assez grand.
Or ceci n'est pas difficile, en effet:
P (Sn>, ne) 2 P( ::)1 Ai ) oil Ai = (Xiz nz)”(Sn-Xiz 0).
Comme il est clair que P(Ai) = %—P(Xlana) , en raison de
1'indépendance, de la symétrie et de 1'égalité des lois, et que:
P(Ai’\ Aj) 4 P[(Xiz ne) (XJ.;. nz)] = [P(Xlg.nr:):’ 2 pour i#j ,

1'inégalité classique et &vidente:
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P(AinAj)

s
n

n
n
>
RCU A > ?:1 P = 1dicjen

donne ici: )
1 n(n-1) - 2
P( Snz ne) 2 n.E—P(Xlz ne) - — L?(Xlz naﬂ

= -r-zl-P(xlzne) [1 - (n—1)1>(x1>,ns)]

Corme X, a une espérance finie, le crochet est minoré et la

1
CN est démontrée .

CS % La premidre &tape consiste i tronquer les v.a. Xi :

(n) _
Posons: Xi = Xi'l{\Xﬂ<11}
s W .2 x ®
n i=1 71

On a immédiatement:

n)

at+
lzne) ,

n? P (5 |5 00 ¢ n®*h R (IRl + 0 P(ISn(

N +1_
il suffit donc de démontrer, puisque par hypothése n? 1P([X1|;r0 - 0,

que: P(\Sn(n)lz ni) - O(—15)
n

% La seconde &tape consiste 3 appliquer 1'inégalité de Tchebycheff
pour un exposant pair 2r »2a+l :
(n) | E[sn(n)]Zr
P(ls " yzne) { ———
2r 2r
n t
et 3 développer : E[S (nﬁ 2r _ E {X (n)+ L+ X (nﬂ 2r
n 1 n
_ (n)+2r _ - (n)=2r-2 (n)-2
=0 E[x "] + n(@-1) Efx; V] AT A T

(grice 3 la symétrie).

I1 suffit donc de montrer que chacun des (r+l) termes de cette

2r—a)

somme est un of{n : c'est un calcul sans surprise

Ch dre d ™ pix, (M) 1 @7%'n
aque terme a un ordre du type n ,L 1 J e E[Xl J

ol la suite finie il s s ’im est fixée et telle que
. , - 1
2r = 211 +ooot 21m ; comme par hypothése P(lXﬂ>n) = o(;;:i),

il n’est pas difficile de voir en intégrant par parties que:

0(1) si 2i¢a+l
E[xl(n)]‘l =) o( log n) si 2i = a+l
o(n21-a_1) si 2i »>a+l



I1 suffit de ranger alors les entiers il ,...,im selon ces
trois catégories pour s'apercevoir que dans tous les cas:

i 21 21 _
n™ ELXl(n)j L E[Xl(n)] n o(n?F73 )y [

Pour toutes précisions, variantes ..., voir [P] p. 283 sqq.

2°) GRANDS ECARTS SOUS L'HYPOTHESE D'EXISTENCE D'UNE TRANSFORMEE DE LAPLACE

L'essentiel de ce chapitre tient en quelques lignes:
. 5 .
Si u admet une transformée de Laplace, alors P(_ n 2 £) tend vers O

n
exponentiellement. Et ceci se démontre simplement en appliquant un théo-

réme limite classique ( loi faible des grands nombres, ou théoréme de la
limite locale si 1'on veut €tre plus précis) 3 la marche aléatoire S, re-
lativisée par une exponentielle convenable.

C'est ce que nous allons préciser dans la suite:

Nous supposons dans tout ce qui suit qu'il existe t, >0, tel que

t X!
E(e® 1 ) < % . Nous dirons alors que p admet une transformée de Laplace

(ou gu'elle a un moment exponentiel). La transformée de Laplace de p sera

~ X
Y =E(e D)

par définition la fonction: £

{

‘i
J .

elle est définie au moins sur [—to,tO
S

I1 est clair , d'apré@s le théoréme 1, que P(v;? z¢) tend vers O 3

une vitesse plus rapide que toute puissance de 1/n ; mais peut-on dire mieux?

A. Cas des v.a. gaussiennes N(O,vz)

S
Ce cas est tout i fait élémentaire:.ig_ayant méme loi que Xl , 11
est clair qu'on a: Yn -
; 2,2
P(35 0 = p( S0y = p(xy 7 evE) = ;je x2r2d
" n rian —
&vn

et il est facile de calculer 1l'ordre de cette suite numérique: c'est
2
i o 0E /2<1~'2
7VZrn
On obtient donc une décroissance exponentielle.

Deux questions se posent alors naturellement:

a) Si B admet une transformée de Laplace, sans €tre nécessairement gaussien-



ne, conserve-t—-on quand méme une vitesse de convergence exponentielle

dans la loi des grands nombres? La réponse est oul, et on calculera les

coefficients en fonction de F . C'est 1'objet du théo Zme 2.

~ L . 2 2 P
b) Sous la méme hypothése, en notant toujours ¢ = EX on peut évi-

1 H
demment toujours écrire: Sn Sn Sn
] " P( —»t) = P(=—32&0) = P(=2x)
Vi ol
ol x=¢ vl . Sn
Et le théoréme de la limite centrale (TLC) nous dit que = est
_ n
"presque" une v.a. | de loi gaussienne N(O,SZ): plus précisément,
S .
n -
sup P(~=2y) - P(3y)| — O
v T
y €R g
Mais un tel résultat ne nous donne guére de renseignements sur P( $?<zx)
n

lorsque x tend vers 1'infini avec n : si 1'on veut "remplacer" S /V@ par
q WALS:

(P il faut avoir un résultat plus fin que le TLC, par exemple &tudier le

rapport

S PP
n - 1 ue n et x tendent vers 1'infini de ma-
P(—=3x) / B(I 2x) ~OTSAuem L
o~ Vr‘ ' 3 .
nidres diverses, et en particulier essayer de savoir quand il tend vers 1.
On verra qu'il résulte facilement du théoréme 2 que pour x= ¢vad, le
rapport précédent ne tend jamais vers 1 si Xl n'est pas gaussienne.
Par contre, lorsque x= Vi), ce rapport peut tendre vers 1, comme il

est indiqué au théoréme 3.

B. Enoncé précis des théorémes 2 et 3 (qu'on appellera lois de grands
écarts)

Nous suppoSons donc que (Xn) est une suite de v.a. indépendantes,
- -~ . . ~
centrées , de méme loi p admettant un moment exponentiel. Nous notons P
- ~ . . .
la transformée de Laplace de g, ety = log s ; il est facile de voir que

ces fonctions sont analytiques sur L—to,t 1.
o

[Si 1'on développe Yy en série entiére : Y(t) = 2_ — t , on a

coutume d'appeler les coefficients Vi les cumulants (ou semi-invariants)

de t ]

2 . . . =
Nous ferons ¢ =1, afin de simplifier 1'&criture.

Théoréme 2 (Supposons que P n'est pas portée par un ensemble arithmé-
, tique)

S —n)(e)
P( —E—Q,E)rv %;;;_____
" V2rn a(e)




oti A(e) = sup ( te - log ,T(t) )

teR
[on vérifie immédiatement que cette quantité s'écrit aussi :
- - 1 - . .
su;; ( te Y(t) ) sy (s) = y(s) ,sls est la solution
te R de Y'(s) =g

d'autre part, la fonction M est positive ou nulle, on 1l'appelle
la transformée de Cramér de P elle est strictement positive pour 270J
et oi a(e) s'exprime &galement en fonction de F , 4 savolr par:
a(e) = s m s avec toujours s solution de «1'/' (s) =¢,

2
H.B. ¥ Comme on a , lorsque p est gaussienne: log "F(t) =t?- ,

il est immédiat qu'on retrouve le résultat du cas gaussien.

% Si p est portée par un ensemble arithmétique, on a un th&oréme analo-

gue, avec un a(e) un peu différent.

% Corollaire (évident):

P
i Si o admet un moment exponentiel, alors:
S
—Llog P(—23¢8) —> - A(e)
n n !

Ce résultat, évidemrent moins précis, est tout de méme d'un arand
intérét et ses généralisations 3 des v.a. 3 valeurs dans divers
espaces fonctionnels a de nombreuses applications & 1'étude des
trajectoires des processus et aux perturbations des systémes dyna-

miques ... cf [A] .

Théoréme 3 Si p admet un moment exponentiel:
P( S_/VA 2 x) 2 L _
R=: n = ex ((X/\In) L1+ O(X/VH)‘J ,
P(T 3 x)
ol (’ est la série de Cramér Z ¢ zk de .
k .
ky1
- En particulier, si x=o(n1/6), le rapport tend vers 1
2 3 INE
- si x=o(n1/4), alors R,\,e(1 x2/VE
L3 = b
- si x=o(n3/1o), alors R ., eel x“NT +€2-x"/n etc.

Explications:

+ lemme (Elémentaire, admis) et définition:

. . _ ' 1, 2
~La fonction analytique 9(t) = y(t) -t ¥ (t) +z [\( (t)]

a un développement de la forme Z ektk . Elle ne s'annule

k3

jamais pour tf 0 si p n'est pas gaussienne [:1 vérifier-,
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-L'équation ¢'(t) = u définit au voisinage de O une fonction
analytique de la variable u : t=Y’-1(u). La fonction analytique
G[Y'-l(u)] admet encore un développememt commengant 3 1'ordre 3:

- . - '_1 % 2

on peut donc écrire (3[Q (ul]= u ((u)

avec ((u) =Z__ fku
k3l

- ¢ est appelée la série de Cramér de A

2
EXY
-Les coefficient% (i peuvent se calculer (ex: €1 = -1,
| Y313 )
- 25 T etc.
1 m 1 m+l 1
+ Grice au théordme 3,si x= o(m®, avec 5 = £ a< vy (<§-) ,

alors un équivalent du quotient R se définit au moyen d'un nombre

fini de réels 3 savoir 61,...,fm . Et i1 est alors facile de voir

que si une prcbabilité (ayant une transformée de Laplace) a mémes
moments que N(0,1) jusqu' & 1'ordre m+3 , alors R->1.

( Pour plus de précisions, voir [IL] chapitres 6 3 14)

Avant de passer d la démonstration des théorémes 2 et 3, il nous faut

faire quelques rappels sur la relativisation des marches aléatoires.

C. Relativisation des marches aléatoires

- Lorsque ';(t)<¢n , on peut définir une nouvelle probabilité tﬂ

de la maniére sulvante:

g = S A e™ dp) | WD)
Jetx dv(x) P(t)

etx dr(x)

Les égalités suivantes sont évidentes:

t, zn t en
W@ = G
apeo) = ) e af - ¥ (B) -tx a% ()

(1) I dp?n(x) - [p(ti]n e—tx dtrrn(x) - en*{/(t) e—tx dtr_tn (x)
-~ Remarques simples: ~
~La transformée de Laplace de tﬁ s'écrit : tg(u) - prlust)
e (6

p @ pour espérance Y'(t) et pour variance Y"(t)

t -
(donc P*n a pour espérance nY'(t) et pour variance nY"(t) )

~Les exponentielles sont toujours des fonctions propres pour la

marche aléatoire considéré i i : tx :
idérée, i.e. si f : x> e"*, alors :
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-t t t ~
(;v&f)(x) = J.f(x—y) dp(y) = “Ietx Y dp(y) = Je y dr(y).e X P(t) f(x).
Le noyau de transition e tr apparalt donc comme le noyau relativisé

(au sens classique pour les chafnes de Markov) de L * o par la fonction

t.
propre e ° ,
[ Rappelons que si P(x,dy) est une probabilité de transition et h une
fonction propre positive de valeur propre A, i.e. Ph = Ah, alors le

noyau relativisé Bp  est défini par:

fp(x,dy) = RO PGdy) _ h(y) P(x,dy)
[aty) P(x,dy) » h(x)

| S

— Intérét de cette relativisation:

PP . ~ < t n t n
L'intérét de cette notion est que, grace & la formule (Ff ) = ( rL)* .
les propriétés en loi d'une marche aléatoire Sn de 1oi’x se transposent 3

. : t . P
une marche al&atoire Sn de loi tr, et réciproquement.

L'idée que nous allons utiliser pour obtenir les lois des grands &carts
s . < t PR .. -
est la suivante: appliquer 3 Sn le théoréme de la limite locale (cas du théo-
réme 2), ou le théoré&me de la limite centrale avec vitesse de convergence

(cas du théoréme 3) et traduire le résultat obtenu sur la marche Sn .

On peut se poser systématiquement la question de la traduction des

P = t
théorémes connus pour une marche Sn (centrée ou non), en termes de Sn

suivant les valeurs de t choisies.

Parmi les valeurs de t intéressantes, il y a ,dans le cas non centré,
la valeur r_ pour laquelle Y'(ro) = 0 (c'est un certain "recentrage"); il
y a aussi la valeur r pour laquelle g(r) = 1, c'est-3-dire pour laquelle
la fonction xn—verx est harmonique (cf figures ci-dessous)

Ces considérations sont notamment utilisées pour:

1'étude des fonctions harmoniques positives (frontidre de Martin...)
(ef ] )

- le théordme de renouvellement (cf [F], XI.6, p.362)

1'étude des fluctuations (cf [F], XII.4, p. 388-9)

- les théor@mes quotients ... (cf [S])

~ les problémes des grands écarts (explicité ci-dessous)
lr ~

h ~
\\\ ) \\\1«5/)://
——\_/- Cas EX;<0 Cas EX,= 0

1

- : - > i e e mm e >

ol n v t t
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D. Rappels: théoréme de la limite locale (TLL)

vitesse de convergence dans le théoréme de la limite

centrale (VCTLC)

[rom———-

_TLL | Soit . une probabilité centrée sur R , de variance 5>2<ag

non portée par un ensemble arithmétique (i.e. de la forme a + bZ),

alors 7 Y2rn }fn converge vaguement vers la mesure de Lebesgue m.
En d'autres termes, si in est une suite de v.a. indépendantes de

méme loi g comme ci-dessus, on a , en posant S = X1+"’+Xn

z m(I)
B( Sne D - pour tout intervalle compact I
0'v21m
N.B. =~ S5i i est portée par un ensemble arithmétique, il existe

un théoréme analogue un peu modifié.
- La démonstration de ce théoréme n'est pas trds difficile:

voir EB],p. ou ES] .

VCTLC (ou estimation de Berry-Esséen) cf [F],p. 515 ou [IL], p.94 sqa

v
Si X est une suite de v. a. indépendantes de méme 101, t.q.
v 2 v v

v2
EXl—O E X1 T w, E]Xll <=, alors en notant Sn X1+...+Xn ,

il existe une constante universelle K t.q.:

v v
— - K E{X
P( Sn/é'}n 2y) - P(i ;y)l < - ___.._l._..ﬁ._ Y veR
v3 —
Vn
ou en notant N et F les fonctlons de répartition de T et S /¥ Ve
K E X
sup | E, (y) - N ¢ - By
y ¥ 3 )
g~ /n

Remarquons qu'une intégration par parties donne pour toute fonction

u définie sur(0,):
L

Ju(t) [ak_(o) - an(e)] = <u(t) [ﬁn(t) - N(t)]}o - Ju ®[F_) - N(t)] dt
ceci est inférieur ou &gal a:
[ s Jlu (®)]at ] LT
3
oy

q<

E. Démonstration du théoréme 2

Appliquons la formule de relativisation (1) I un t bien choisi,



3 savoir au s solution de 1'équation y'(s) = &

S

)
P(S /a9 = P(S zny(s) = e () p( e 5y )
{"S,2z ny (S)}

_ enLy(s) sy (sﬂ E e s S, .13 )

{°s» 0f
n
ot °S_ est une marche aléatoire de loi ° et ol Sg/ - 5s - n '(s)

n a P n n Y

est la marche aldatoire recentrée (de variance Y"(s) ).
L'application du TLL 4 la marche SSé donne alors immédiatement le théoréme

2 . [
Remarque:

Si 1'on se contente de vouloir démontrer le résultat du corollaire,

3 savoir %—1og P( Sn/n 7¢) —» -Mg) = Y(s) - s Y'(S) s

il suffit, au lieu d'appliquer le TLL, d'utiliser simplement la loi faible

Sqf P . PP
des grands nombres pour la marche Sn (vérification immédiate).

F. Démonstration du théoréme 3 cf [F] sP. 517-20

Les idées sont tout 3 fait analogues, et les difficultés techniques

ont un caractdre &lémentaire (quoiqu'un peu compliqué),

Désignons ici par s la solution de y'(s) = x/V@ (N.B.: s~ x/VR),
et notons : - - sg’
1 1" > -
A=t B(S_/fB %) = enlj%s) - s y'(s)] E( e—s(ny (S)ﬁiqas*ﬁs , ).
S’ 320}
n

L'idée est alors la suivante: on montre qu'on peut remplacer
SSA/JEj;ﬁ?E) par [ et au moyen de développements de Y et de la densité
gaussienne, on estime A. Les calculs sont un peu laborieux, mais sans dif-
ficulté majeure:

En gros: n.B(s) - s*'(sﬂ'AJ -n 32/2! - x2/2 .
et l'espérance est 3 peu prds de 1'ordre de 1 /{7 sVn o 1/V2xx

2
A est "donc" en gros de 1'ordre de e ® /2 /2n x ~ P(2x). En fait, c'est

un peu plus compliqué que cela:

Po?ons: ] V .

_. niy(s) - s y'(s) - siny"(s) L

B=: e Y Y E( e Y i 1“_20k)
i \} 1 1 2

2 ,
e* C(X/fﬁ) P([ 2x) par définition de s et de f .
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Il s'agit de montrer que %}= 1+ O(Vg) et pour cela nous procéderons en

deux temps:

% Montrons d'abord qu'il existe une constante K t.q.

|a-n[g X Al —s v @] L gx g,
yn v

( ceci signifiera que Ao o= )
B Vi

Or ceci résulte aisément de 1'in8galité obtenue par intégration par parties

< . s = .
3 la suite du VCTLC, appliquée & la marche aléatoire S; et 4 la fonction

u(t) = e st Comme ,ici, s varie dans un petit intervalle, on a, avec les
i : v ooy
notations du VCTLC: K,E|X1|3 (constante fixée et indépendante de s),
3 $K
par suite:
- " S¢! ] et 7oy
(o= Sy (). TSa/fyT(s) L ) -ECe JEHON 2 2 X
{®s! 5 o (O I
n
ce qui donne 1'inégalité cherchée,.
x Comparons maintenant B a C :
I1 s'agit de démontrer que_§_= 1 +0(X) , c'est-i-dire que:
C vn
- L -1
g( e~SVRY () 1,. ?
{rz0 <
1 v 2 = 1+ O(E) ’
-— t
s nlY @1 per )
ou encore que:
W P e
1"
je sVn* (S) t dN(t)
2 = 1+ 0(2);
_ - vi
-l—n['(s)Jz < .
e? LY [1-N(x)]
. P, -t2/2
or ceci est un calcul élémentaire sur la fonction t |—>e

3
il est facile de voir que le numérateur et le dénominateur sont de 1l'ordre

de —Lt—

g et un développement un peu plus poussé de y et de N donne le ré-

sultat. B

N.B. Aussi bien pour le théoréme 2 que pour le théoréme 3 , on trouvera
des approfondissements dans [S] et les références qui s'y trouvent. Voir

aussi les chapitres 6 i 14 de [IL].
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