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INTEGRABILITE UNIFORMS ET DANS L* DES MARTINGALES EXPONENTIELLES 

par D.Lépingle et J.Mémin 

La question de la continuité absolue de deux mesures de probabilité associées 

à des processus aléatoires, qui se ramène à celle de lfintégrabilité uniforme 

des martingales exponentielles positives, est un problème important en théorie 

du filtrage stochastique, et la recherche de conditions suffisantes a donné 

lieu à de nombreux travaux; citons [l , 2 , 3 , 4 , 5 , 7 , 8 ] pour ne parler que des plus 

récents. 

Dans la première partie de cette étude, nous donnons des conditions obtenues 

en [4] une version un peu plus générale permettant en particulier d'améliorer 

un résultat de Kazamaki [2 ]. La deuxième partie est consacrée à lfétude de con

ditions assurant la Lr-intégrabilité des martingales exponentielles t(M). Yen 

dans [8] donne deux résultats dans cette direction; utilisant [4] et nous inspi

rant de [8] nous généralisons certains de ces résultats et en donnons de nouveaux. 

On se donne comme à l'accoutumée un espace probabilisé filtré (Œ,*?, (Ç^)t^o,I>^ * 

la filtration étant continue à droite et ^ contenant tous les ensembles négli

geables de . Les martingales et processus croissants seront adaptés à cette 

filtration et auront leurs trajectoires continues à droite et pourvues de limites 

à gauche. Les notations utilisées sont celles de l'article [4] • 
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I. Critères d'intégrabilité uniforme. 

Si M est une martingale locale nulle en zéro à sauts AM>-1 , si T=inf{t>0:AMt=-l}, 

si y désigne la mesure aléatoire à valeurs entières associée à ses sauts et si v 

désigne son système de Lévy, c'est-à-dire la projection prévisible duale de y, 

il a été démontré dans [4] que sous l'une ou l'autre des conditions suivantes 

(1 ) E[exp{|<MC,MC>œ+(Log(l+x)-1~^).yoo}] < - , T = -

(2) E[exp{^<MC,MC>T+((l+x)Log(l+x)-x).vT-}] < - , 

alors E[S(M) ] = 1 , en rappelant que £(M) est la martingale locale positive définie 

par 

g(M) = exp{M-^<MC,MC>+(Log(l+x)-x).y} . 

Cela étendait le résultat de Novikov [ô] portant sur les martingales continues 

où la condition était 

(3) E[exp |<M,M>J < °° . 

De son coté, Kazamaki [2] a amélioré le résultat de Novikov en obtenant la condition 

moins restrictive 

(4) E[exp J M j < co 9 

où M est supposée uniformément intégrable et continue. 

Pour obtenir ( 4 ) , Kazamaki part de (3) et applique l'inégalité de Schwarz à 

une décomposition multiplicative bien choisie. De même, on peut,en modifiant légè

rement les méthodes qui permettaient de conclure dans les cas ( 1 ) et ( 2 ) , obtenir 

deux familles de conditions qui généralisent l'une ( 1 ) et ( 4 ) , l'autre (2) et ( 4 ) . 

1.1. Théorème. Soit ^ la famille des temps d'arrêt bornés. Si pour un ae[0,1 [ 

l?une des deux conditions suivantes est réalisée 

(5-a) : T=«> et lorsque S varie dans , la famille des variables aléatoires 

. 2 
exp{aMg+ (i-ot)<M° ,M°>S+ (Log( 1 +x) -x+ ( 1 -a) ̂ ) .yg} 
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est uniformément intégrable ; 

(6-a) : lorsque S varie dans £ , la famille des variables aléatoires 

1 { S < T jexp{aMg+(|-a)<M
C,M°> g+ot (Log(1+x)-x).yg+(1-a)((1+x)Log(1+x)-x).vg} 

est uniformément intëgrable, 

alors Efa(M)J = 1 . 

Preuve. a) Montrons d'abord le résultat pour la condition (5-a). Rappelons que 

si l'on pose comme en [4] 

. 2 

(7) M - M - <M C,M C> - y2-.u , 

alors pour 0<X<], des inégalités 

(8) XLog(l+x) < Log(l+Xx) « Log(l+x) + (X-l) 

valables pour x>-l, on déduit 

(9) (S(M)) X S g(XM) 4 fc(M) exp(X-l)?{ . 

Si lfon pose ici 

(10) A (°° = Log «(M) - (1-oOM , 

la condition (5-a) exprime exactement que T=» et que la famille (exp Ag a \ s e t ) 

est uniformément intégrable. On déduit de (8) et de (9) que 

(11) S(XM) * (fc(M)) ( X~ a ) ( 1~ a ) 1 exp(l-X)(l-a)"1A(a) 

(12) g (AM) £ exp(X-a)& exp A ( a ) . 

Pour a£X<l, la condition (5-a) et l'inégalité (11) montrent que la martingale 

locale positive 1&(XM) est uniformément intégrable, car si C*<#et S€f , on obtient 

en appliquant l'inégalité de Holder avec p=(l-a)(X-a) ̂  

E[lcg(XM)s] « (E[lc exp A<
a )] ) ( , " X ) . 

Posons pour k£l 

T. = inf {t>0: M *-k} . 
k t 
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D'après (9) et (12), pour aï\£\ , 

g(AM) T ( 1 { T = œ } g ( M ) T exp(l-X)k + 1 { T < œ }exp(a-A)k exp A^
a ) 

k k k le le 

< £(M) exp k + <00-,exp A^
a ) 

Xk 1 k J \ 

et cette somme est intégrable et indépendante de X ; cela prouve 11intégrabilité 

uniforme de la famille (£(XM) ;a£X<l); comme de plus, en utilisant (9) sur 
k 

{T =«} et (11) sur {T <°°}, on vérifie aisément que 5(AM) tend p.s. vers £(M) 
' . k j k 

lorsque X tend vers 1 , cette convergence a également lieu dans L et 

E[S(H) ] = lim E[S(XM) ] - 1 . 
k X-M k 

Mais d'après (10), 

E [S(M) T 1 { T < o o }] < exp-(l-a)k E[exp A*°° 1 { T < œ } ] 
k k k k 

^ exp-(l-a)k sup Efexp A^0^] , 

ce qui tend vers zéro lorsque k tend vers l'infini, et ainsi 

E[£(M)J = i . 

b) La démonstration pour la condition (6-a) est tout à fait semblable; elle est 

basée sur la double inégalité démontrée en [4,(3.6)], beaucoup plus difficile à 

démontrer que (9) 

(S(M))X * Z X * g(M) exp(A-l)ft , 0<X*1 , 

où Z X est une martingale locale positive et où 

S = M - <M C,M C> + (Log(l+x)-x).y - ((l+x)Log(l+x)-x).v ; 

par conséquent, 

Z X « (g(M)) ( X- a ) ( ,- a r l expO-AHl-arV 0 0 

avec 

B ( a ) = Logg(M) - (l-a)ït . O 

On peut remarquer que la condition (5-0) n'est autre que (1), et la condition 

(6-0) n'est autre que (2). De plus les conditions (5-ct) et (6-a) sont de moins en 

moins restrictives lorsque a croît. 
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1,2. Proposition. Pour 0*a<-B<l, la condition (5-a) entraîne la condition (5~3) 

et la condition (6-a) entraîne la condition (6-3). 

Preuve. Lorsque Ce1?et Set, 

E[l c exp A<
B )] = E[l c S ( M ) g exp-(l-3)ïy 

- E [ l c iï(H)s)
(*-a)(]-a)~] « ( M ) s ) <

, - e ) < I ^ ) " 1 exp-d-B)^] 

< ( E ^ e x p ^ ] ) ^ " ^ " 1 . 

Même chose pour la condition (6-a) . • 

Les conditions (5-a) et (6-a) pour a>0 ne sont pas faciles à manier puisqu'elles 

portent sur lfintégrabilitë uniforme d'une famille de variables aléatoires. Il est 

évidemment plus pratique d'avoir à vérifier 1'intégrabilitë d'une seule variable 

aléatoire. Dans cette direction nous avons quelques résultats partiels qui permet

tent notamment de généraliser celui de Kazamaki [2] . 

I..3. Proposition. Si M est uniformément intégrable jusqu'à l'instant T et si l'une 

des conditions suivantes est satisfaite : 

, 2 
(i) E[ex P{^M œ +(Log(l +x)-x + J^ ))l { x < ( ) }.y o o}] < °ç> ., T = 0 0 

(ii) E[exp{|MT+J((l+x)Log(l+x)-x).vTJ] < » , 

alors E[t(M)J « 1 . 

2 
x • 

Preuve. Comme (Log(l+x)-x+^Q+y))*{x<0}
 e s t u n P r o c e s s u s croissant, la condition 

(i) montre que le processus 

1 x 2 

exp{^M +(Log(l +x)-x + 2-^)l { x < 0 }.p} 

est une sous-martingale uniformément intégrable; elle domine le processus exp A ^ ^ \ 

par conséquent la famille (exp Ag^^^;Scf) est uniformément intégrable et la condi

tion (5-1/2) du théorème est vérifiée. On a la même démonstration pour (ii) après 

avoir remarqué que (Log(l+x)-x).u est négatif. Q 

Nous nous intéresserons maintenant essentiellement à la condition (5-a). 
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1.4. Lemme. Le processus exp est une sous- martingale locale de décomposition 

multiplicative 

(13) exp A ( a ) = S(ctM) exp{i(l-a) 2<M C,M C>+(Log fig-(l-o l)—).y} , 

où le deuxième facteur du membre de gauche est un processus croissant optionnel. 

1 +x x 

Preuve. On vérifie sans peine la formule (13), et la positivité de kogj-^^-( l~a)"pf̂ > 

déjà vue en (8) . 

On pourra remarquer que les définitions de et de permettent aussi 

d'écrire les formules 

exp A ( a ) = (S(M)) a exp(l-a)A(0) 

exp B ( a ) = (£(M))a exp(l-a)B(0) . 

1.5. Lemme. La condition(5-ot) est équivalente à l'assertion suivante 

(14-a) T = 0 0 , £(aM) est uniformément intégrable et E[exp A^°^] < 0 0 

Preuve. Il est clair que (5~a) implique (14-a). Réciproquement, (14-a) et la décom

position (13) montrent que exp A ^ est une sous-martingale uniformément intégrable. 

1.6. Proposition. Si AM^-l+ô pour un 6>0 et_ ô£ 1, si_ M est uniformément intégrable, 

la condition 

E[expy^Mj < « 

assure 1'intégrabilité uniforme de fe(M). 

Preuve. On vérifie que si $=j"^ > o n a 

x 2 1 1 
Log(l+x)-x+B^ « 0 et $ 0 . 

La sous-martingale uniformément intégrable expj^M domine donc le processus 

exp A , qui est ainsi uniformément intégrable comme il est exigé en 

( 5 - a + ô ) " 1 ) . 
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1.7. Proposition. Si M est uniformément intégrable et si lyon a pour un a€[0,l] 

(15-a) T = » , E[exp~~Mj < - et_ E[exp A ^ ] < « , 

alors £(M) est uniformément intégrable. 

Preuve. Le cas a=0 est clair, étant un processus croissant. Le cas a=l aussi, 

cTest le théorème 1.8 de [4]. Pour 0<a<l, on applique la proposition 1.6 à ô = l-a 

de sorte que la condition E [expj^M^] <» assure 1 1 intégrabilité uniforme de S(otM) , 

on termine grace au lemme 1.5. D 

1.8. La proposition 1.6 généralise le résultat de Kazamaki; en effet, si M est 

continue ou si M n'admet que des sauts positifs, on peut prendre 6=1 et on retrouve 

la condition (4); la même implication est obtenue à partir de la proposition 1.3. 

1.9. La*proposition 1.7 permet d'obtenir un peu mieux. Supposons en effet M conti

nue et prenons a dans l'intervalle ^ a condition (4) entraîne E [exp—j^Mœ] <°° 

puisque j z ^ j * e t elle entraîne aussi (5-1/2) (proposition 1.3), donc aussi (5-a) 

(proposition 1.2), donc finalement E[exp A^a^]<°°. Les conditions (15-a) sont bien 

dans ce cas plus générales que (4). 

1.10. La décomposition (13) permet de déduire le résultat du théorème correspondant 

à a>0 du résultat correspondant à a=0. Nous partons pour cela de la condition équiva

lente à (5-a) donnée dans le lemme 1.5, c'est-à-dire (14-a). On calcule que 

*(M) = J(aM) fc(aM) 

ou % est le processus donné par 

2 
a H - (l-a)M - (l-a)<MC,M°> - a(l-a)yf^-P • 

Puisque par hypothèse ?(aM) est uniformément intégrable, il existe une probabilité 

notée P^ égale à ^(aM)^.? , et on vérifie facilement [5] que a M est une P^-martingale 

locale. La condition (5-0) appliquée à S(aM) nous assure que E(CtM) est uniformément 

P - intégrable si 

E a[exp{i<°M
C, aM C> œ +I s(Log(l +A

aM s)- 1^ ) } ] < - , 
s 
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ma.if? n'est nréoisément 

\ [H* o . a . )-f4] < ~ 

oui s* écrit E [exo J<OO dfar>rès ( A'}) .Or f dire nue ĵ f***̂  er-t une 

-m^rtinhale uniformément inté/rable si^nifin justement que <£(M) est une 

P-martinhale uniformément inté#rable# 

O^itères de L -intégrabilité« 

Dans [s] Yen démontre les théorèmes a) et b) suivants: 

Théorème jO • Si AM > 0 «et s 1 il existe^ une constante k teUe ojie 

E [exn |[M,K] J < <~ 

ât9.ril i?0^ est Lr-intégrable avec 

?k 

= r ™ - ~ nour k . 
k + 2 

5?l€c?.'Càrile. .̂ Â ^ ^ 0».?î ^ est quasi^contir; xe à gauche et s 1 il existe une 

.^Ç^Si^ït?. ̂  telle gué E |j=>xp ̂ <M>M>cJ<o° »alors )£(M) est Lr-intéCTable 

avec la. même valeur de r nue pour le théorème a). 

Notons eue le nombre r obtenu est compris entre 1 et 2 «Nous nous pro

posons de compléter ces résultats dans trois directions:lorsque les sauts de 

M ne sont x>as nécessairement dfamT}litude positive,lorsque r >.2 et lorsoue 

M n'est r>as ouasi-continue à gauche .Ces résultats contiennent le théorème b) 

mais non le théorème a). 

Nous nous sommes intéressés surtout ici aux questions du type suivant: 

quelles hypothèses sur [M>MJ > < M , M > et les sauts de M assurent nue J£(M) 

est L -intégrable r>our un r donné? 
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Nous commençons par donner une série de critères portant sur £ M , M ] . 

II» 1 • Théorème 

a) S fil existe ^ >0 tel nue AM>-1+S et si JJM,m] est borné , £ ( M ) est 

L -intégrable avec r = (1 - ^ ) " " • 

)̂ 5i A M ^ O £t_si [M,MJ est borné , £ ( M ) est L^integrable pour tout r. 

Preuve * a) La majoration (14 ) avec <x=0 et 0 < X < 1 donne 

£(XMÏ é (&(M)) X exp('l-X)A ( 0 ) . 

Comme AM>-1+f ,il existe c >0 tel nue A ^ ° ^ c L.MjM] ,par conséquent on a 

la majoration 

£(ÂM) £(fe(K)) X exp(l-X)c [M,M] , 

d foù <^(Xm)^. C ( £ ( M ) ) ^ dfaprès 1 hypothèse.Si l fon choisit un X tel nue 

l-Ŝ Aĉ  et si l fon pose N = A""%! ,on vérifie que AN£-1H-&* avec 0<è<1 

et en appliquant lfiné^alité trouvée à N on obtient & ( m ) ^ C ( & ( X K)) « 

d 1 ofi pour t £ 

b) Lorsoue A M ^ O , on peut prendre pour X tout nombre de l'intervalle ^ 0 , 1 ^ 

donc ' J/A arbitrairement grand. 

Remarque« On ne peut guère se Pasner de restrictions sur les sauts de V- Pour 

obtenir des conditions dfinté^rabilité uniforme à partir de £M.MJ $ en effet 

il est facile de trouver une martingale locale ^(M) non uniformément intégra-

ble telle nue [M,M] soit borné. Voici un exemple donné par P.A.Meyer:soit T 

un temns d f arrêt totalement inaccessible , A = ̂  ÇjT1 6 ^ ^ S ° n c o m ^ e n s a ~ 

teur prévisible $on considère M = A - A , on a alors JJK,M j = A ̂  » mais 

£(M) = 0 p.s. 
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Le résultat suivant; à rapprocher pour la partie a) de J4j théorème 1-8 

complète le théorème a) de Yen. 

II.2. j^oreme. 

a) §23-^ AM £ - 1 et r £ 1 ;si M est une _^^tin^ale uniformément intenable 

et sî exn rM^ est intotrahie,alors fe(M) est Lr-intégrable. 

h) Sojit A M > 0 et r >4 ;si_ TS j~exp ?r?~ [M, M] j <*» , al or s S ( W ) est i/- _ 

i nt é gr abl e« 

Preuve # a) \vec les hypothèses ,1e processus exp rM est une sous-martin

hale uniformément intégrable nui domine (^(M)) 1* ,d'où le résultat, 

b^ On écrit ; exp rM = exp ̂  rM -k [M,M]| exp k QïfM.] • Soit o >1 

on a lfinégalité: 

*- - - • 2 = J 

E Lexn r ^ J £ (S fc*" ^prî^ -pk J (3 [exn™- k Q'W^j^ J ) P 

Mais si Pk - ~ P r (c'est à dire si k = - pr ) } le processus 

eyp £ or M - i p"r^ Qï j**] ̂  est une sur m art inhale positive ép*ale n 1 pour t 

épral à 0 ,du fait de la négativité de - Lo^fi +x) +x - ^ x^ lorsnue x > 0 . 

Ainsi on a E £exp rM : o^]< oo dès nue exn ^y~-~^r j J ^ U o * e î ^ inté^ra-

9 o 
P r 

ble.Lorsoue p >1 le minimum de est obtenu pour P = ?;dfou. le ré

sultat compte tenu de a) et du fait nue 1•hypothèse donnée imnlinue l'inté-

^rabilité de Q ^ ^ J ^ >donc 1 Miniforme inté^rabilité de M . 

Voici maintenant divers critères Portant sur <M,Î"> . 

II-3. Théorème. 
A ) S yil existe k > 2 tel nue EJexn ~ < M , M > J <©* , alors {^(M)| est Lr—int éfrrable 

2k 
avec r « - ~ — . 

2+k 

b) Si A M > 0 et s» il existe ke]l»4[ tel nue S [exn ~ < M , M >c^\ , al or s £(ïvï) 

t k 
est L -intégrable avec r = ^ . 

c ) JLî. <^9^>oo ®̂ ..Jî9.?3li > ÎS(M) est L -intégrable;si de plus A M est bojrné, 

3i°£S. est Lr-intéfrrable pour tout r < . 
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Preuve. a) La proposition II..1 de [A] nous permet d'écrire 

( S ( M ) ) 2 = H(2M+[M,M]) = S(N+<M,M>) = S(Sf) Ê(<M,M>) 

où N=2M+[M,M]-<M,M> et ^ = / 1 + A < M M >
d N • L a martingale locale &$) est positive 

et vaut 1 en t=0. Nous en déduisons l'inégalité 

(16) (?(M))2 « g ( S f ) exp <M,M> , 

puis pour l<r<2 

|Ê(M)| r * (g(ît))r/2 exp |<M,M> . 

L'inégalité de Holder avec p=2/r nous conduit pour tout t̂ °° à 

E [ | g(M)J r] .< ( E [ g ( S f ) t ] ) r / 2 ( E f e x p ^ M ^ J ) 1 ^ 7 2 

d'où, puisque E[6(îf) , 

E[|g(M)t|
r] < ( E L e x p ^ M ^ J ) 1 " ^ 2 

2k 

si r =2^£ > c e clu:*- était le résultat désiré. Notons que nous n'avons fait aucune 

hypothèse sur les sauts et en particulier il n'est pas supposé que !f(M) soit 

positive. 

b) Lorsque AM>-1, d'après la proposition II.3 de [4], pour tout X>1 tel que 

le processus W X=( (l+x)X-~l-Xx) .y soit localement intégrable, il existe une 

martingale locale N X telle qu'ait lieu la décomposition 

(17) (g(M))X = 5(N A) S(|X(X-1)<MC,MC>+VX) , 

où V X est le compensateur prévisible de W \ Lorsque AM^O, utilisant l'inégalité 

X 1 2 
(1+x) ^ 1 + Xx + -X(X-l)x pour UX^2 et x^O , 

X 1 2 X 1 2 
on obtient W <^X(A-l)x .y et V £-X(X-l)x .v, par conséquent on tire de (17) 

(S(M)) A « £(N X) exp Ix(X-l)<M,M> 

et pour r<X 

(g(H)) r « ( S(N X)) r / X exp j(X-l)r<M,M> . 
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Cette dernière inégalité permet d'obtenir un résultat meilleur que celui de a) 

lorsque l'on recherche la L,r-intégrabilité de E(M) avec des valeurs de r proches 

de 1 ( notons que c'est exactement le principe de démonstration que Yen utilise 

pour obtenir le résultat analogue avec [M,M] à partir de l'inégalité correspon

dante (g(M))X^|(XM)expix(X-l)[M,M]). Pour finir, on applique l'inégalité de Hol

der avec p=X/r et on en déduit que (S(M)) r est intégrable dès que exp~T Tj~rr 

l'est. Pour r fixé, on obtient le minimum de ^ ~ r ~ - lorsque X=min(r+/rz-r,2) ; 

L A r 

on en déduit la relation entre k et r; si k>4, on retrouve le résultat de a), 

si k<4, on obtient r=^^_- . 

2 

c) Notons d'abord que de l'inégalité (16) découle 1'intégrabilitë de (g(M)) 

lorsque <M,M> est borné. Considérons maintenant un entier pair n supérieur 

n n k k 
à 2 et le processus W défini en b) égal à ((1+x) -l-nx).y=E C x .y . Si 

rS&z. n 

AM est borné par B, on obtient 

, 7

n „ (l+g)n 2 

et ainsi grace à (17) 

(S(M)) n « g(Nn) exp{In(n-l)<M C,M C> +^!^
nx 2.v} . 

Puisque <M,M>Œ est borné, on en déduit que pour tout t̂ °° 

E[(&(M)t)
n] « C E[jf(Nn)t] « C . 

II-4' Remarque. En reprenant une majoration de W n, on peut obtenir aussi 

^ r . 
un critère de L -intégrabilitë (2<r<n) lorsque <$1,M> n'est pas borné mais 

que l'on a. |AM|^B avec une condition du type E[expk<M,M>Œ] <». Par exemple, 

2 
pour obtenir la L -intégrabilitë de E(M) lorsque |AM|sl, il suffit d'avoir 

E[exp8<M,M>J<œ. En effet, puisque (l+x)3-l-3x=3x2+x3 est borné par 4x 2 quand 

3 2 
|x|*l, nous avons ici |V |^4x .v et 

(g(M))2 « (?(N 3)) 2 / 3 exp{2<MC,MC>+|4x

2.v} 

et en appliquant l'inégalité de Holder avec p=3/2 on obtient que (g(M))2 est 

intégrable dès que exp{6<MC,MC> +8x2.v^} l'est. 
00 



1 3 

II.5- Remarque. La restriction donnée en b) et c) sur l'amplitude des sauts 

ne peut être levée comme le montre l'exemple suivant. 

Soit M le processus défini par M^O si t< l , M^=X si t£l , où X est une varia

ble aléatoire à valeurs dans [-l,+°°[de fonction de répartition F telle que 

/
+oo r +CO /"+0°o 

j x F(dx) = 0 , x F(dx) < «> 9 y x

2 + e F(dx) = » pour tout e>0 

( on peut prendre par exemple F avec une densité f où 

f(x) = k (x-l)2 sur [-l,+2] 

= k' (x3(Log x)2)""1 sur ]+2 , + o o [ 

avec k et k' adéquats). Alors M est une martingale de système de Lévy 

v(dt,dx)=F(dx)dt et l'on calcule que 

<M,M>t = x
2.v t = (/j x 2 F(dx)) l { t ^ l } 

est non aléatoire et est borné. Ainsi £(M) est de carré intégrable mais on a 

J5(M) 1 = 1+X et comme y^ (1+x) F(dx)=°° , on vérifie que 

E[U(M),) 2 + £ :] = « . 
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