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PARAMETREES POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS HYPOELLIPTIQU£S 

J. Nourrigat 

U.E.R. Mathématiques et Informatique 

35000 RENNES 

Introduction. 

Dans cet article on construit des paramétrixes pour une 

classe d'opérateurs différentiels dont 1 1hypoellipticité a été dé

montrée par Bolley-Camus-Helffer [4] . Les opérateurs étudiés dans 

[4] sont elliptiques hors d'un hyperplan de R n . Plus généralement 

nos résultats s'appliquent à des opérateurs vérifiant hors d'un hy

perplan la condition usuelle de Hormander [II] assurant l'existence 

d'une paramétrixe dans une classe s£> ^. Les méthodes utilisées s'ap

pliqueraient sans difficulté à des opérateurs pseudo-différentiels. 

En notant (x,t) la variable de R n(x e R n ',t G R ) , nous 

écrirons les opérateurs étudiés sous la forme : 

(O.î) P(x,t,D ,D ) - J a .(x,t) t £ ( 0 t , j ) D a D;J 
* x' t i i a j v ' x t 

|a|+j<m J 

où a . est une fonction C- et un entier > 0. 
aj , J — 

Rappelons les résultats connus dans le cas où P est ellip

tique pour t ^ 0 et où la surface t « 0 est non caractéristique. 

L'étude de l'hypoellipticité des opérateurs (0.1) a été abordée 
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dans le cas quasi-homogène où 2-(ce,j) = £-m + q|a| + jj (q est: ration-

nel 1, |x[ désigne le plus petit entier >_ sup(x,0)) par Grusin [9] 

Treves-Gilioli [8] , Sjostrand [14] , Yamamoto [15] , Boutet de Monvel-

Treves [7^ puis dans le cas plus général où - (5 +<?j Û| +qfjl 

(a G Z, q et q T > 0) par Vishik-Grusin [10] , Bolley-Camus-Helffer 

[2] , [3] , Rolland [13] . Certains de ces auteurs ont construit des 

paramètrixes pour les opérateurs quasi-homogènes en utilisant des 

symboles pseudodifférentiels à valeurs vectorielles. Notre démons

tration s'inspire au contraire de Beals [î] , Boutet de Monvel [5] , 

Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6] , qui ont construit, dans des 

classes d'opérateurs définies à l faide de fonctions poids, des para

mètrixes pour certains des opérateurs (0.1). 

Bolley-Camus-Helf f er [4] , et Menikoff [12] pour les opé

rateurs d'ordre 2, ont donné une condition suffisante (et nécessai

re si les a ^ sont constants) pour l'hypoellipticité avec régulari

té maximale des opérateurs (0.1) vérifiant .l'hypothèse de convexité 

suivante : pour tout multi-indice (a,j) tel que ja| + j <̂  ra, il 

existe À q , X J f € [ o , \ j et deux multi-indice s ( a ^ O ) et (a.^,0) 

tels que : 

(0.2) | c | U a > j ) U | N | T l j 

< c ( | t | - ) S | . | , < O " ° ) | î |
l " l ) X « ( | « | 1 ( , , « ' 0 ) | î | | a î l ) i * 

et A + A , + A 0 * 1. Nous allons résumer ces conditions avec des 
o î 2 

notations différentes de [4] . On définit un 0 £ j O , l £ par : 

kl 

joj+j<m J 

puis on définit un opérateur différentiel ordinaire p Q(x,t,£,D t) dé-
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pendant de (x,5) € R n H x s n ~ 2 par 

( 0 . 4 ) P (x,t fç,T) - lim r"* 9 p(x,tr~ 0,Çr, Tr°) 

On suppose que pour tout x € R n 5 et pour tout £ E S n 2 

on a : 

( 0 . 5 ) ker p o(x,t fÇ,D ) n (R) * 0 

D'autre part, on donne dans [4] un ensemble de conditions 

dites d'ellipticité générale, qui sont équivalentes pour les opéra

teurs vérifiant ( 0 , 2 ) à la condition suivante : il existe A > 0 et 

C > 0 tels que : 

( o . 6 ) ! t i u i Q

+ i T i u r Q > A - i p ( x , t , ç , r ) i 1 c t y i t i U a ' j ) u ( i û i | i T i j 

I a I+j <m 

Les conditions données dans [4] sont plus explicites et 

leur équivalence avec ( 0 . 6 ) est montrée sur des exemples au 5 5 . 

Le but de ce travail est de montrer que^sous l'hypothèse 

( 0 . 5 ) et sous des hypothèses un peu plus générales que ( 0 . 2 ) et ( 0 .6 )^ 

l'opérateur P admet une paramétrixe à gauche dans îê^gCJî), et donc 

est hypoelliptique avec perte de m(î-0) dérivées. 

Les hypothèses ( 0 . 2 ) et ( 0 . 6 ) sont remplacées par l'hypo

thèse suivante : il existe A > 0 tel que^pour tout multiindi.ee 

(fc,3fY»à)
 e t pour tout compact K, il existe C > 0 tel que l'on ait, 

/• I . i 2 2 .1 /2 
en posant r • + T ) : 

(0.7) | 3 * 3 ^ 3 * P(x,t,Ç,T)|<c!p(x,t,C,T)|(|t! +r-
9)- Sr-!Y| (, T, + r3 r5 

( 0 . 8 ) pour tout (x,t) E K et pour tout r > 0 tels que 

j tj r Q + 11 j r 9 > A, on a |p(x,t,Ç,TÏ | ̂  c r n 3 

http://multiindi.ee
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En faisant des hypothèses très voisines, oa retrouve aussi 

l'hypoellipticité, démontrée dans £4] , d'une classe d'opérateurs pour 

lesquels la surface t = 0 est caractéristique. Un exemple est donné 

au § 5. 

Pour construire ces paramétrixes, on étudie une classe 

d'opérateurs pseudo-différentiels sur R n dont les symboles vérifient 

des majorations analogues à (0.7)'. Ces classes, incluses dans 

sont donc définies à l'aide de fonctions poids au sens de Beals > 

mais les fonctions choisies : 

(0.9) * = | T | • r
G cf » | t | + r "

Q (*) 

ne vérifient pas l'une des hypothèses de [1] , ce qui nous conduit 

au § 2 à démontrer un résultat sur la composition de ces opérateurs. 

D'autre part, pour utiliser 1 1inversibilité de l'opérateur 

P o(x,t,Ç fD ) , nous employons des techniques voisines de celles de 

Boutet de Monvel [5] et Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6] . 

Le § 1 énonce les résultats de manière plus précise. Le 

§ 2 étudie la classe d'opérateurs pseudo-différentiels utilisée. Au 

§ 3 on construit 'la paramétrixe. L'existence d'un inverse à gauche 

dépendant de manière C de (x,Ç) pour p Q(x,t,Ç,D t) est démontrée au 

§ 4. Le § 5 donne des exemples. 

( ) R. Beals nous a communiqué qu'une modification apportée récem

ment aux définitions des fonctions poids permet maintenant d'ap

pliquer son théorème de composition aux classes d'opérateurs 

pseudo-différentiels que nous utilisons. 
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I - Enoncé des résultats. 

Soient Ù\ un ouvert de R n 1 , T > O, et $2 » £2 x [f iT,T] . 

On notera (x,t) la variable de S (x € Q et t G Q-T fT]), et (Ç,T) 

la variable duale. 

On considère un.opérateur différentiel P sur fl, que nous 

écrirons : 

( 1 . 1 ) P(x,t,D x,D t) - Y a (x,t) t * ( a ' i> D° DJ 
ja|+j<m J 

où xs et les &(a,j) sont des entiers 0, et a . € C œ(J2). 
Q J 

Soient d'autre part y € R et 0 € Jo,l^. Le but de ce 

travail est de donner des conditions suffisantes pour l'existence 

d'une paramétrixe à gauche pour P dans ^ê^ f t(£î), ce qui entraînera 

1'bypoellipticitê de P avec perte de m-u dérivées. 

On définit un opérateur différentiel ordinaire p (ît,t,Ç^D^) 

dépendant du paramètre (x,Ç) G x S n ^ en posant : 

(1.2) P 0(x,t,ç,i) = lim r y p(x,tr 0 , ^r, t r 0 ) . 
r-n» 

Pour assurer l'existence de cette limite et pour qu'elle 

ne soit pas identiquement nulle, nous socmes amenés à choisir : 

(1.3) u = sup {|a| + 0j - 0A(a,j)} 

(a,j) 

Désignons par I l'ensemble des multi-indices (a,j) où le 

sup est atteint dans (1.3) 

(1.4) I ^ { ( a , j ) | | et | + j < o f (a| + Gj - 04<cxfj) - u}. 

On a : 
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(1.5) p (x,t,e,T> - l a ( x , 0 ) t U a ' j ) e t j 

° (a,j ) e i a j 

On fait l fhypothèse suivante : 

( K l ) Pour tout (x,S) € n x s n ~ 2 l'opérateur p Q ( x > t > Ç , D t ) est in-

jectif dans 

Enonçons maintenant les hypothèses sur le symbole de P. 

Posons : 

(1.6) r = ( U ! 2 + T 2 ) 1 / 2 ; 

Nous ferons les hypothèses suivantes : 

(H2) Pour tout compact K ^ îî, il existe A > 0 tel que, pour tout 

multi-indice ( o i 9 Q 9 y 9 & \ on ait (avec C > 0) 

( » - 7 ) | 3 ^ a J ? < x . t t Ç , T ) | < c I p < x , t f ^ 

si (x,t) e K et | t j r Q + | T | r~ G ^ A. 

(H3) Pour tout compact K C ft, il existe A > 0 et C > 0 tels que 

(1.8) |p(x,t,Ç,x)| ^ C r y 

si (x,t) € K et |t| r° + |x| r" 0 ^ A 

Nous pouvons énoncer le résultat principal : 

Théorème 1. Soit P un opérateur différentiel de la forme (l.{). On 

suppose qu fil existe y 6 R et 9 £ J Ï P » î ( lies par (1.3), tels que 

les hypothèses Hl, H2 et H3 soient vérifiées. Alors P admet une 

parametrixe à gauche dans U (ft). 

Sous ces hypothèses, P est donc hypoelliptique avec perte 

de m-u dérivées. Mais les hypothèses précédentes n'assurent pas la 

régularité maximale. Pour obtenir celle-ci, nous ferons l'hypothèse 

suivante : 
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(H'3) Pour tout compact K C ù , il existe A > 0 et C > 0 tels que 

(1.9) |p(x,t,ç.x)| > C l (!t| +r - V ( a ' j ) M ( | t h r 3 ) j 

|.a|+j<m 

si (x,t) € K et j t| r Q + | T | r"° >_ A. 

L'hypothèse H F 3 est plus forte que H 3 puisque le second 

membre de (1.9) est supérieur à r*1. On verra (proposition 2 . 1 ) que 

l'hypothèse ( H ' 3 ) implique aussi H 2 . Les hypothèses Hl et H ' 3 suf

fisent donc à assurer l'existence d'une paramétrixe à gauche dans 

çb 0(»î). On a en plus le résultat de régularité maximale suivant : 

Théorème 2 . Soient P un opérateur différentiel de la forme (l.l), 

\x un nombre réel et O^J^),]^ liés par ( 1 . 3 ) , tels que les hypothè

ses Hl et H ' 3 soient vérifiées. Alors pour tout s S R, on a l'im

plication : 

( 1 . 1 0 ) u e sjy (fl) et Pu e H j o c(fl)-» t *
( a ' j ) D * dJU € H * Q C ( P . ) 

si | oc | + j <̂  m. 

^ n e classe d'opérateurs pseudo-différentiels, 

I 2 2 1/2 

On reprend les notations du § I. On pose r « (J£J + T ) 

Soit 3 c [0,l]. 

Définition 2.1. On désigne par G l'ensemble des fonctions M(x,t,Ç,t) 

continues sur T & vérifiant les deux propriétés suivantes : 

i) il existe C > 0 et m £ R tels que 

( 2 . 1 ) 0 ^ M C x . t . Ç . T ) < C(l+r) m 

ii) Pour tout compact K C Q x Q9 pour tout Cj > 0 , il existe 
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C > 0 et £ > 0 tels que, si (x,t,x',t') S K et si : 

(2.2) Cj < ~ < C. 

M + T 
on ait : 

( 2 ' 3 ) c s - M ( x , t . e , T ) — - C G 

où l'on pose 

(2.4) g - I + !t-t»| r G + |T-T'| r"° 

Notons que C?̂  est stable par addition, multiplication, 

élévation à une puissance réelle. Il contient la fonction r et les 

fonctions suivantes : 

(2.5) • - <1 • | T | 2 • r 2 0 ) 1 7 2 , <f - (t 2 + r - 2 0 ) 1 7 2 , Y -

et par conséquent tous les polynômes en r, <f>, , tels que : 

(2.6) M = l M » j cç 4< a«J> 

y k 

En particulier toutes les fonctions r ¥ (y et k réels) 

sont dans S ^ . 

Définition 2.2. Pour tous 0 <E et M e Ê Q ? o n désigne par S*!(fi) 

l'espace de Frechet des fonctions a(x,t,Ç,x) C sur T Œ telies que, 

pour tout compact K C et pour tout multi-indice (a,3,y,6), on ait : 

(2.7) l 3 x 3 t 3 ç 3 x aCx,c,Ç,T) l < c M(x,t,Ç,T) (l+r)"' Y' f&<$~* 

pour tout (x,t,£,*r) € K x R n (avec c > 0 ) . Dans le cas où M « r V ¥ K 

- M " k M 
(u et k réels) la classe S-(JÎ) sera notée S*2' (Î2) . On écrira S* et 

b o <j 

S ^ , v s'il n'y a pas de confusion possible. 
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Exemple. Soit un polynôme différentiel : 

(2.8) p(x ft,Ç,i) = l a (xft,) t
£ ( a ' j ) Ç a x j . 

| a j +j<m J 

Soient 0 € JJp, 1^ et 

(2.9) y = sup (|a| + 0j - 0£(a,j)) k = sup (j+i(a,j)) 

Soient H la fonction définie par (2.6) et p Q ( x , t , £ , T ) le 

polynôme défini par : 

P (x,t,Ç,T) = l a .(x,0) t 4 < 0 t , j ) Ç a x j 

° ( a , j ) e i a J 

où I » {(ct,j)| |a| + j ̂  m et y - } CL j + Oj - © U a , j ) } . On a : 

Proposition 2.1. Avec les notations ci-dessus, on a pour tout (a,j) 

t*-C*f j) F * TJ e s ^ d o n c p G S g C S ^ , k . De plus il existe e > 0 tel 

r cy-£,k+l que p-p Q G S 0 

6 r 
Démonstration. On voit que t £ SJ, que T € S*, que Ç. € S , et que 

M M 1 ^ ^^M1 M 
a e s„ et b e (M et M f entraînent ab € . De D I U S S* 

e t ) t) b * 0 

est un espace vectoriel et l'inégalité M' < M (M et >i' G ^ g ) entraî-

ne SV C s ; \ 

La première affirmation résulte donc de l'inégalité : 

r 1 1 <{>J <̂  M c r Y , 

qui résulte elle-même de 

Cf r~ Gy ; $ r 0*. ; |a| + 0j - 0*(ctf j) <_ y. 

Pour la deuxième affirmation, on peut écrire : 

où l fon pose : 

si (a,j) £ I, b .(x,t) » a .(x,t) et m(a,j) » ^(a,j) 
t* j ^ j 
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a.(x,t)-a a.(x,0) 

si (a,j) G I, b .(x,t)=—* — J et m(cx,j) (a^j) +1 

On vérifie alors qu'il existe e > 0 tel que : 

sup (|aj+6j-0m(ot,j))=u~e et sup (j+m(a,j)) <_ k+1 

(a,j) (a,j) 

et le calcul précédent montre que P~P Q ^
 e»k+î # 

Puisque M vérifie ( 2 . 1 ) , on a l'inclusion : 

c sle™ 
m 

où S. ( S ) désigne la classe usuelle de symboles introduite par 

L. Hormander [11] . On sait qu'à tout symbole a G ^(^)> on peut 

00 00 

associer un opérateur a(x,t,D x,D t) = C Q ( Q ) — ' + C (fi) défini pour 
tout f € C°°(ft) par : 

o 

(2.10) a(x,t,D ,D )f(x,t)=(2TT)" n/e i ( x* C + t T )a(x,t,Ç,T)f(Ç,T)dÇdT. 

M 
Désignons par CPS* (Q) l'ensemble des opérateurs 

M OO 

a(x,t,D ,D ) + R , où a(x,t,Ç,x) € S0(ft) et R est à noyau C . Il ré-
X t «o 

M 

suite de [11] et [1] que, si A € 0?S Q(Q) et si M vérifie ( 2 . 1 ) , A 

se prolonge en un opérateur : 

(2.11) A - H j o c ( Q ) .Hj^(fl) 

On a le résultat suivant sur la composition des opérateurs : 

M M' 
Proposition 2.2. Soient a G S Q et b G S Q tels que b(x,t,Ç,x) 2 8 0 

MM ' 

SI (x,t) £ K, où K est un compact de ft. Alors il existe c G S* (ft) 

tel que a(x,t,D ,D ) o b(x,t,D ,D ) = c(x,t,D ,D ) . De plus, pour 

X t X t X t 
tout entier N, on a : 

(2.12) (a,b) - c(x,t,Ç, T) - T — ( D a . a)(3* b) 6 S Ï M ' V *(îi) 

|a|<N ' G 
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XA TU ' 
Démonstration. On a classiquement, si a £ S n et b <= n vérifient 
— — — — — — — — — c ) , U , Kj 

a condition sur le support : a(x,D) o b(x,D) = c(x,D), où c(x,t,£,x) 

est"donné par : 

c(x,t,Ç,x) -

(l'intégrale étant prise au sens des intégrales oscillantes). Nous 

poserons : 

h = - ( X - X ' ) . ( Ç - Ç T ) - (t-t')(7-t') 

et, pour toute fonction f(x,x f,t,t f,£,Ç f,x,x') telle que l'intégrale 

oscillante ait un sens, posons : 

(2.13) I(f)(x,t,Ç,T) = (27r)"n / e i h f dx' dt' dV dx' 

Pour tout N ou peut écrire en utilisant la formule de 

Taylor 

r (x,t,Ç,x) - Y J - J 1 i ( f V f X ) â X 

|v|«N 0 

où l'on pose : pour tout multi-indice v et pour tout X £ [o,fj : 

( 2 - , 4 ) • f v , x " » h W 3 x « , f w . ^ . e . t ) 

et 

S A - Ç + HC - O x x = x + X (x' - x) 

Examinons les majorations vérifiées par les f ^ dans 

4n . . . . ! 
R et en particulier dans toute région définie par une inégalité 

de la forme (2.2). 

L o m é 2 .\ . Pour tout compact K €. Q x ft, pour tout multi-indice 

(a,S ,y,o,a',S',y',5'), pour tout multi-indice v tel que |v| » N, 

il existe C > 0 tel que 

( 2 . , 5 ) i = ^ K £ = ̂ v ; f v X i < c ( i . « - > , B - , t 3 ( ! B i * i » , i ) 
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pour tout (x,t,x',t f) € K, et pour tous r et r f > 0. On a pose 

2 2 1/2 

r T = ( j V j ~ + T f ) . D e plus, dans toute région définie par une 

inégalité telle que (2.2), avec > 0, il existe C > 0 et l 0 

tels que : 

(2.16) J<c[MH ' r V W r V V.r-^ + 3 ( 3'" d , ) 

X t ^ T X t T VA — u 

Démonstration du lemme 2.1. L'estimation (2.15) est toujours véri-

m m f 

fiée pour tous symboles a £ S - et b € S A , si 0 < 1, Pour vëri-
O,0 O,0 

fier (2.16) posons v = (v f,v f !) (vlf correspond à la variable t ) . Ma

jorons d'abord le second facteur de (2.14) : 

(2.17) i ^ V ^ U ; ; : ^ 

Puisque les fonctions M 1 , <j>, r et ĉ> sont dans , il en est de mê

me du second membre de (2.17). Il existe donc 1^ C c^- 3 u e : 

[M' ç" 6 r ~ i Y l f ~ V ' j ( x \ t ' , Ç , T ) < c g* 2[M' r"l Y^" V ,]<?c ,

tf,ç,T) 

On majore de même le premier facteur de (2.14). Pour obtenir (2.16) 

on remarque enfin que : 

r > ? = )̂ cf > 1, 

ce qui démontre le lemme 1 . 

On choisit maintenant une fonction de troncature 

x ( ^ > ^ > 5 F » T ' ) € S°, telle que : 

X - 1 si r < 2 (1 + |ç-ç f| + JT-T f|) 

X » 0 si r > 3 (I + |ç-Ç Fj + |x-Tf|) 

Le lemme suivant est classique : 
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Lemme 2 . 2 . Si f vérifie ( 2 . 1 5 ) , on a I (xf ) e s""*. 

Nous en rappelons néanmoins la démonstration. Les dérivées 

a . S 
3^ „ o _ vérifient aussi ( 2 . 1 5 ) , m + m' étant remplacé par un 
X , U q , c 

autre exposant. Il suffit donc de majorer I (x f ) lui-même. Pour ce 

lemme, il est inutile de distinguer la variable t ; désignons donc 

par x la variable de Q. Posons : 

L - (1 + U-Ç ' l 2 ) " 1 (1 ~ A x . ) 

On a LCe 1* 1) = e 1* 1 donc, pour tout entier M 

K x f ) = K C ' L ) * 1 x f ) 

Si f vérifie (2.15), on a, pour tous compacts K et K' de û 

K T L ) M x f U . x , . e . e f ) | i c ( i + U - ç ' i 2 ) - M ( i + U K U , | ) f f i + t 2 ' + 2 e y i 

si x € K et x' G K f , d'où : 

|l(xf)|(x f O < c // (l + |ç-çM 2)^(» + |5| + U , | ) I I H i a , + 2 0 M ^ , d £ f -
D 

L'intégrale porte sur le domaine D * {x' € K', >. y Is])* E n 

utilisant 3 < 1, on en déduit pour tout entier N une majoration de 

la forme |l(f)| < C (1 + U|)"N, d'où le lemme 2 . 2 . 

Majorons maintenant I((l - x)f v p * Sans le support de 

( ! - x)f^f où une inégalité analogue à ( 2 . 2 ) est vérifiée, on utili

se les majorations ( 2 . 1 6 ) . Il nous suffit donc de démontrer : 

oo An 

L crime 2 . 3 . Soit f (x, t, Ç , T , X ' , t ', Ç ', T ' ) une fonction C sur R dont 

le support est inclus dans 

( 2 . 1 8 ) {(x,t , 5,i,x ,,t',Ç ,,T ' ) j (x,t,x',t')EK, l + | ç - Ç F | • IT -T 'J I j r } 

où K est un compact de Q x Q. On suppose qu'il existe A >̂ 0 tel que : 
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(2.19) ' 3 x ' c f T ' ' - C 8 r 1 , 1 

g étant définie par (2.4). Alors l'intégrale I(f) est bornée, 

Démonstration. Considérons maintenant l'opérateur différentiel : 

l - < 1 . | W ' | 2 * IT-T'I2 r " 2 G . | t - f | 2 r 2 V ( . - A . - r ^ V . - r 2 ^ , ) 

Cet opérateur vérifie aussi L(e^^) « e 1* 1 d'où I(f) • I(( CL)^f) pour 

tout entier M. Or d'après (2.16) 

A - M 

K ' i A l < c (l + !e-ç»| 2 +
 IT-T'I2 r"" 0 + | t - t ' | 2

 r . 2 0 ) 2 

En choisissant M assez grand, l'intégrale 

I - M 

/ 0 + |ç-ç f| 2 + I T - T ' | 2 r ' 2 0 + |t-f | 2 r 2 0 ) 2 dx' d f dç f d T' 

converge et est indépendante de r (x décrit un compact). La propo

sition 2.2 est donc démontrée. 

On a pour les opérateurs adjoints le résultat suivant : 

Proposition 2,3. Si A G OPS^J(fi), alors A* G OPS M(.Q). 

Pour les sommations, on a la proposition suivante ; 

Proposition 2.4. Soit y G R, et pour tout j G M, soit a^ G S ^ " J . 

Alors il existe a G S^*° tel que pour tout n 

a - l a. € S»*'* 

j<N J 0 

Démonstration, On suit la démonstration de Beals [1] . On voit que : 

K D : 6 L I C C ^ " 6 r - M 

00 

Soit x ( ^ ) £ C (R) égale à 0 si t < 1 et à I si t > 2. Posons pour 
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R > 0 

X R(x,t,Ç,x) =• x(-) " X ( — ) 

On a (I-xR) ^ N SQ'"' 3» e t rJ(R e s t borné dans S ° * , car : 

J 

1 x t Ç T fv — R ^ 

Si a E S^* (R*'R a) est donc borné dans S^** ^. On peut donc 

choisir une suite R. 0 0 telle que pour tout N la série J X™. a. 

u V . N J J 

converge dans S * , d foù la proposition 2.4. 
o 

III - Construction de paranétrixes. 

On considère un polynôme différentiel : 

(3.1) P(x,t,ç,x) - l a (x,t) t £ ( a ' j ) e t j 

|a|+j<m J 

On a vu (proposition 2.1) que, pour tout 0 £ ^ 0 , 1 ^ , on a p G ̂ Q ' ^ » 

où ii et k sont définis par : 

(3.2) U = sup (jo| + 0j - GA(o.j)) k - sup (j + £(a,j)) 

Nous suivons la «méthode de [5] en construisant la paramê-

trixe en deux étapes. La première étape n'utilise que les hypothè

ses dites "d' ellipticitë générale 1 1 H2 et H3. Ces hypothèses H2 et 

H3 correspondent à l fhypothèse d'ellipticitë transversale faite 

dans [5] • Nous allons écrire ces hypothèses avec les notations du 

§ II. On suppose qu'il existe 0 t e ^ (î u e> ^ étant défini par 

(3.2)^ on ait : 

(H2) Pour tout compact K C ç\9 il existe A > 0 tel que, pour tout 
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nulti-indice 2,7,6) o n a i c : 

(3.3) h ^ t 3 ç 3 T PCx,t,C,x) | < c |p(x,t,Ç,T)| c^" 3 r"' Y' fè 

si (x,t) € K et ï > A 

(H3) Il existe M 6 < P Q tel que : 

(3.4) |p(x,t,Ç,x)| >M(x tt,Ç,T) > c r P 

si ï > A 

Dans le cas où M = r V cette hypothèse nous permettra de 

démontrer i'hypoellipticité avec perte de n-y dérivéES, et dans le 

cas : 

(3.5) M = l c p 4 0 1 ' ^ r'** * j 

|a|+j<m 

cette hypothèse nous donnera la régularité maximale (ce 

cas correspond à l'hypothèse H f3 du § I ) . 

La proposition suivante constitue la première étape de la 

construction de la paramétrixe. Elle est formellement identique à 

la construction du Hormander [11] . 

Proposition 3.1. Soient y G R, k G N, 0 G Jû,l£ et P G 0 ? S ^ , k . On 

suppose qu'il existe M G G Q tel que les hypothèses H2 et H3 soient 

vérifiées. Alors il existe Q G OPS^ tel que : 

(3.5) QP = I + R PQ = I + R 2 

où R. G n S ° ' ~ N (j = 1,2). 
J N * 

Démonstration. On va chercher le symbole q de Q sous forme d'un'dé-

r M V J 

veloppement asymptotique q ^ } q ̂ , où q j G S Q . Pour former q^, 
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oo 

choisissons une fonction x(u) ^ 0 ( R ) égale à 0 si u < A+l et à 1 

si u > À+ 2 . Posons : 

q Q

 = x(*') p""1 

Corme x ( * ) e Sg*° (d'après la démonstration de la proposition 2 . 4 ) , 

M-l 

on a bien q € S* • On définit ensuite les q. par la relation de 

récurrence : 

Comme tous les q. ont leur support inclus dans > A} on vérifie 

M Y 

par récurrence que q, £ S*c • La proposition 2.4 assure l'exis-

M 
tence d'un q € Sg tel que pour tout N, 

Vérifions que (q o p) -1 € n S°' ^. Soit N arbitraire. On a : 

j 

N+k-1 N+k-1 

fq o p)-l - l (q. o pfr-1 + (q - J q.) O p 

j=0 J j-0 J 

o —N \i k 
Le second terme est dans S^' (puisque p S S Q ' et 

;:+k-i 

q i qj = S ) . 

D'après la proposition 2 . 2 . : 

J |o|<N+k-j ^ " 3 ' J 

D'autre part, d'après la construction des q^ : 

ce qui démontre la proposition. 
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Cette proposition nous amène à étudier les opérateurs de 

^ 0?Sg* (ft)I qui n e sont pas régularisants dans H, mais seulement 

j 

dans le complémentaire de l'hyperplan t = 0 dans ft. La proposition 

3.1 permet donc la réduction à la surface t = 0, T = 0. 

On posera, pour tout réel y , ^ = n s^* J et 

j 

La classe jo^ correspond à la classe des opérateurs de Hermite in

troduite dans [5] . 

On a a ^ si et seulement si pour tout entier N, sur tout corn-

pact, et pour tout multi-indice (a,B,Y>5) il existe C > 0 tel que : 

(3.7) | 3 ? 3 W ai < C(l + |t| r 9 • 1 ^ ' ° ) ' * 0 + r ) ^ + Ô ^ S ) 

X t T 

Cela résulte de : 

¥ > <1 + |t| r ° + |x| r" 0) > C 7 1 / 2 , r° £ I , r" G< C | 

u k 

D'après les propositions 2.2 et 2.3, si A € OPS^* et 

B G OP % ^ , on a A o B et B o A G OP ^ G ^ ' et B* G OP . 

Nous donnerons un résultat plus précis pour la composi

tion de A et B lorsque A est un opérateur différentiel de la forme : 

A(x,t,D tD ) Y a .(x,t) t * ( a * j ) D a D j 

x t I CM * x t 

avec y = sup {|a| + Oj - 0£(a,j)}, et B G O P ^ Q de symbole 

b(x,t,f , , T ) . 

Posons : 

I - {(oc,j) | M = |et{ + 0j - G£(a,j)} 

et 

\- *~ i 
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(3.8) a (x,t,Ç,T) = T a .(x,0) t *
( a ' j ) £ a T j . 

(a.j)€I a j 

Proposition 3.2. Avec les notations ci-dessus, il existe e > 0 tel 

que le symbole a o b de A o B vérifie : 

(3.9) a o b(x,t,C,x) - e l t T a ^ x . t . Ç . D ^ [e i t Tb(x,t,Ç,x)] 6- £ + v ' ~ £ 

Démonstration. On a vu (proposition 2.1) que a - a € S r * (avec £ 

et k convenables). D foù (a - a ) o b G Pour a 0o b on a la 

formule exacte : 

(3.10) a o b(x,t,Ç,T)=e i t T J a . (x,0) t U û ' j ) D j (Ç+D ) a r e i t T b ] 

° (a,j)€I a j ï x -

Il résulte de (3.7) que si b € on a : 

(3.11) e

i t T b € % \ D J B E L J * , Ç ° b e ^ , + M f D j b € P'+*3 

t 1 b E " Q * 

Si l fon développe (Ç + D

x ^
a dans ( 3 . 1 0 ) F on obtient une somme de 

terme de la forme 

D'après (3.11), ces termes dont dans + l + e j-EA(a,j) =^' + y-|a"I 

Les termes correspondant à a w ^ 0 sont dans /jG • Les termes 

correspondant à a" » 0 forment bien le second terme de (3.9). 

On en déduit aussitôt, par passage à l'adjoint : 

Corollaire. Avec les notations ci-dessus, la symbole b o a vérifie : 

(3.12) (bca)(x,t,Ç , T)-e l t T b(x,t fÇ,D t) [ e
L t T a Q(x,t , C , T ) ] e ^ + u '~ Z 
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(3.13) a o b(x,t,Ç,T) = e ~ l t T a(x,t,ç,D ) [ e l t T b(x,t,£,x)] 

t 

On a : 

a(x,t,Ç,D t) o b(x,t,Ç,D t) = a o b(x,t,Ç,D t). 

On vérifie avec les mènes calculs que pour la proposition 2 . 2 , que : 

a £ S £ ' k b e S*' , k ' = = > a o b G S ^ ' ' k + k ' 

donc 

(3.14) a e b .€ — a o b 

Montrons maintenant que l'on peut achever la construction 

de la paramétrixe à l'aide de la proposition suivante, que nous dé

montrerons au § IV. 

Proposition 3.3. Sous les hypothèses du théorème 1, l'opérateur dif

férentiel ordinaire P Q(x,t,Ç,D t) admet un inverse à gauche 

a(x,t,Ç,D t), où a(x,t,Ç,x) E S ~ U , ° . 

Fin de la démonstration du théorème 1. Posons : 

(3-15) q,(x,t,CfT) » q(x,t,Ç,t) - rj(x,t fÇ fT) o a(x,t,£,t) 

M " 1 - 1 

On a q } E S^ . En effet le second terme est dans d'après 

(3.14), et les hypothèses : 

r y < M < |p(x,t,Ç,T)| < c r 1 1 y k 

impliquent' que C S Q • 0 N A : 

q, o p = 1 + r. - r, o a o p. raod. H ^ e 

1 1 1 t t ° "B> 

d'après le corollaire de la proposition 3 . 2 . Comme a o p » J, on 

t ° 
a : 
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V P 5 1 m ° d
 %~Q* 

Posons « q o p - 1. On a (r^) n£ % a

n £ C s n"T. Il existe ma symbo-

le q„ (Tordre 0 tel que q 0 ^ ) (-r.)
J et q 0 - 1 £ • 

J J ~ J J o 
M" 1 

Posons q 3 o . On a bien q € £fg . E n effet, comme 

r W <_ M <̂  c r y f k 

le composé d fun symbole de Sg et d fun symbole de 24qC est dans 

C donc a fortiori dans . D'autre part : 

q o p ^ q ^ o q ^ o p ^ q ^ o (1+rj) 5 3 1 mod. S 

ce qui achève la démonstration du théorème 1 • 

L fhypoellipticité avec perte de mr\i dérivées en découle 

immédiatement car si Q G O P S Q

y * ° C c£> Q

Ug on a 

f € -H? (Jl) — > Qf € Hf^CJÏ). 
loc loc 

Démonstration de la régularité maximale (théorème 2 ) . 

Nous nous plaçons dans le cas où l'hypothèse (H'3) est 

vérifiée. La paramëtrixe Q que nous avons construite est alors dans 

OPS,^ ; où M est donnée par ( 3 . 3 ) . Il nous faut démontrer que : 
O 

f e H ? ( R N ) —> t 4 ( a * j ) D A D J Qf e H " ( R N ) 
loc x t ^ loc 

si |a| + j <̂  m. Il nous suffit de vérifier que 

< t U a , j ) çet Tjj Q q G s°.<\ C e l a résulte de q é s j (par construc

tion) et de t 4 ( a ' ^ Ç a <= (d'après la proposition 2.1). 
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IV - Une classe d'opérateurs différentiels ordinaires. 

Le but de ce paragraphe est de démontrer la proposition 

3.3. Nous voulons démontrer l'existence d'un inverse à gauche 

a(x,t,Ç,D t), avec a € S^ y**\ pour l'opérateur différentiel ordinai

re : 

p (x,t,Ç,D ) - l a .(x,0) t

£ C a ' j ) Ç a Dj 

° (a,j)€l t 

où l'on pose I « {(a, j )} |a| + j < m e t |aj + 0j - G ^ c ^ j ) « u } . 

On peut écrire aussi : 

P o(x,t,C,x)
 3 8 l m r p(x,tr ,?r,tr ) 

Le symbole p^ possède la propriété de quasi-homogénéité suivante ; 

—u —0 0 
P Q(x,t,Ç,T) « X p (x ftX , Ç A , T X ) 

pour tout X > 0. Il nous suffit donc de construire l'inverse pour 

|£î - 1. Faisons le changement ce variable : 

tui0 = s xurQ - a sur1 = u, 

et posons 

(4.2) b(x,s,u,a) = |çj P P Q(x,t,Ç,T) 

Vérifions les majorations satisfaites par le symbole b(x,s,u),a) . 

Proposition 4.1. Pour tout compact K C Q il existe A > 0 tçl que 

pour tout multi-indice (oi,S,Y»<5) on ait : 

(4.3) |aVaV b(x,s f<j,a)| < c!b(x,s,a),a)| (l + |s|)"" S (l + | a j ) " 0 

(4.4) jb(x,s,u),a) | C 

si x e K, j y | » î et jsj + |o| A. 
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Démonstration. Ecrivons les majorations des hypothèses H2 et H3 avec 

le changement de variable (4.1) en posant 

(4.5) p(x,s,u,G,r) » r U p(x,t,Ç,x) 

où r * On tronque le symbole p pour qu'il soit nul pour |t|_>l. 

Les hypothèses s'écrivent : pour tout compact K C - Œ p il existe 

A > 0 tel que pour tout multi-indice (a,3,y><S) on ait : 

\*aA°l*i Pl < C|p<*,s. U.c.r)| (1 * |.|>' B (1 * I c i ) " 5 

jp(x,s,o),a,r) j ^ C 

si x € K, \u\ « 1 et |s| + j c J ^ A. La constante C est indépendante 

de x , s ,c fcj et r. Comme par définition : 

b(x,s,o),a) * lim p(x,s,o),a,r) 

et comme les dérivées de p convergent vers celles de b, on en dé

duit la proposition 4.1. -

On veut construire un opérateur a(x,u,s,D s) tel que : 

a(x,s,w,D ) b(x,s,u),D ) » I 
s s 

et pour jsj + |o| assez grand : 

j 3 V a V a(x,s f U,a ) l < c|a(x,s,u,o)| (l + | s | ) " 6 (l+ja|)~ ô 

X S CJ o — 

Nous utiliserons de nouvelles notations pour simplifier. Nous dési-

n—2 

gnerons par X le paramètre (x,co) qui décrit le compact A = K x S 

Cela nous amène à étudier une classe d'opérateurs sur R 

dépendant du paramètre X € A. 
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Derinition 4.1. On désigne par S (A) l'espace de Fréchet des fonc-

0 0 2 

tions a(t,r,\) C sur R * A telles que, pour tout multi-indice 

2,Y)> on ait : 

\l*/yx a(c.T,X)| < c(l + | t | ) k - a (l + | T i ) U " f i 

2 

pour tout ( t, T , A ) 6 R" x A . 

Tout polynôme en t et T dont les coefficients dépendent 

0 0 k k 

de manière C de A, est dans un S ( A ) . A tout symbole a(t,T,\)GS* (A) 

on associe un opérateur pseudo-différentiel sur R, a ( t , D T , X ) , dé

pendant du paramètre À , défini pour tout u G par : 

a(t,D T,X) u(t) = (2t:)~ 1 / e 1 ^ a(t,T,X) G(t) dr. 

k . k 
Les propriétés de S (A) sont classiques. Si a G S (A) et 

b € S (A) on a pour tout N 

a o b - 1 ± (D:l a) (3jb) G S K + K , " S ( A ) 

j<N J - T C 

Si a^ G S J ( A ) pour tout j G N, il existe a € S ° ( A ) tel 

que pour tout N 

N-l 

(4.5) a - J a. G s" N(A) 
6 2 

Si un symbole b G S (A) vérifie (4.3) et (4.4), alors b 

admet une paramétrixe a' dans S ° ( A ) , c'est-à-dire que 

(4.6) r = a' o b - 1 G S~~(A) r' = b o a' - 1 e S~°°(A). 

En effet, si a^ est un symbole égal à ~ quand |tj+JT| est 

assez grand, on a a^ o b = 1 + rj, avec G S 1 ( A ) • D'après (4.5) 

oo 

il existe a! G S (A) tel que a! % Y (-r.)"3, et le symbole 

1
 1 o 1 
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a' » a! o a 1 vérifie bien ( 4 . 6 ) . 
1 o 

La proposition 3.3 se trouve donc ramenée à la suivante : 

Proposition 4 . 2 . Soient A un compact de R 2 n 2 et b(t,T,X) G S k(A) 

vérifiant ( 4 . 3 ) et ( 4 . 4 ) . On suppose qu'il existe X ^ G A tel que 

b(t,D T,X^) soit injectif dans '(R). Alors il existe un voisinage 

V de À dans A et un a G S°(V) tel que pour tout X G V 

( 4 . 7 ) a(t,D T,X) o b(t,D T,X) « I 

La démonstration est inspirée de' [6] . 

Démonstration. La fonction (t,x) • r(t,x,X ) est dans * ( R 2 ) , 

donc l'opérateur r ( t , D T > X Q ) est compact dans ^f(R) et dans *tf'(R)f 

D'après ( 4 . 6 ) b ( t , D T , X Q ) est donc à indice dans ^(R) et dans (R) . 

Si on suppose b ( t , D T , X Q ) injectif dans ^ ' ( R ) , il admet donc, un 

inverse à gauche a Q dans ^ ' ( R ) . Des égalités 

a * o b « I 
o 

et 

a f ( t , D T , X ) o b(t,D T,X) » r(t,D T,X) 

on déduit : 

[ V ( t f D ,X) - r(t,D T,X) o a j o b = I + r £ 

avec r 0 G S~°°(A) et r 0(t,x,X ) « 0 . L'opérateur R(X) » r 0(t,D .X) 
A z o z t 

est un opérateur à noyau dans ^ T(R 2) dépendant de manière C de 

X G A. Il existe un voisinage V de X q dans A tel que : 

DR9(X)il 0 < y 
1 (L Z(R)) 

pour tout X G V . I + R(X) est donc inversible pour tout X G V et, 
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d'après Boutet de Monvel-Grigis-Helffer [6] , l'inverse esc de la 

—co 

forme I + s 0(t,D , X ) , où s. E S (A). Posons alors : 

a(t,D t,X) = [I + s 2(t,D t,X)} o [a'(t,D t,X) - r(t,D t >A) 

On a bien 

a(t,x,X) G S°(A) 

et pour tout X € V 

â(t,D t,X) o b(t,D ,A) = I. 

V - Exemples. 

Nous allons donner des exemples où l'hypothèse H 1 3 est 

vérifiée. Tous ces exemples ont été étudiés dans [4] . Nous verrons 

d'abord une classe assez vaste d'opérateurs pour lesquels la surfa

ce t = 0 est non caractéristique et pour lesquels on peut expliciter 

l'hypothèse H'3. Ensuite nous donnerons un exemple pour lequel la 

surface t = 0 est caractéristique. 

1 * Le cas non-caractéristique. 

On supoose ici £(o,m) = 0 et a = 1 , c'est-à-dire 
o,m 

(5.1) P - D» • F a ,(x,t) t £ ( ù ' J } D* DJ . 

. C |a|+j<m a J X C 

j<ni 

On fait l'hypothèse de convexité suivante : 

(C) Pour tout multi-indice (ct,j) tel que |ct| + j <̂  m, il existe 

X Q , et \^ £ [P>IJ e t d e u x raulti-indices (ctj,0) et i^*®) t e l s 

que : ' X + X f + A 0 » 1 
o 1 L 
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j t | * < a , j ) U | | a | M J ^ 

A fi) \a \ A A(a.,0) | c t J A 

< c(!xr) °(ui 1 ui 1 > \\t\ 2 ui 2 ) 2 

Pour tous les opérateurs de la forme (5.1) vérifiant l'hy

pothèse (C) on peut expliciter la condition H'3. Lorsque les a . 

sont constants, l'hypothèse H'3 est nécessaire pour qu'on ait l'hy-

pcellipticité avec régularité maximale (cf. [4]). 

Tout d'abord on peut simplifier l'énoncé de H'3. Posons : 

(5.2) M = l (|t| +r - V ( a * j )
 r | a | ( | t | + r

0 ) j 

|a|+j<M 

„ V , t|*(«.i) rl«l | T,i + r U 

|a|+j<M 

Rappelons les notations : 

(5.3) u = sup{|0|+ Oj - 0*(a tj)} I'- {(a,j)/ u = | ct| +Q^~0l (a, j)} . 

On peut énoncer : 

Proposition 5.1. Si I contient (o,m) on a nécessairement y » m0. 

Si I contient un multi-indice (ot,0), on a : 

(5.4) 0 = sup q / ̂  
I \v &(a>0)+m 

Si la famille d'entiers £(a,j) vérifie ces deux hypothèses et la 

condition (C) il existe C > 0 tel que 

c" 1 Mj 1 M £ c Mj 

Démonstration. Les deux premières affirmations résultent imméciate-

ment de la définition de I. Pour la troisième les seuls points à 
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vérifier sont : 

ri*!-s*<a.j> | T J j < c M ] | t |
4 ^ . i ) R !

A L + Q i < c M j 

La première majoration résulte de |o|-04(afj) <̂  y-0j s ©(m-j) d'où 

LA|-ox(A,j)| |j ^ 0(m—j) ? tj , y x ' m,i im.m , y i IRM W 

r. i V J /|T| j £ r J | T | j <_ (r ) (|T| ) <_ c(r +|T| )^cM]. 

Pour la seconde on utilise l fhypothèse de convexité (C). Il existe 

( A ^ O ) , ( A 2 , 0 ) , \ 9 \ { 9 A 2 tels que X Q + X + X 2 = I et 

o r -N I 1 ^ - n x „ A(a.,0) laj X , £ ( a 0 > 0 ) { a J X 
j t j M a , J ) r | a | + 0 J i ^ o ( j t j 1 r« l", l ( j t } 2 r- 2 } 2 

£ c(r U+|t| 1 r 1 +|t| A r Z ) < cMj 

d'où la proposition. 

Etant donné un opérateur P de la forme (5.1) vérifiant la 

condition (C) , définissons 0 par (5.4) et posons y =l mG. L'hypothè

se (H'3) est alors équivalente à : il existe A > 0 et C > 0 tels 

que 

IP! 1 c M ! 

. I l 0 , 1 - 0 
si |t| r + |ii r > A. 

Sous cette forme, la condition (H'3) peut s'expliciter 

plus facilement. Nous allons le faire d'abord pour des opérateurs 

quasi-homogènes, puis pour un exemple plus compliqué. 

a) Le cas quasi-homogène. 

Supposons que ~ soit un entier, et posons 

*(a,j) * i^T" + J — tnï » où [x] désigne le plus petit entier 

sup(x,0). La condition (C) est alors vérifiée. 
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Proposition 5.2. 

Dans ce cas l'hypothèse H'3 est équivalente à : il existe 

C > 0 tel que : 

(5.Ô) !p m(x,t,€,r)| > C T ! t | £ ( a ' j ) |rj j. 

|a|+j=m 

* n 
pour tout (x,t,Ç,x) G T (R ) . 

En effet, on voit que la fonction Mj définie en (5,2) est 

dans le cas quasi-homogène, majorée et minorée par une fonction de 

la forme : 

(5.7) M; « r m ° I (|t|rV ( a' j ) ( H ^ V • 1 
L|ai+j<m 

On remarque que pour tout c > 0 il existe A > 0 tel que 

3 —0 
jt|r + |xj r > A entraîne : 

(5.8) 1+ Y dt|rV ( a J >(|T|r-V<e l (| t| r9)1(aJ> (j r | r~ Q) j 

|a[+j<m-l |affj=m 

En effet il existe Aj tel que |t| r > Aj entraîne, si 

|a| + j m - 1 , en posant |g| * m - | j | , d'où |SJ > |a| : 

(|t|r ) <_ e(| t|r ) 

0 
L'inégalité (5.8) est donc vérifiée si |t| r > Aj . D'autre part 

il existe tel que | T | r ^ > A^ entraîne, si j < m 

A£(a»j) /i t -0 Nj ^ /i i -0 xm Aj , J / (|T| r ) J < e ( | T | r ) . 

Donc l'inégalité (5.8) est vérifiée pour |t|r S + | T j r 9 > A j + A

2

# 

0 ""0 
Donc il existe A > 0 tel que |t| r + | T | r > A entraîne : 
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|p-pj l e r 0 0 ( J ( | t | r 9 ) 4 ( a ' j ) (|x| r" 0) 3) 

|a|+j=m 

L'hypothèse (H'3), qu'on peut formuler comme en (5.5), est donc 

équivalente dans le cas quasi-homogène à (5.6), d'où la proposition. 

b) Exemples non quasi-homogènes, 

2 
Considérons des opérateurs dans R de la forme 

(5.9) P(x,t.D ,D t) = D * + l » t A ( a ) D« 

a <m 

pour lesquels la condition (C) est évidemment vérifiée. On ppse, 

suivant (5.4) 

(5.10) 0 = sup ^ - ^ Y y - B © 

a<m 

On peut alors expliciter facilement l'hypothèse (H'3). Faisons-le 

sur deux exemples. 

Exemple 1. Soit : 

2 2k c2 £ 
p(x,t,Ç,T) - t + t % + X t £ + a T + b X,a,b £ C 

Si l k-î, on est dans le cas quasi-homogène étudié ci-

dessus (avec 9 = T4T) e t (H'3) est toujours vérifiée. Si l < k-J, 

H'3 est équivalente à : il existe C > 0 tel que : 

(5.11) j t 2 + V V + A t £

Ç | > c ( i t | 2
 + |t 2 V | + |t*ç|) 

c'est-à-dire à : X ^ R. 

Dans le cas i < k-1, on a d'après (5.10), Q = - ~ r . 

D'après (5.5) l'hypothèse (H'3) s'énonce : il existe A tel que pour 

J tl r° + j T j r ° > A on ait 
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|P| > C (jt|2 • | t 2 k ç 2| + |t* ç| + | T | + D 

Mais le raisonnement du § a) montre que pour tout s > 0 il existe 

Aj tel que |tj r 9 + | T | r 9 > AJ entraîne : 

La condition (H 13) est donc bien équivalente à (5.11), donc à A £ R. 

Exemple 2. Soit : 

4 4 2 Q 1 1 f% L 
(5.12) p(t,Ç,i) - T " + a, Ç + a 2 f T + a 3 t Ç J + a 4 t ° 

où a^ G C. Dans cet exemple le Q défini par (5.10) est égal à ^ . 

Posons 

4 4 2 9 3 
P^t.Ç.t) = T + a 2 t ç + a 3 t ç 

( 5 - , 3 ) , 4 9 3 16 4 
P 2 (

T > Ç * T ) « T + a 3 t r + a 4 t ç 

La condition H'3 est équivalente à : il existe C > 0 tel 

3 

que pour tout (t,Ç,x) G R 

(5.14) |p,(t.ç f O | i C ( j T |
4 • |t 4 ç 2| + |t 9 ç 3|) 

(5.15) | p 2 ( t , ç , T ) | i C ( | T |
4 + |t 9 ç 3| + | c 1 6 ç 4|) 

Démonstration, La condition H f 3 s'énonce : il existe A > 0 et C > 0 

tels que, si | t| | r| 9 + | T | r 9 > A : 

| p ( t , Ç , T ) | > c(|T| 4+|ç|+|tV|+|tV|+|t l 6Ç 4D - M ( t , T . Ç ) . 

Le même raisonnement que dans le cas quasi-homogène montre que pour 

tout z > 0 il existe Aj tel que jt| r 9 + | T | r 9 > Aj entraîne 

(5.16) |r| < £(|t|
4 + |t 4 ç 2!) 
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Le coefficient est donc sans influence sur la condition H'3. De 

même il existe £j > 0 et > 0 tels que : 

(5.17) Ici U i 7 < s, ~ > j t 1 6 Ç 4| < e|t 9 5 3| 

h 

(5.18) |c| |ç| 5 > A 2 = = > jt A Ç 2| < e|t 9 Ç 3| 

Si |çi est assez grand, donc a fortiori si 111 r^ + | T j r est 

assez grand, l'une ou l'autre de ces inégalités sera vérifiée. Dans 

le 1er cas on a : 

I P - P , I < C | t 1 6 C 4| < e(|x| 4 + |t 4 ç 2! . |t 9 ç 3|) 

et 

M(t,C,x) < c (|i|4 + jt 4 C 2| + |t 9 Ç 3|) < c M(t,Ç,i) 

Donc la condition H'3, pour la restriction du symbole p à la zone 

où (5.17) est vérifiée est bien équivalente à (5.14). De même pour 

l'ensemble des (t,Ç,T) où (5.18) est vérifiée H'3 est équivalente 

à (5.15). Comme pour |t|r + | T| r assez grand l'une eu l'autre de 

ces inégalités est vérifiée, H'3 est bien équivalent à la réunion 

de (5.14) et (5.15). 

Dans le" cas général d'un symbole p(t,Ç,x) de la forme 

(5.9), désignons par la plus grande valeur de a pour laquelle 

le sup est atteint dans (5.10). Un calcul analogue à (5.16) contre 

£(*) ra - -, 
que les termes a t Ç avec a < a sont sans influence sur la 

a o 

condition K'3. Celle-ci se traduit toujours, par un nombre fiai 

d'inégalités analogues à (5.14) et (5.15). 
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2. Le cas caractéristique non fuchsien. 

Nous donnerons seulement l'exemple suivant, traité dans 

(4] . Soit : 

(5.19) P = t°(D 4 + D 4 ) + X D 2 + y t 2 D 2 + v D 

t x t x x 

où a est un entier >̂  3 et X, y, v des nombres complexes. On a : 

Proposition 5.3. L'opérateur P est hypoelliptique avec régularité 

maximale (au sens du théorème 2) si et seulement si : 

1) L'opérateur différentiel P o(x,£,t,D t) défini de la manière 

suivante : 

2 2 2 

i) si a >' 6 P 0(x,Ç,t,D t) » X D t + y t Ç + v £ 

ii) si a * 6 P Q(x,Ç,t,D t) » X D
2 + t° Ç 4 + y t 2

 Ç 2 + V £ 

iii) si a < 6 P Q(x,Ç,t,D t) » X D
2 + t a ç 4 

est injectif dans ^(R) quand Ç - ± 1. 

2) Les conditions d'ellipticité générale suivantes sont véri

fiées pour tous t £ 0 et (Ç,T) t (0,0) 

2 2 2 

i) si a > 6, on a à la fois X t + y t £ ' ̂  0 

. X T 2 + t° Ç 4 * y t 2
 Ç 2 5* 0 

o 4 a 4 . 2 , . 
t T + C Ç + X T ? 0 

ii) si a < 6, on a t a T 4 + t a
 Ç 4 + X T 2 t 0. 

Si ces conditions sont vérifiées, l'opérateur P admet une paramé-

trixe à gauche dans 5s *""(R ) , où 8 est défini par : 

0 - sup (y, ^ j ) . 
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