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HYPOELLIPTICITE ET PARAMETRIXES 

POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS DIFFERENTIELS 
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INTRODUCTION : 

On a construit dans l'article [ô] des paramétrixes pour des opéra

teurs différentiels sur R n elliptiques hors d'un hyperplan. D'autre part 

V.V. Grushin a donné dans & ] des conditions suffisantes d'hypoellipticité 

pour des opérateurs dont la variété caractéristique est un sous-espace vec

toriel. Dans le cas d'un hyperplan les conditions suffisantes de [2] et [ôj 

permettent de démontrer l'hypoellipticité de certains opérateurs ne vérifiant 

pas les conditions de [4]. L'article [2] énonce en particulier des conditions 

ditesd'ellipticité générale, que l'on a traduit dans [ô] par des majorations 

des dérivées du symbole de l'opérateur, analogues à celles qui^dans Hormander 

Es]̂  permettent de construire des paramétrixes dans des classes^^. 

Nous nous proposons ici d'étendre les résultats de [é] à des opéra

teurs dégénérant sur un sous-espace vectoriel de codimension quelconque. Nous 

écrirons l'opérateur selon les notations de Grushin [4]: 

(0.1) P(x,D) = l a (x)xV , 

où c4l est un ensemble fini de multi-indices (a,y) €L (Nn x tNn, et où les a 
ay 

• 00 n 
sont des fonctions C sur R , à valeurs complexes. 

Le but de cet article est de donner des conditions suffisantes pour 

que l'opérateur P(x,Dx) admettent une paramétrixe à gauche dans une classe 

H> xoù cette fois p et 6 sont des vecteurs p = (p....p ), 6= (Ô....6 ), tels pô K V K 1 n 9 1 n ' 

que 0 * 6^ £ £ et 'ô̂  < 1 pour tout i ^ n, et où y est un réel. Les classes 

X ^ sont donc définies à l'aide de vecteurs de poids au sens de Beals [jl • 

On voit que la plus grande valeur de y que l'on puisse espérer est : 

(0.2) y = sup (p,a) - (6,y) 
(a,y)£c4 

La première hypothèse que nous ferons est une majoration des déri-
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vées du symbole !P(x,?)• Cette hypothèse suffit à assurer 1'hypoellipticité 

dans tout ouvert conique de !Rn x lRn - {0} ne coupant pas la surface £ définie par: 

(0.3) l = |(x,Ç)£R n x R n - {0} , xi = 0 pour tout i * n tel que ô £ > 0 

£\ = 0 pour tout i s n tel que < 1 j* 

Cette première hypothèse généralise donc la notion d'ellipticité transverse 

à l 

En chaque point p = ( X Q , Ç q ) de on va associer à P un opérateur 

J. 

différentiel P^ à coefficients polynômes. Désignons par £ le sous-espace de 

R n x R n défini par : 

1 

(0.4) l = i(x,Oé:R n x R n , x i = 0 pour tout i S n tel que 6 i = 0 

£j = 0 pour tout i S n tel que p^ = 1 jj 

x 
Pour tout p = (x^,Ço)<~T£ , pour tout (x,Ç)C^ , posons : 

(0.5) F (x, Ç) = lim \~V P(x o ] +A ^ x , , x Q n + A , ^ ' 5,. • • - ; Ç o n ^ \ ) 
A—»oo x 

La limite existe, d'après (0.1) et (0.2.). Les indices i £ n pour lesquels 

Pi = î î o u e n t u n r ° l e particulier. On peut supposer que ces indices sont 

i = 1, . . . k, où k ^ n. 

On pose alors : 

X 1 = {x €. R n , x^ = 0 pour tout i > k} 

X 1* = {Ç e R n , ç = o pour tout i > k} 
-L 

X = {(x,Ç) £. £ , x,. = 0 si i S k, = 0 pour tout i £ k} 

On a f a X 1 e>X f*<£X. On note (x',£\y) la variable de ^ (avec x f € - X f , 

Ç 1 £. X 1 , y 6- Y) . La deuxième hypothèse que l'on fait est la suivante : pour 

tout p £, ][, pour tout y €. Y, l'opérateur différentiel Pp(x',D^,y) est injectif 

dans Jf (Xf ) . 
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On montre que sous ces deux hypothèses (qui sont explicitées au & I) 

l'opérateur P(x,D ) admet une paramétrixe à gauche dans $ y . ( R n ) , donc est 
x p 9 o 

hypoelliptique avec perte de m - p dérivées. 
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I - ENONCE ET NOTATIONS 

On considère un opérateur différentiel P(x,Dx) dans un ouvert fi de 

(Rn. Nous l'écrirons, suivant les notations de GruSin [4]: 

(1.1) PCX,D ) = y a (x)x YD a 

( a , y)é=: t i i 

où cil est un ensemble fini de multi-indices ( a , y ) fN n x (Nn tels que |a | £ m, 

et où les a sont des fonctions C°° sur fi, à valeurs complexes. 
ay 

On considère d'autre part deux vecteurs p = ( p j . . . P n ) et 6 = (ô j . . .<$ n ) 

et un réel y qui vérifient pour tout i £ n : 

(1.2) 0 * ô i <: p i S 1 p > 0 6 i < 1 

(1.3) y = sup (p,ot) - (6,y) 

n 
où l'on pose ( p , a ) = £ p . a . 

i=l 1 1 

On désignera par S g (fi) l'ensemble des fonctions a (x,Ç) C°° sur fi x JRn 

telles que, pour tout compact K de fi et pour tout multiindice (a,6), il existe 

C > 0 tel que : 

|D°D*a(x,Ç)| * C(l+|ç|)- ( p' 6 ) + < 6> a ) V(x,ç) e K x R n 

x s 

On désigne par (fi) l'ensemble des applications linéaires de Ĉ (fi) dans 

C°°(fi) de la forme a(x,D ) + R, où a(x,Q est dans S Jf(fi) et R est un opérateur 
x P;ô 

à noyau C°°. Les poids vectoriels définissant cette classe d'opérateurs véri

fient toutes les hypothèses de Beals [l]. 

La première hypothèse que nous ferons sur l'opérateur P(x,Dx) est une 

majoration des dérivées de son symbole analogue à celle de Hormander [5]. 
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Nous poserons : 

(1.4) *<x,ç) = i+5 | x i | | ç | ô i + l iqHcl P i 

i=l i=l 

L'hypothèse portant sur le symbole P (x,£) s'énonce ainsi : 

(Hljf Pour tout compact K C fi, il exite A > 0 et e > 0 tels que, pour tout 

multi-indice (a, 3), il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(1.5) |J£D*P(x.Ç)| « C |p<x ,Ç) | ( 1 + | ç | ) ( S , c x ) - ( p , E ) Hx,0-\1\e 

(où le multi-indice B est défini par g. = 6 . si p . = ô . et p. = 0 sinon), 
^ r î î î î î ' 

et de plus : 

(1.6) |P(x , Ç ) | * C (1 + | ç | ) y 

pour tout (x,Ç) & K x R n tel que *(x , Ç ) ^ A. 

On montrera au & III que cette condition suffit pour la construc

tion du symbole de la paramétrixe dans tout ouvert conique de fi x lRn - {0} 

ne coupant pas la surface £ définie par : 

(1.7) l = {(x,Ç) e fi x (Rn - {0} , x i = 0 pour tout i tel que 6^ > 0 

= 0 pour tout i tel que p^ < 1} 

Nous allons donc introduire une condition supplémentaire en tout point 

p = ( X Q , Ç q ) de Désignons par £ le sous-espace suivant de (Rn x (Rn. 

(1.8) l = {(x,Ç) €1 (Rn x Œtn , x i = 0 pour tout i tel que 6^ = 0 

= 0 pour tout i tel que p^ = 1} 

En tout point p = (x

0>^0^ ̂
e ̂ ' définissons un polynôme P^(x,Ç) sur ][ par : 

-«Si " ôn pl 

(1.9) P (x,Ç) - U m X"p p(x o ] + X x.I.--.*on

 + * V Ç o l + * 

Ç + A ^ ) • 

^on n 7 
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On peut expliciter ce polynôme en suivant les notations de Gru^in. 

Désignons par le sous-ensemble suivant de J(C ' 

(1.10) LUo = {(a,Y)ec^| (p,a) - (6,y) = y> 

Pour simplifier l'écriture, convenons que = 0 pour tout indice j 

tel que ô_. = 0. A tout multi-indice a, faisons correspondre les multi-indices 

a ' et a M définis par : 

tt 

a | = a i si pi = 1, a[ = 0 si p { < 1,
 ai = ai ~ ai" 

On A alors : 

(1.11) P ( x , Ç ) Y a (xj x YÇ a'ç a" 

j. 

Définissons maintenant une décomposition de \ en somme directe de 

trois sous-espaces. Posons : 

(1.12) X' = {x e: (Rn = 0 pour tout i tel que 6^ < p^} 

X'* = {Ç £HR n = 0 P ° u r t o u t i t e l Q u e ôi < 

Y = {(x ,Os£ Xi = ^i = 0 P o u r t 0 u t ^ t e ^ Q u e = P^}* 

X' et X' sont deux sous-espaces de £ d'après (1.2) (en identifiant x et 

(x,o), Ç et (o,0)> et l'on a : 

J1 = X' © X'* 0 Y 

v± 

La variable de 2, sera notée tantôt (x,Ç), tantôt (y,x',Ç'), avec 

y&Y » x's X', V <S- X' . Le polynôme P p sera noté tantôt P p(x,Ç), tantôt 

Pp(y,x',ç»). 

Nous pouvons maintenant énoncer notre seconde hypothèse : 

(H2) En tout point p = (x Q,Ç o) de \, en tout point y de y., l'opérateur 

différentiel Pp(y,x',D^) est inversible à gauche dansjf'(X). 
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En raison de la quasi-homogénéité de l'opérateur P^, si l'hypothèse 

H2 est vérifiée en tout point (x o >S Q ) de £ tel que = 1, elle est vérifiée 

partout. 

On peut énoncer le théorème principal : 

Théorème 1 : 

Soit P(x,Dx) un opérateur différentiel de la forme (1.1). Soient 

p,6 èt y vérifiant (1.2) et (1.3). Si les hypothèses Hl et H2 sont vérifiées, 

alors P(x,D ) admet une paramétrixe à gauche Q e: £ ^(fi). De plus, le symbole 

Q(x,Ç) de Q vérifie les majorations suivantes. Pour tout compact K de fi, il 

existe A > 0 et e > 0, tels que, pour tout multi-indice (a,3), il existe 

C > 0 tel que l'on ait : 

|DJ>*Q<X,Ç)| * C | P ( x F O | " , ( l + | ç | / 6 * a ) " ( p ' e ) * ( x F Ç ) - | ^ E 

pour tout (x90 €: K x R n tel que iKx,Ç) > A. 
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II - UNE CLASSE"D'OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS 

On considère deux vecteurs p= ( P j . . - P n ) et 6 = ( ô j . , . 0 ^ ) vérifiant 

(1.2) : 

0 < 6. $ p . S 1 6. < 1 p. > 0 V. ̂  n. 
i *i x i i i 

Pour tout réel u , nous allons définir une sous-classe de ^pg(^)» 

Pour tout multi-indice a G INn, posons : 

n 
( p , a ) = \ p . a . . 

i=l 1 1 

Posons : 

•<x,o = i + l |*.| U r + î | c f P i . 

i=l i=l 

A tout e > 0 faisons correspondre le vecteur ( e j . . . e n ) , encore noté 

e, défini par : 

(2.1) £j = e pour tout indice j tel que Pj = 6j 

£j = 0 pour tout indice j tel que p j > <$_. 

Nous utiliserons, pour démontrer le théorème 1, la classe de symboles 

suivante : 

Définition 2.1. 

P k 
Soient y et k deux nombres réels, et e > 0. On désigne par S * (Œ) 

P » o , e 

l'ensemble des fonctions a(x,Ç) C00 sur 0, x R n telles que, pour tout compact 

K de Q, et pour tout multi-indice (a,8) % il existe C > 0 tel que : 

(2.2) | D V a ( x , 0 | * C (l + U | ) U + ( ô ' a ) - ( p ' 6 ) M x , Ç ) k ' ( e > 6 ) 

X s 

pour tout (x,ç) K x R n. 

Exemple 2.1. 

Soit P(x,Dx) l'opérateur différentiel (1.1). Soient p et 6 deux vec

teurs vérifiant (1.2) et p le réel défini par (1.3). Posons : 

k = sup (|<*I+M) 
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On a : 

(2.3) P(X,O e s J ' J ,(n) 

Montrons en effet que chaque terme x Ç est dans S ' (Œ) . Il suf-

fit pour cela de vérifier que si (p, q) est un multi-indice vérifiant 

0 ^ £ oi£, 0 £ q^ ̂  Y£ pour tout i, on a : 

(2.4) | x ™ | | e a " P | < C(l + | ç | ) M + ( 6 » q ) ' ( 0 , P ) * ( x . Ç ) k - | p | - | q | 

Or, pour tout i ̂  n, on a : 
-6. p . 

| x j « |Ç| ^(x.Ç) et « |Ç| ^ ( x . O , 

d'où | x Y _ q Ç a _ P | .< C I ç l C P . ^ - C f i ^ ^ ^ l Y l - l q l + l a l - I P l ^ 

En utilisant ( p , a ) - ( Ô , Y ) ^ U e t | a | + | Y | < k , on obtient bien 

(2.4). 

Exemple 2.2. 

Soit 0, = R n. Tout élément (x,Ç) de Œ x (Rn peut s'écrire de manière 

unique (x,Ç) = ( X

0 ^ Q ) + ( X J , Ç J ) , avec p = (x o,£ Q) dans et (xpÇj) dans l . 
On définit alors un symbole p Q(x,£) en posant : 

o o 

où P ^ ( X J , Ç J ) est le symbole défini en (1.9) correspondant au point p = ( X Q , £ ; O ) 

de £• Montrons qu'il existe e > 0 et k' > 0 tels que : 

(2.5) P - P e s p"^V 
o p , ô , 1 

On peut écrire en effet P - Pq = Pj + V^,
 a v e c : 

P,(x,Ç) T a ( x ) x Y Ç a 
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Pour le symbole P , on remarque qu'il existe > 0 tel que : 

et le calcul de l'exemple 1 montre que Pj e: S p g j . Pour le symbole P 2, on 

remarque qu'il existe des fonctions a a^ j(x) telles que : 

a (x) - a (x ) = 7 a . (x) (x.-xr ) . 
ay ay o ^ ay , J / i P 

L 

Comme (X""X

Q> Ç " p est dans £ , la somme ne porte que sur les indices i pour 

lesquels > 0. Pour tout i * n, désignons par (i) le multi-indice (0,. .. 1, • .0), 

où le 1 occupe la lème place. Définissons un nouvel ensemble cii^ de multi-indi-

ces par : 

di] = {(a,y)e: (Nn x lNn, ^ tel que 6. > 0 et (a,y - (i)) El tU}. 

Pour tout (a,y) danscttj, posons : 

(x) = a . (x) 

où l'indice i est tel que (ct,y-(i))£I c£6. On peut alors écrire : 

P (x,Ç) = I L> (i)xV 
2 (a,Y)e: ctt,

 a Y 

Désignons par e 2 le plus petit des 6̂  qui sont > 0. On a ; d'après la défini

tion de <M) j : 

(a,y)£: => (p,a) - (ô,y) * y - e 2 

Le calcul de l'exemple 1 montre que P 0 ^ S „ , 
2 p,ô,l 

On voit que les inégalités e' ^ e et k ^ k' impliquent 

( 2 - 6 ) s V A ,<»> c s t , V ' . ( " ) -

Le symbole P(x,Ç) de l'exemple 1 est donc dans S y ,k; (Û) pour tout e * 1. On 
P , o y e 

pourra donc sans restreindre la généralité supposer désormais que : 

(2.7) 0 < g < p^ - 6̂  pour tout indice i tel que p^ > 6̂  



VI - 11 

Des inégalités : 

(2.8) 1 * <KX>5) < c(i + |ç|) 

On déduit, pour tout e > 0, l'inclusion : 

(2.9) (fi) C S j + Ï (fi) 

où k + = sup (k,0) et S^ +^ est définie au & I. 

p , o 

S™ (̂fi) est un cas particulier des classes de symboles étudiées par Beals [f[. 

On sait qu'à tout symbole a ez (̂fi) on peut associer un opérateur 

a(x,D) = C~(fi) + C°°(fi) défini par : 

(2. 10) a(x,D) /(x) = /"eixÇa(x,Ç) / « ) ^ — -

Si a £ S m .(fi) on a : a(x,D) : H S (fi) + H r m ( f i ) 
p , ô coup loc 

u k 
Désignons donc par OPS ' (fi) l'ensemble des opérateurs de la forme a(x,D) + R 

p , o , e 

où a e S P , k (fi) et R est à noyau C00. On obtient donc, si Ae:0PS y , 1£ (fi) : 

s S"~U""k 

(2.11) A : H^Qc(fi) ^ i o c (si A e s t proprement supporté) 

On a le résultat suivant sur la composition des opérateurs ; si e vérifie (2.7). 

Proposition 2.1. 

Soient a £Z S y ^ (fi) et & £ S ^ >k\n) (u,y',k,k' réels). Alors il 

existe C €L S Y + J! ' K + K (Œ) tel que a(x,D) é-(x.D) = C(x,D). (Si a(x,D ) est propre-
P j û j £ X 

ment supporté). Pour tout entier N >, 0, on a : 

(2.12) rH<..*)<x,Ç) - C ( x , 0 - 7 ^,(D«a) (3>) ^ S ^ ' ; k + k , - N e ( n ) 
N |a|<N a' % 4 P ' ° , £ 

Démonstration : 

On a classiquement, si a £ S m ~(Œ) et & S. S m ..(Œ), vérifiant 
p,6 p , o 

l'hypothèse de la proposition, a(x,D)0 (x,D) = C(x,D), ou C(x,Ç) S m + m (fi) est 
p , O 

donné par : 
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(2.13) c(x,o = / e-i(
x-y)-(5-n) a ( x > n ) b ( y > ç ) . 

( 2tt) 

l'intégrale étant prise au sens des intégrales oscillantes. Nous poserons 

h = -(x-y).(Ç-n) 

et, pour toute fonction f(x,y,£,n) telle que l'intégrale oscillante ait un 

sens : 

. -ih dydri 

(2.14) I(f)(x,5) - /e inf(x,y,Ç,n) - i — r 
(2ir)n 

Pour tout N on peut écrire, en utilisant la formule de Taylor : 

(2.15) r (a,b)(x,Ç) - Y - ( /' I(f \)d\ . 
| Y | = N Y» R > 

oû l'on pose : 

(2.16) f , - DL a(x,Ç ) 3 V y , Ç ) 
Y > ? a y 

5A - 5 + A(n -0 V X s. [o.l] 

Examinons les majorations vérifiées par les ^-y \' Pour cela, nous utilisons 

les notations suivantes : 

6' = sup S. r = |c| 
j 
J 6. -p. 

(2.17) g(x,Ç,y,n) = 1 + 1 | £̂~y £ I Ul 1 + 1 * 
i 

Lemme 2.1. 

Pour tout compact K C Œ, et pour tout multi-indice (a,£,P,q), il 

existe C > 0 tel que l'on ait, (en écrivant f au lieu de f .) : 
T , A 

(2-18) \*P*fy*f\( C (, + |ç| + | n | ) ^ , + k + + k , +

 + 6'(|a| + |p|) 

pour tout (x,y,Ç,n) e KxKxR n

XR
n. De plus, pour tout Cj > 0, il existe C > 0 

et l >, 0 tels que, pour tout (x,y,Ç,n)&KxKxR nxR n vérifiant : 

(2-19) Ĉ UI 4 | n | .< C, U| et |ç| » 1, 

on ait : 
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(2.20) L A ^ V f| .< c ( 1 + | ç | ) ^ ' + ( ^ a ) - ( p ^ ) 

Démonstration : 

L'estimation (2.18) est vérifiée pour tous symboles a et b tels que 
+ , ,+ 

a 6:S y +^ t(fi) et b & S y T, (Û) et 0 s 6' < 1. 
o, o o,0 

Y 

Pour vérifier (2.20) majorons d'abord le second facteur 8yb(y,Ç) 

(avec | Y | = N ) et ses dérivées. D'après la définition 2.1, on a : 

l ^ P + Y b ( y , 0 | 4 c ( i + U | ) y , - ( p ' 6 ) + ( ô ' Y ) K y , O h ' - ( e ' e ) ( i + U I ) ( 6 ' P ) . 

Or il existe C > 0 tel que : 

r-l -1 < »(y,g) < r g 

On peut donc écrire ; 

* ( y , ç ) k ' - ( e ' 6 ) « c * ( x , ç ) - ( e ' 6 ) g < £ ' 6 > + k ' 

Majorons maintenant le facteur D Y a(x ,Ç^) (avec | Y | = N ) dans une région où 

l'inégalité (2.19) est vérifiée. Dans une telle région, il existe C > 0 tel 

que : 

On en déduit : 

| 3 ^ 3 ^ a ( x , Ç x ) | * C ( l H ç | ) y + ( Ô ' a ) " ( p > 6 + Y + q ^ ( x , ç p k " ( ^ ^ 

Posons : £ = |k|+(e,g-wy). On déduit de l'inégalité (2.7) : 

(ô-p»Y) ^ - ( e > Y ) • 

On a donc : 

|9 a3 e a. p3 q f| .< c(i + | ç | ) y + y f + ( ô > a ) " " ( p ) 6 ) + ( ô " p ' Y ) + ( ( S > p ) " ( p ' c i ) 

r N k + k ' - ( e , B + Y ) È 

x <Kx,Ç) g 
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En utilisant l'inégalité : 

( i + | ç | )
( 6 - p ' Y ) K x , ç ) ~ ( e ' Y ) * c « K x , ç ) - ( e > Y ) <̂ c < K x , ç ) " N , 

on en déduit (2.20), 

Il nous reste à démontrer que, si une fonction f(x,y,Ç,n), vérifie 

les inégalités (2.18) et (2.20), alors l'intégrale I(f) (x,Ç), définie en 

(2.14), est dans S y + y'' k + k'~ N£(fl). 

Pour cela introduisons une fonction de troncature x(£>,r))<£:S0 telle 

que : 

(2.21) rx(Ç.n) = 1 si |ç| .< 2(l + |ç-n|) 

x(5,n) =o si |ç| > 3(i+|ç-n|), 

et majorons successivement I(xf) et I(l~xf) a u moyen des lemmes suivants. 

Lemme 2.2. 

Si f vérifie (2.18), l'intégrale I(xf) (x,Ç) est dans S~°°(Q) . 

Démonstration : 

Les dérivées 9 3-f vérifiant des majorations du même type que (2.18), 

il suffit de majorerI(xf) lui-même. Considérons l'opérateur différentiel : 

L - (1 + U - n l V 1 0-Ay) 

Il vérifie : 

-i(x-y,Ç-n) = e-i(x-y,Ç-n) 

On a donc, pour tout entier M : 

I( Xf) - K (
t L ) M xf). 

Si f vérifie (2.18), on a pour tout x dans K ; avec C > 0 et m convenables : 

K ^ x f l « c <i + |ç-n |V M (i + | ç | H n | ) m + 2 6 ' M 

On en déduit : 

|Kxf)(x ,0| s c /<l+|e-n|2>-M (i + | ç|4 | n | ) m + 2 ô ' M dydn . 
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On peut supposer que y décrit un ensemble compact. En utilisant les majora

tions (2.21) vérifiées sur le support de x> et le fait que 6 f < 1, on en 

déduit bien que I(xf) est dans S (Œ). 

Majorons maintenant I((l-x)f). Dans le support de (l-x)f o n utilise 

(2.20). Il nous suffit donc de démontrer : 

Lemme 2.3. 

• ^ n n 
Soit f (x,y,Ç,n)S-C (QxftxR xR ) . On suppose qu'il existe un compact 

K C fl et Cj > 0 tels que : 

(x,y,Ç,n) esupp f (x,y)&K x K, | ç | >, C } et c " 1 | Ç| S| n|«Cj | Ç| . 

On suppose qu'il existe & Z 0 tel que pour tout multi-indice (a,S) 

(2.22) (x , y ,Ç ,n ) | 4 C gfc(l + U | ) ( Ô ' a ) - ( p ' 6 ) 

Alors l'intégrale I(f) est bornée. 

Démons trat i on : 

Pour ce lemme on peut évidemment supposer que 6^ = pour tout i. 

Considérons l'opérateur différentiel par rapport aux variables y , n : 

n _ 26. n -26. -1 
L - O + Z K - y j ' r 1 + l |ç.-n.|2r X ) 

, i i 1 

n 26. - n -26. „ 
(1 - I r V - I r L 9 2 ). 

1 n î 1 y i 

Cet opérateur vérifie L(e*"h) = e 1* 1, donc pour tout entier N : 

I(f) = I ((tI.)Nf) 

et d'après (2.22) : 

K V f l < C (1 + | Ix .-y.l/ 1 + 1 |ç rn.|r'
Ô i) l " 2 N 

Pour N assez grand, on peut écrire : 

6. -p. 1-2N 

| K f ) | S C /(i+X | x r y i | r
 1 * l Iq-njr ) dydn ) 
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cette intégrale étant convergente. Elle est alors indépendante de r, d foù 

le résultat. 

On peut énoncer aussi : 

Proposition 2.2. 

Si Ae .OPSJjJ ' J e(JÏ) on a A* £1 O P S j ^ e ( f l ) . 

On a le résultat suivant sur les séries de symboles. 

Proposition 2.3. 

Soit a. e: S « J une suite arbitraire de symboles (y^Œt) • 
J P>o,c 

Il existe un a e S y , ° tel que pour tout entier N : 

a - £ a. £ S P ' : £ N 

La démonstration est dans Beals Q J . 
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III - CONSTRUCTION DE PARAMETRIXES 

On considère un polynôme différentiel : 

(3.1) P(x,Ç) = l a a x V 
(a,Y)£jt y 

On a vu (exemple 2.1) que/pour tous vecteurs p et <5 vérifiant (1.2);P(x,Ç) 

est dans S^'^ j(Œ), où y et k sont définis par : 

(3.2) y = sup (p,ot) - (ô,y) k = sup |a| + | Y | . 

(a,Y)€:cU M 

La première étape de la construction d'une paramëtrixe n'utilise que l'hypo

thèse Hl, que nous allons rappeler : 

(Hl) Pour tout compact K C fi, il existe A > 0 et e > 0 tels que, 

pour tout multi-indice (a,6) il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(3.3) |D^P(x,Ç)| ( C |P(x,Ç)| (l + | ç | ) ( 4 ' a ) " ( p ' B ) * ( x , 5 ) " ( e , B ) 

(3.4) |P(x,Ç)| >, C (l+|ç|) y 

pour tout (x,Ç) ̂  K x R n tel que (x,Ç) >s A. . 

On a posé : 

(c,B) - I e S i 

i 

la somme ne portant que sur les indices i pour lesquels p^ = 6^. On peut 

toujours supposer, afin d'appliquer les résultats du &II, que l'on a : 

0 < e < p . - ô . 

K I I 

pour tout indice i tel que P ^ " " ^ > 0. On peut alors énoncer : 

Proposition 3.1. 

Avec les hypothèses ci-dessus, il existe Q £ S (fi) et 
p , o , e 

R- e H S ° ' " N (fl) (j-1,2) tels que 
J n p ' ô ' e 
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(3.5) Qp » I + Rj PQ = I + R 2 

Démonstration : 

On va chercher Q sous forme d'un développement Q ^ £ Q., où 

Q;£lS r vfi). Pour former Q choisissons une fonction x(vO dans C (R) 
J P >o,e o 

égale à 0 si y v< A+2, et posons : 

QQ - X(*)P"1 

Comme x°^ est dans S 0 , (? .(fi) (voir démonstration de la proposition 2.3) 

p , o , I 
Q est bien dans S yî° (fi). On définit ensuite les Q. par la relation de ré-
o P , û , e J 

currence : 

q - I Y I,D«Q. 9

A

P 

k P |a|ij-k »' K J X 

Comme dans tous les ont leur support inclus dans l'ensemble des (x,Ç) 

—u —clc 
tels que i|;(x,Ç) > A, on vérifie par récurrence que Q, est dans S î (fi). 

K. p , 0 , C 

La proposition 2.3 assure l'existence d'un élément Q de S y'° (fi) tel que 
P , ô , e 

pour tout N, on ait : 

(3.6) Q - l Q £ s " Y f <fl) . 
j<N J P ' Ô ' £ 

o —N 

Vérifions que Q QP-I est dans S * g PO U R
 t o u t N > 0. 

Posons en effet M = —(N+k). On a : 
e 

(3.7) Q P - J = (Q - l Q.) oP + l i (DJQ ) (3«P) -1 
° j<M J J<M a Ç J X 

|a|<M-j 

La Cotation R^j [Q̂  ,P] est celle de la proposition 2.1. D'après (3.6), puis

que P est dans S y ' k , le premier terme de (3.7) est bien dans s°> k~ e M, c'est" 

P*ô>e p>6>e 

o -N 
à-dire dans S ' .De même, puisque Q- est dans S ~ , on a : 

P * ô > £ j P , 0 , £ 
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o,-e.+k-e(M-j) M 

Quant à la seconde somme de (3.7), elle se réduit à PQ o-l, c'est-à-dire 

o -N 

XO<|>-l, qui est bien, pour tout N, dans S^'^ £ , ce qui achève la démonstra

tion. 

Cette proposition nous amène à étudier les opérateurs dont le sym-

o —N 

bole est, pour tout K, dans S^'g £ (Œ) . Ces opérateurs ne sont pas régulari

sants. 

Définition 3.1. 

On pose : 

(3.8) # ^ < o > = f l s j ^ w 

(l'intersection est bien indépendante de e > 0) , et 

OP^ (n) = 0 opsJ» : j

c (a ) 
p ,ô j P , o , e 

Un symbole a(x,Ç) est dans _(JÎ) si, et seulement si pour tout N >, 0, 
p , ô 

pour tout compact K C et pour tout multi-indice (a,3), il existe C > 0 

tel que l'on ait : 

(3.9) |3°3|a(x.e)| .< C (l + U | ) y + ( 6 ' a ) " ( p ' 6 ) K x , 0 ~ N V ( x , Ç ) ^ K x R n 

On voit que la restriction d'un tel symbole a(x,Ç) a un corie fermé de 

n v • 
Q x (R - 0 qui ne coupe pas la surface l suivante : 

(3.10) ^ = {(x ,0 6 î l x Rn-{0> x̂ ^ = 0 pour tout i tel que 6^ > 0 

= 0 pour tout i tel que p^ < 1} 

est dans S dans ce cone. En effet, dans un tel cone, on a une inégalité 

de la forme : 

(3.11) I | x . | + I | q | | Ç | - i >y c>o . 

1 1 
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Dans un tel cône, la fonction ip(x,£) vérifie : 

•<x,€) = i + 1 |x.i ui'1 + | Ç f P i » c ur 

en posant : 

a = inf [inf ô . , inf 1-p.l • 
ô.>0 1 p-<l i i 

ce qui, d'après (3.9), implique bien que a est dans S dans ce cone. La pro

position 3.1 suffit donc à construire le symbole d'une paramétrixe à gauche 

pour P dans tout cone défini par une inégalité telle que (3.11). Désormais, 

nous nous placerons donc dans un voisinage conique d'un point de où est 

vérifiée une inégalité de la forme : 

(3.12) l |x.| + l |ç.| ur1 <-C 
<5.>0 p.<l 
i i 

La proposition 2.1 montre que les relations 

Ae:0PS y , 1£ (fi) et B^OP^' (fi) 
p , o , e * p , ô 

entrainent : 

A B et B A ( H : 0 P ^ P + y f (fi) et BVOPJ^' (fi) . 
o o p , o p , ô 

Nous pouvons donner un résultat plus précis pour la composition 

quand A est un opérateur différentiel de la forme (3.1), y et k étant donnés 

par (3.2). Pour cela nous reprenons les notations de l'exemple 2.2. Quitte 

à restreindre l'ouvert fi au voisinage d'un point donné, on peut supposer que 

tout point (x,Ç) de fi x R n peut s'écrire (x,Ç) = ( X Q , £ q ) + ( X J , £ j ) , avec 

( X O , Ç q ) dans £ et ( X J , Ç J ) dans £ . On définit un symbole A Q(x , 0 en posant : 

A o ( x ' ° = A ( x o , Ç Q )
 ( X1' S1> ' 

où le symbole A (xj,Ç|) est explicité en (1.11). 

D'autre part, posons, comme en (1.12) : 
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(3.13) XF = {x ER N , x i = 0 pour tout i tel que ô i < P i > . 

et 

X,F = {x E:RN, x^ = 0 pour tout i tel que 6^ ~ P }̂ . 

La variable de RN sera notée x = x !+x ! l, et la variable duale Ç = 

On peut énoncer un résultat sur le développement du compose A Q B . 

Proposition 3.2. 

Soient A(x,£) un polynôme différentiel de la forme (l.l ) ,p ,ô , et u 

vérifiant (1.2) et (1.3), et B(x,Ç) un symbole dans $ y ,(fi) (yfe:iR). 
p , o 

Alors il existe e > 0 tel que le symbole composé vérifie : 

(3.14) A OB(x',x",Ç
f,Ç") - e " i x f • Ç \ o ( x ^ x ^ D x f , Ç

f ) [ e I X F • Ç F B ( x ^ x ^ Ç ^ Ç " ) ] 

Démonstration : 

On a vu (exemples 2.1 et 2.2) qu'il existe £j > 0 tel que : 

u-£j,k+l 
A t A eàt dans S ~ . (Œ), d'où l'on déduit : 

u + u ' - e . 

(3.15) (A-A ) o B Ê ^ , (fi) . 
o p , ô 

Pour le composé de A q et B , on a la formule exacte : 

(3.16) A oB<x',*»,Ç',Ç") = e -
i x ' - Ç ' l a (x) XV,'a"+D „) a"[e i x'- Ç ,B] 

(a,Y)e:a^ 

Il résulte de (3.9) que si B est dans fé^ on a : 

(3.17) e i x ' - Ç , B e f ' D a B 6 ^ ' * ( ô ' a ) 

p , ô x p , ô 

Ç a B ^ ] ; ( p ' a ) x a B £ ^ - ( Ô > Y ) 

a" 

Si l'on développe (£"+D ,,) dans (3.16), on obtient une somme de termes de 
x 

la forme : 
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(3.18) e " " ' ' 5 , Ib i V ? " B3;', [e i x'- Ç* B] 
v /

 L ay x 1 x u J 

D'après (3.17) ces termes sont dans : 

^ y ' + ( p ! ' , a " ) + ( ô " , e " ) + ( p , a ' ) - ( ô , Y ) 

Puisque ces termes proviennent du développement de (3-16), les indices véri

fient : 

(p" fa"+B") + ( p ' , a ' ) - ( ô , y ) = y 

Les termes de la somme (3.16) sont donc dans M * . Comme, par dê-

finition 6V < pV pour tout i (X' et X" sont définis en 3.13), tous les ter-

mes correspondant a g" * 0, sont dans un y f p ̂  , avec > 0. Quant aux ter- | 

mes correspondant à S" = 0, ils se réduisent#à : 

e* i x ,^ ,A o(x', X",D x f,Ç'
,)[e i x'- Ç ,B] . 

ce qui démontre la proposition 3.2, en choisissant e = inf (e^9e^)* 

On en déduit aussitôt, par passage à l'adjoint. 

Corollaire. 

Le symbole B^A vérifie : 

(3.19) B oA(x , 0 - e" i x'- Ç ,B(x', X",D x I,Ç")[e
i x ,- Ç ,A ]e : ^ J , "?n ) . 

On adoptera la notation suivante : 

(3.20) a o b(x,Ç) = e" i x' Ç ,a(x ,,x , ,,D Y,,Ç") e
i x'' K'b(x',x",Ç',Ç"). 

x' x 

On vérifie, avec les mêmes calculs que dans la proposition 2.1, l'implication: 

A G S ^ , B < E S y ? ' k I ^ A o B ^ ^ ' ' k + k ' 
P , ô , e P , o , e ^ x , P , ô , e 

On en déduit l'implication suivante : 

p , ô , e p , ô =* x , P , ô 

La proposition suivante va nous permettre de terminer la construc

tion de la paramétrixe. Cette proposition sera démontrée au &IV. 
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Proposition 3.3» 

Si un opérateur P(x,D x) vérifie les hypothèses du théorème 1, l'o

pérateur différentiel P (xf,x"_,D f,£") est supposé inversible à gauche dans 

^fT(X) en tout point(x 1 1,^tel que (0,x",0,Ç") soit dans £. Alors il existe 

un symbole A(x f ,xff ,Ç f ,ÇIf) dans S (fi) tel que l'inverse à gauche de 

p , o y e 

P0(x',x",Dx,,S") soit A(x f,x",D x,,Ç"). 

En admettant cette proposition 3.3, terminons la démonstration 

du théorème 1.1. 

Le symbole Qj(x,Ç) défini par : 

Q^x.Ç) = Q(x,Ç) - R, o A(x,£) 
x 1 

est dans S (fi). En effet, Q(x,£) est dans cette classe, et le second 

terme est dans ~(fi). On a : 
P > o 

Q 1 o P = I + R 1 - R 1 o A o P o mod. ^"^(fi) . 
1 1 1 x' x' P ' 6 

d'après le corollaire de la proposition 3.2. Comme A o, P o = I, le symbole 

R^ défini par : 

R 3 = Qj o P - 1 

est dans $TZAiï) . On en déduit que (R-) 1 1 est dans ̂ " n^(fi). Il existe donc 

P 9 0 J P 9 O 

un symbole classique dans S°(fi) tel que : 

% I (~Ro)J et - I a ft~sAQ) 
j =o J P > 

Le symbole Q défini par : 

Q = Q 3 Q, 

est dans S ^1° (Q), et vérifie 

QP = Q 3 QjP = Q-jU+R,) = I mod S~°°(G) , 

ce qui démontre le théorème 1.1. 
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IV - ETUDE DE L1INVERSIBILITE D 1 OPERATEURS DIFFERENTIELS 

Le but de ce & est de démontrer la proposition 3.3, et d'étudier 

la nature de l'inverse à gauche de l'opérateur différentiel P Q ( X i , x " , D x , ,Ç " ) 

(avec les notations de la proposition 3.2), ou P (y,x',D ,) (avec les nota-

M X 

tions de l'introduction), associé à un opérateur P(x,D x) vérifiant les hypo

thèses du théorème 1.1. 

On vérifie que le symbole P Q ( X ' , x " , Ç ' , Ç " ) a la propriété de quasi-

homogénéité suivante : 

(4.1) P 0 ( x . O - X - H p o ( V " \ . . . x N A " ^ A ^ . ^ , / 0 ) 1*?0 

Il nous suffit donc d'étudier l'inverse de A (x',xft,D f,Ç
M) quand Ç" vérifie : 

o x 

(4-2) I | Ç J | 2 = l, 

la sommation portant sur les indices i pour lesquels = l. La lettre K dési

gnera un compact de \ dans lequel cette relation est vérifiée. 

Avec les notations de l'introduction, nous allons majorer le sym

bole Pp(y,x',Ç') de cet opérateur. 

Proposition 4.1. 

Pour tout compact K de où (4.2) est vérifiéeypour tout multi-

indice (a,6,y,<5)^ il existe C > 0 tel que l'on ait : 

(4.3) | 9 ^ V , 9 ^ P p ( y , x ' , ^ ) | .< C |P p(y,x ' ,Ç ' ) | ( 1 + | x' | +1 Ç • | +1 yj)"E 'YI 

(4.4) |Pp(y,x',Ç')| >-C 

pour tout p e. K, pour tout (y,x',Ç') £ ï x X' x X'* tels que 

(4.5) |y| + |x*| + |Ç'| J A 
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La vérification de ces majorations est immédiate à partir de l'hypothèse Hl 

du théorème 1.1, et de (4.2). 

Cette proposition nous amène à étudier, comme dans £3], une classe 

d'opérateurs pseudo-différentiels sur x, dépendant des paramétres p EL \ et 

y e : Y. 

Définition 4.1. 

Pour tout p réel et e > 0, désignons par S^(£,Y,X) l'ensemble des 

fonctions a(p,y,x',£') C°° sur £ x Y x X' x X'* telles que, pour tout compact 

K de J vérifiant (4.2), pour tout multi-indice (a,g,y,5), il existe C > 0 

tel que l'on ait : 

(4.6) |3p3^,9ç,, a (p,y,x ' ,Ç ' ) | .< C (1+ y +|x' | + | ) P ~ e ' 3' 

pour tout p e K, pour tout (y,xf ,£') e : Y x X 1 x X'*. 

Tout polynôme en (y,x ' ,Ç ' ) dépendant de manière C°° du paramètre p 

est dans une classe S P(£,Y,X). A tout symbole A dans SP(£,Y,X) on associe 

un opérateur pseudo-différentiel A(p,y,x',D x,) sur X, dépendant des para

mètres p et y. Les propriétés de cette classe d'opérateurs sont classiques. 

En particulier, si A est dans SP(£,Y,X) et B dans S P (£,Y,X), le composé 

A Q B vérifie, pour tout entier N. 

(4.7) A B - T i,(D» A) (3« B) ŒZ S P + P ' " e N (£,Y,X). 
° |a|<N a ' ç x 

On en déduit, suivant la propriété classique rappelée dans la proposition 

3.1, que si un symbole P (p,y,x ' ,Ç ' ) dans une classe SP(£,Y,X) vérifie (4.3) 

et (4.4), alors il existe un élément Q de S°(£,Y,X) tel que : 

(4.8) Q(p,y,x',D ,) P(p,y,x',D .) = I mod. S~°°(j;,Y,X) 
X A 

P(p,y,x»,D .) Q(p,y,x\D ,) = I mod. S~°°( ,Y,X). 
X x 

La proposition 3.3 sera donc une conséquence de la suivante : 



VI - 26 

Proposition 4.2. 

Soit un symbole P(p,y,x',£f) dans une classe S^(£,Y,X), vérifiant 

(4.3) et (4.4). On suppose qu'il existe p Q dans £ tel que, pour tout y dans 

X, l'opérateur P(p,y,x',Dx,) soit inversible à gauche dans i"(X). Alors il 

existe un voisinage V (p Q ) dans £ et un symbole A(p,y,x ! ,Ç') dans S°(£,Y,X) 

tel que pour tout P < E:V(P o), pour tout y er Y, on ait : 

(4.9) A(p,y,x',D x f) P(p,y,x',Dx,) = I 

La démonstration est identique à celle de [3], déjà rappelée dans l'article 

[6]. 

Mais l'hypothèse de la proposition 4.2 n'est pas encore exactement 

l'hypothèse H2 du théorème 1.1. Une nouvelle réduction est nécessaire, et 

obtenue grâce à la : 

Proposition 4.3. 

Soit un symbole P (p,y,x ' ,Ç ' ) dans une classe S^(£,Y,X) vérifiant 

(4.3) et (4.4). Alors : 

i) - Pour tout P 0 £ z £ , il existe A > 0 tel que l'opérateur 

P(p ,y,x',D ,) soit inversible à gauche dans ' (X) , pour tout y tel que 
o x 

|y| * A . 

ii) - Si en un point y Q C ï l'opérateur P(p Q,y o,x',D x,) est inver

sible à gauche, alors il existe un voisinage V(y Q) de y Q dans X tel que pour 

tout y dans V(y Q), l'opérateur P(pQ,y,x',Dx,) soit inversible à gauche. 

Si un opérateur P(x,^) vérifie (Hl) et (H2), alors en tout point 

(p Q,y Q) de £ x Y., l'opérateur P (y,x',Dx,) vérifie les hypothèses de la pro

position 4.3. Les propositions ci-dessus assurent alors l'existence d'une 

inverse à gauche de la forme A(p,y,x',D , ) , où le symbole A est dans S y , ° (q), 
x p >ô> e 

ce qui démontre la proposition 3.3. 
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V - EXEMPLES 

Exemple 1. 

Considérons l'opérateur différentiel P dans R 

( 5 . , ) , ( , . V = t ^ . ( X 2 . + ^*>, + ^ 2 , _ 

où X est un nombre complexe non nul, k, P j et P2 des entiers tels que 2pj<k-l 

pour j = 1 , 2 , La plus grande valeur de y qu'on puisse espérer est : 

( 5 . 2 ) p = sup ( - L - ) 
j-l,2 P j + ' 

On voit que le choix suivant de p et 6 convient : 

( 5 . 3 ) p = <£, | , 1) « - (fi,, 6 2, 0) 

j = S U P < § r - £ j > J " ! > 2 

On a bien ôj -$ Pj et l'un au moins des ôj est égal à y (celui pour lequel le 

sup est atteint dans ( 5 . 2 ) ) , ce qui nous amène à distinguer 3 cas pour l'opé

rateur P q que nous supposerons injectif (hypothèse H2) : 

1) p , < p 2 , donc u = ' p j - fij , P 2 > « 2 . 

Il y a encore 3 cas à distinguer suivant la valeur de 6 2 > 

a) si P j < p 2 < k (-|~) 

2 2 2 p l 2 p 9 
P 0 ( x , D X ] , Ç 2 , Ç 3 ) = + ^ + X (x, + x 2

2 ) Ç 3 

b) si p , < P 2 = k 

P 0 ( x , D X i , Ç 2 , Ç 3 ) = + Ç 2

 + x 2 k C 2 • A ( x f 1

 + x f 2 ) ç 3. 

c) si p 2 > k <£j) 

P 0 ( x , D X i , Ç 2 , Ç 3 ) = + l\ + x f ç 2

 + A X l

2 P , Ç 3 . 

3 
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Dans les 3 cas nous supposons l'opérateur P (x,D injectif dans S'(R) 

2 

pour (x 2,£ 2) e £R et ^ 0 (il suffit de prendre £3 = ± O . 

2) si Pj = p 2 on a = , p 2 = ô 2, donc 

*o<*-\-\'h> = D

X ] = D x 2

 + A < x f + X 2 P ) h 

2 

Nous supposons cet opérateur injectif dans S ' (R ) pour = î ' 

3) Si Pj > p 2, il y a une étude analogue à celle du cas 1. 

Pour que les conditions d'ellipticité générale (Hl) soient vérifiées, 

il suffit dans tous les cas X ̂  R. Si les hypothèses (Hl) et (H2) sont véri

fiées l'opérateur P admet une paramétrixe à gauche dans (fi) . 
p , o 

Exemple 2. 

On peut aussi traiter certains opérateurs d'ordre 2 elliptiques en 

cehors d'un point et dont les termes d'ordre 2 s'annulent sur une surface 

passent par ce point. 

(5.4) P(x,D x) = D£ + (x 2 + x 2 ) k D* + A(xj + x*) D 

, . k 
où X R, k et a sont des entiers tels que a > > 1. Le choix suivant de 

u,p et 6 convient : 

P - j P - (\ , D 6 - (1 , ^ ) 

La condition d'ellipticité générale (Hl) est vérifiée si X ̂  R. 

Posons : 

P0<*,DX],Ç2) = + X f ^ + X X j Ç 2 

Nous supposerons cet opérateur injectif dans JP ' (tR) pour x 2 S. iR et £ 2 = ± 1. 

Exemple 3. 

Soit l'opérateur : 

(5.5) P(x,D ) = D 2 + D 2 + x 2 k D 2 + Xx P D 
x ^1 x 2 X 3 x 3 
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où p < k-1 et À é R. La condition d'ellipticité générale (Hl) est vérifiée, 

et l'on a : 

On suppose cet opérateur injectif dansJ'(R) pour - ± ï et €i ^* Alors 

il existe une paramétrixe à gauche dans ^ ^ (R^) , avec y = P ̂ O^Y* ^ 

6 - ( $ , 0 , 0 > 

Exemple 4. 

2 
Soit l'opérateur différentiel dans R : 

(5.6) P - (x 2 + t 2 ) k (D 2 + D 2 ) 2 + a D 2 + b t 2 D 2 + X D . ou k ^ 2 
X t t X X 

où a,b,X Œ. C. Il faut d'abord choisir des vecteurs p = (Pj,P2) et ô = (ôj,Ô2) 

vérifiant (1.2). On voit que le choix : 

1 2 

(5.7) pj = ôj = sup (—2,k+T^ (àonc ôj < 1 si k £ 2). 
2 - P ] 

P 2 = 1 ô 2 = — 

convient. Pour déterminer l'opérateur différentiel que nous supposerons injec

tif, il nous faut donc distinguer 3 cas : 

1er cas : 

1 2 
pl = Y > k+T 9 c ? e s t~à-dire k > 3 

2k 4 2 2 2 
P Q(t,x,D t,£) = x K + aD^ + bt Ç + XÇ. 

Nous supposerons donc que pour tout x EL R, pour K = ± 1 l'opérateur différen

tiel P Q(t,x,D t,Ç) est injectif dans S r(R)• 

2ëme cas : 

pl " T = k+T * c'est-à-dire k = 3. Ici : 

? ? k 4 2 2 2 
P o(t,x,D t,Ç) = t + x Z ) V + aD^ + bt r + H 

3ëme cas : 

2 1 
P| = -j—y > ̂  , c'est-à-dire k = 2. Ici : 
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2 2 k 4 2 
P 0(t,x,D t,Ç) = (t

Z + x Z ) V + 

Explicitons maintenant la condition (Hl) dans le cas où k > 3. On peut alors 

montrer que la réunion des 2 conditions suivantes : 

(5.8) r|(x 2

+t
2)V + at2

 + b t V | = | P ] | j C ((x
2

+t
2) kU| 4

+|t|
2

+|t|
2

+|t
2Ç 2|) 

(5.9) |(x 2+t 2) k (Ç 2

+t
2) 2 + at2| = |pj >, C (|(x 2+t 2) k ( Ç 2 + t 2 ) 2 + |t| 2). 

implique les majorations de l'hypothèse Hl, avec e = 1. 
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