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CARACTERISATION DES RAYONS DE CROISSANCE MINIMALE POUR UNE REALISATION D'UN

PROBLEME ELLIPTIQUE DEGENERE.

I - NOTATIONS ET HYPOTHESES.

Soit £ un ouvert borné de [Rn, de frontiére I'. On suppose que Q est
une variété 3 bord de classe C”. On se donne une fonction ‘106 Cm(Rn;R) qui vé-

rifie :

o
]

{xer" ;‘f(x) > 0} ,

{(xe R" ; $(x) =0} ,

ar |
]

(Vx € T) (grad Y(x) # 0).

Soit L = L(x;Dx) 1'opérateur différentiel défini sur Q par :

T m-h (m-r-h)
Lu(x) = L(x;D,) u(x) = hz p* (x3D,) { ‘f(x)q V) 1,
=0

ol m et r sont deux entiers tels que O < r ¢ m, q est un réel >1 tel que

q(mrr) € N et ol :

(i) pour h = 0,...,mr, Pm-h(x;Dx) est un opérateur aux dérivées bartielles a

coefficients indéfiniment différentiables dans 5, d'ordre inférieur ou égal

d mh : ‘
m—h m—h o
P" (x,D.) =} p, (XD ,
*Tx |o|$m-h o X
1.3 I m~h e
avec : Dx = (T'a?;']' sevey T-é_f;) ;3 (si q(m-r h)¢_£N, P (x,DX) est, par défi

nition, 1l'opérateur identiquement nul).

(ii) Pm(x;Dx) est un opérateur d'ordre m, elliptique dans 5, c'est-3-dire que,

pour tout xoeﬁ et tout F,EIRn\{O}, on a :
m, .y _ m o
P (x38) = % P (x) & #0 .
o1 =m

Pour tout h = 0,...,m-r, on notera P:;::(X;Dx) la partie principale d'ordre m-h
de Pm_h(x;Dx).
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On fait alors, sur l'opérateur L(x;DX),l'hypothése "d'ellipticité

générale" suivante :

Pour tout xoe.I‘, tout x € 0 et tout £ EIRn\{O}, on a :
© o : h’

e _ m—h . q(m-r=
Lo (x5x;58) = h__Z_O Pop (Xg38) () #0 .

. . . ~ T
Cette hypothése implique en particulier que l'opérateur P (x;Dx)

. 0 |

est elliptique sur T, c'est-3-dire que, pour tout x & I et tout teR ~ol}, on a;
PL(x38) #0 .

On suppose que ‘de plus que P’ est proprement elliptique d'ordre r = 2s sur T.

On définit alors s opérateurs fronti&re, & coefficients C*(Q)

B. (x3D.) = b. D%, j=1,...
3 (X X) ’a zm' JC!(X) - J ’ »§
3

o, pour J = l,...,s, mj est un entier inférieur ou &gal 3 r-1. On note

YB = (yB; ; j=l,...,s), ol y est 1'opérateur restriction i T.

On suppose que le systéme (Bj 3 J=1,...,8) est normal sur ', c'est-
d-dire que :
a) la frontiére I' est non caractéristique aux Bj en chaque point;
b) les ordres des Bj sont tous distincts.

On fait enfin 1'hypothé&se de "recouvrement'" habituelle :

("Pour tout xoes 'y, soit v la normale 3 T en X, et £ # 0 un vecteur tan-

gent 3 T en X . On suppose que les polyndmes en t:

c") 4 B?(xo;g+1v) = i zm bjd(xo)(E+Tv)a, J=l,e0e,8 ,
' J

sont lin8airement indépendants modulo le polyndme :

[=i{]

M+(x0;g,v,r) = (T—T:(E,V)) , ol r;(g,v) sont les racines 3

k=1
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partie imaginaire positive de P;(xo;£+1v) = 0,

On dit alors que le probléme aux limites (Pr,yB) est régulier.

On démontre alors (cf.Bﬂ) le résultat suivant :

'THEOREME '1.1. Sous les conditions (C) et (C'), 1l existe une constante c,>0

telle que, pour tout u € W (Q), on ait l'estimation a priori :

q,m=r

8
| ]| < ¢ 1] Lul| + 1 |lvBul] 1+ | |ul] }
: 2 L J P 2
thNIr(Q) L) g=1 g 9 2(?) Le(Q)

Pour une définition de 1'espace Wz o=
b

agssi dans [6] un résultat de régularité analogue & ceux obtenus pour les

(@), voir Bﬂ. On démontre

problémes aux limites elliptiques.

11 = ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL.

On définit 1'espace avec poids suivant :

W g @ = lue B (@) ;@10 e w™e)) .

C'est un espace de Hilbert si on le munit de la norme :

| 2 q(m-r) |2 1/2
= { + : } .
e (P R T [T e M

q,m-r
On désignera par L, 1'opérateur non borné dans LZ(Q) défini par :
Le domaine de L, est D(Lz) = {u e:WE,m_r(fb ; yBju = 0, j=l,...,8}
Lzu = L(x,Dx)u, pour u €D(L2) ,

ot L(x;Dx) est 1'opérateur introduit au paragraphe I.

. . 2 .
On dit que L2 est la réalisation de L dans L (Q) sous les conditions

aux limites homogénes yBju =0, j=l,...,8.

Il est clair que 1l'opérateur L2 est fermé. D'autre part, le théoréme
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1.1 montre que le noyau de L, est de dimension finie et que son image est

fermée.

Ainsi qu'il est fait dans [ﬁl, nous allons considérer une sous-—
classe de problémes aux 1iﬁites (L,yB) pour lesquels le spectre de L2 sera
discret ; ét on obtiéndra de plus des estimations pour la croissance du ré-
solvant R(A;Lz) = (XI—LZ)-] 1é long dé certains rayons du plan complexe. Pour

cela rappelons la définition suivante :

DEFINITION 2.1. Un rayon arg A = 6 du plan cbmplexe est appelé rayon de crois-

sance minimale de R(A;Lz) si le résolvant existe pour tout A assez grand tel

que arg A = 8 et si, de plus, pour de tels A, on a :

[IROGL) || l—g— :

Al

C étant une constante > O.

Nous allons pouvoir déterminer les rayons de croissance minimale du
résolvant associé aux problémes (L,AB) introduit au paragraphe I. Plus préci-

sément, nous allons montrer le résultat suivant :

‘THEOREME 2.1. Pour que le spectre de Ly sott discret et que le rayon arg A = 6
sotlt un rayon de croissance minimale de R(A;LZ), 11 est néecessailre et suffisant
que les conditions suivantes soient vérifides :

_ } PTn(xO;E) ‘0
(©) (Ve & 0)(vE € B'NMoY) | ——— # ") ;
Pz el

.. : = 7\ Lo(xo;x;a) 78
(1) (on E€T)(Vx € Q) (Ve €R"M0}Y) -LLO(xO:'x;QI Ze );
Pour tout x € I, sott v la normale 4 T en z, et £ # 0 un vecteur tangent
aren x . Notons TZ(g;X) les s racines 4 partie imaginaire positive du

polyndme en t:
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Pﬁ(x0;£+rv) -1,
(iii)) o4 X est un complexe tel que arg X = 8. Alors les polyndmes en t:
Bz ;e+tv) =1 s
j O’ s d = ERA K] 3
sont linéairement indépendants modulo le polyndme :

Mg = (-t (g50))
k=1 k

COROLLAIRE 2.1, S'il existe 8 € R tel que les propriétéds (i), (ii) et (iii)

du théor&me 2.1 soient vérifiées, alors l'opérateur L2 est 3 indice de D(LZ)

dans LZ(Q), d'indice nul.

IIT -~ DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE.

Pour montrer que les conditions (i), (ii) et (iii) sont suffisantes,

il faut montrer qu'elles impliquent :

(a) Pour tOUCIJEEIKl?) et tout X assez grand tel que arg A = 9, on a :
sl 5 s 57 1@l
L) L7(Q)

(b) Pour ) assez grand tel que arg A = 6, l'image de (LZ-AI) est LZ(Q).
Pour démontrer cela, nous allons introduire une nouvelle variable
réelle y et considérer le nouvel opérateur différentiel défini par :

16 m
A= A(x,Dx,Dy) = L(x;DX) -e D& s

3

avec : D =~L
y 129y

L'opérateur A est défini sur le domaine cylindrique :

i?= N xR

dont le bord est : 3¥%=T xR .
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III- | - LE RESULTAT POUR LE PROBLEME AUX LIMITES (A,YB).

La condition (i) du théoréme 2.1 implique que.l'opérateur A est un
opérateur d'ordré m, elliptiqué dans?.
Notons Qr(x;Dx,Dy) 1'opérateur :
i6 m

r r
Q (X,Dx,Dy) =P (x,Dx) e Dy .

Cet opérateur peut s'@crire sous la forme suivante :
r ' d o
: = . T
Q (33D, D) ) Qa,g) () DD

|| +2Bsr

8
y

La condition (ii) du théoréme 2.1 implique la condition "d'ellipticité générale"

suivante pour l'opérateur A :

Pour tout x €T, tout x € Q et tout (£,n) EIRnH\{O}, on a :

_ w1 m-h q (m—r-h) r
. AO(XO;X;Em) = hZo Pm—h(xo;g) (f(x) + Qr(xo;i,n) # 0 s
(D) '
q _
ol : Q;(xo;i,n) = Y Q]Eq B)(xo)iane.
|0t“’*£8=r ’

. . . " r . N
La condition (D) implique que 1'dpérateur Q est quasi-elliptique sur
3 ‘eet la condition (iii) est &quivalente 3 la condition de '"recouvrement"
(C'), mais pour le probléme aux limites quasi-elliptique 3 n+l variables

(Qr,yB). Notons (D') cette cdondition de "recouvrement'.
r . P
Posons ¢ = T et pour tout entier s N définissons l'espace :

HS’O(@) = {ueLz(?) 3 D:DsueLz(?) pour [a|+08<s et Ial+8$m},

muni de la norme canonique.
On définit alors l'espace :
»0

q,m=

L@ = wen”’® ;9" u e i @] , nuni de la norme

canonique.
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La démonstration de (a) découlera du théor&me suivant :

THEOREME 3.1. Sous les conditions (D) et (D'), i1 existe une constante C > 0

telle que, pour tout ve (@ tel que v'= 0 pour |y| > 1 et :

YBJnV: 0 sur 38 , pour § = 1,...,8 ,

on att :

Hwll . &~ sc{lav] , +llol] , 1.
@zmw (g “®

III - 2 - ESTIMATION A PRIORI DANS LE CAS DU DEMI-ESPACE RE+1, POUR 'LES COEF-

FICIENTS CONSTANTS.

ITII - 2.1. NOTATIONS ET RESULTAT.

-Iei : (x,y)E IRZ_H-] = lRi_1 xR avec :
X = (x',t)e'le_l = ERn_1 xR

+
et : yeER .

. - s s +
On considére 1l'opérateur A défini sur R" ! par :

m—-r
A(t;DX,Dy) = 3

m~h q (m=r-h)
I Q7 @ (e )},

o m et r sont deux entiers tels que 0 § r € m, q est un réel >1 tel que
q(mrr) EN et ol :

(i) pour h = 0,...,mn~r, Qm_h(Dx,Dy) est un opérateur aux dérivées partielles

d coefficients constants, de la forme :

m—h -h
Q (D ,D) = N )
X’y ; q(a,B) xy ’
| 0| +=B=m-h
m
|o]+B<m
avec : D =(—!—-—a-.. —]- 3 La—-) et D =—!—-—8—-' (siq(m-r-h)g_é[N
X 18x1’ "13xn_1’13t y 1393y’ ?
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Qm-h(Dx,Dy) est, par définition, l'opérateur identiquement nul).

Pour tout h = 0,...,mr, notons :

m-h _ m~h _o B
R g Ua,8) =y -
la]*—8=m-h
m
|| +8=n

' . +1 o s
(ii) A est un opérateur d'ordre m, elliptique sur R3 , c'est-i-dire que, pour
’ n+lg .
tout t > 0, et tout (§,n) ER {0}, on a': :

r

e R
OCts6,m = Q" (gm 3T 20,

h=0

A
On fait de plus, sur l'opérateur Q(t;Dx,Dy), 1'hypothése "d'ellipticité généra-

le" suivante :

Pour tout t > O et tout (£,n) € Rn+l\{0}, on a :
(Dl)

- m-r
ACtsE,m) = § Q% Beg,n 3@T) 4
h=o

Cette hypothése implique en particulier que l'opérateur Qr(Dx,Dx)

. . . - . +
est quasi-elliptique, c'est—-3~dire que, pour tout (&,n) e r" 1\{(‘)}, on a :

Q“(g,n) # 0 -

On suppose que Qr est proprement quasi-elliptique d'ordre 2s. On définit alors

s opérateurs frontidre a coefficients constants :

o R .
B.(D.;D ) = b. DD , =1,... .
3PPy z i(o,8) Txy 2 3T eene®
+—f=
|of +28=m,
o, pour j = 1,...,s, uﬁ est un entier inférieur ou égal i r-1. On note

YB = (yBj s 3= 1,...,8), ol y est 1l'opérateur restriction 3 Rr".

On suppose que le systéme (Bj : j=1,...,8) est normal et l'on fait

alors 1'hypothése de "recouvrement" habituelle:
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(Pour tout (£',n) Ean\{O}, les polyndmes ent :

d' 0Ln B
]
Pita,g) & TN

s 1 =1,0008

Bi(E",T5m) =
' =
: la |+an+B mj

vy { sont linéairement indépendants modulo le polyndme :
(o)) .

-~

M+(E;',n;r) = I (T"T;(E',T]) , od T;(E',n) sont les racines 3 partie
' k=1

imaginaire positive de Q (¢',t3n) = O.
-

Définissons alors, de la méme facon que dans le paragraphe III-I1, les

espaces HS’G(IRE_IH) et Wz’g_r(ﬁzﬂ)-
b

Définissons aussi, pour s € R, 1'espace :

B O@®Y = (ue P ®Y) ; f (1+]£' 2402/ %) 8 u(er ny |2dE dn < + =}

muni de la norme évidente. On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.1. Sous les conditions (D]) et(Di), il existe § > O et C > O

+ -
»9 ®" I) avec supp ue " 1 X [0,6[ x R, on ait :

tels que, pour tout u ew
q,m-r" +

s
|l s € {|[au]] + 1 lvB.ul] !
W n+1 L2 ([Rn+l) =1 j _r—mj--z-,oaRn)

q,mr " + + H

+ | [u}] }.
L2 ([Rn+ 1 )

+

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, remarquons que l'on

- a les propriétés de quasi-homogénéité suivantes :
t r
(3.1) A(-A-;Aqs,kcqn) = 2 %"A(tsE,n) s
' qm.
(3.2) B, (%% = 4 TR (e,
Pour démontrer la proposition 3.1, on va se ramener 3 une étude a

une variable, la variable t, sur un intervalle [:0,6[, et ceci pour transforma-

tion de Fourier tangentielle qui change A(t;Dx,Dy) en :

=309~
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m-r

~ -r-h
ACtsE",nD) = 1 QP ,n,0 ) (3T
t t .
L " h=o0
avec :
~-h, . m=h a' 8%
Qm h(E',n,Dt) = v Z q.(a,s) £'" n Dt s
' oo
™ |+an+~66— m-h
|al+8$m
et qui transforme lés Bj (Dx,Dy) en :
. - : |a' B n
Bj(8"an.Do) = ) Pia,e) & MO

la'] +an4?§-8=mj

/o

Pour IE'IZ"'HZ assez g"r;and. la démonstration utilise le découpage de [0,6[
en’ deux zones [0,1'1:] et E‘rz,dl: dépendant de (£',n), comme cela a &té intro- .

duit dans [g].

III-2.2. ETUDE SUR [0,t;]. Pour §, > 0, on posera :

1

v =8 (g 2?0 2,

On va, sur [O,T]:] , montrer que A(t;E,n,Dt) est approché par Qr(g',n,Dt) oM(t;Dt)

avec @
mer jo.qd
(3.3) M(t3D,) = D) a; Dy {t*+.1,
j=o
r+j

oi : a. .
] q(0,...,0,r+_],0)

Co = r # 0 t . -1
mme a, = d(y . o,r,0)7 0» On peut supposer que a = I.

On a :

E'
r v
M(t,t)T = A(t;0,0,7)

3

La propriété d'ellipticité générale (Dl) implique alors que, pour tout t > O

et tout T € R\{0}, on a :

M(t,T) # O .
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De plus, qn-r © q(O,...,O

A).

On sait alors (cf. [7:[, théoréme II.2) qu'on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.2. L'opérateur M(t;Dt) est surjectif et 3 indice de WI; m—r(O’T)

L

sur H (0,T),

ol : Wg’wr(O,T) = {ueHr(O,T) : tq(m—.r) ueHm(O,T)} .

Posons maintenant WE',nu = (Qr(E',n,Dt)u, YB(E",n,D)u).

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3. L'opérateur %(g',n) est un isomorphisme de Hr(R+) sur

L2(1R+) x ¢°.

De plus, il existe une constante C > O telle que, pour tout
(£',n) ERn\{O} et tout u éHr(R+), on ait 1'inégaldité :

T

1
3.0 7 e T, e et ul] ,
h=o L ®,) R A -39

s 1 (r-m.—=%)
SRR AR RER RIS
j=1

DEMONSTRATION : La propriété de 'recouvrement" (D;) montre que le probléme

aux limites (Qr(g',n,Dt) s yB(g',n,Dt)) est régulier, c'est-d-dire que le pro-

bléme aux limites sur tR+ :

Q" (&' ,n,D ) (6)

]
O

Bj(g"n’Dt) ’U’(O) O, j = l,...,S
n'admet, dans 3’ (lR+), que la solution nulle, pour tout (£',n) e R\ {0}.

Pour (£',n) € R™\{0} fixé, le résultat de la proposition 3.3 est
classique ; et 1'inégalité (3.4) a lieu avec une constante C(¢',n). Mais,

comme dans le cas elliptique, on montre facilement que 1'application
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(E',n) —> C(E',n) est continue de R"MO0} dans R,, donc bornée sur tout com-
pact.

Par conséquent, l'estimation (3.4) est vraie avec une constante C

ne dépendant pas de (£',n) tels que |£'|2+n2 =1,

Pour tout (£',n) & R" = an-I x R, on posera :

(3.5) 6(E',n) = (|5'|2+n2/0)]/2 .

Soit alors (£',n) € R™~{0} quelconque. Il existe A > O tel que :
w = (wy,0,) = (r&",2%n)
vérifie :

lwl = (w% + w%)l/z =

1
Alors il vient :
(3.6) e(wl,wz) =Xx8 (&',m)

Soit u e.@(ﬁ;). On définit arpar :

a(t) = A" F u(it)

Q" (wy,u,,D () = [Q7(£",n,D)u] (At

et @ mj—r
1 2 e
Bj (w]’MZ’Dt)’U(O) A Bj (g sn’Dt) U-(O) ’ ] 19'0-93-

On écrit 1'inégalité (3.4) pour aret w = (w],wz)

) (x-B) b || : I

B8 (w, ,wa) D sC{IIQ (w,» w,,D )V

ho 1°%27 t Lz(m+). 129225 L2(R+)
S r—mj*%-
+ jZ,e(“l’“z) B (wyrwy»t IV(0) [}

D'ol, en revenant 3 u :
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1

1
T ew,,e,) T h) llD ull sc {0 21Q%&" ,n,D ol , o+
I b 1*®,)* 2 ®)

1
r-m,~—m,-Tr

* Z Bo,u) 0 [By(e"n,pu0) 3,
=1

On en déduit que 1'inégalité (3.4) est vraie, en utilisant 1'égali-
té (3.6). La proposition 3.3 est donc démontrée.

Des propositions 3.2 et 3.3 on déduit la :

PROPOSITION 3.4, Il existe une constante C > O telle que, pour tout ueQ(\E:)

tel que supp uCE),T][, on ait, pour tout (£',n) € R™\{0} :

r+k, gk < v NITh | h
ZIID e, + 7 o D],
=0 2o, 1) b t 0,7)
l |
r-m
s ¢ {}}oomu]| , 2 8(E",n) |B (£',n,D)u(0) 1.
L (041 j=1

Pour simplifier, on utilisera la notation suivante :

r+k r-h
EHCR Z [lp, (e u}ll e Tot,m™ o ol
(0 T ) h=0 L (0,1 )
Pour obtenir une estimation a priori relative 3 l'opérateur (A,yB),
il faut maintenant &valuer la norme de 1l'opérateur A—QroM. On va montrer que

cette norme est petite 3 condition de prendre 61 petit et B assez grand avec

8(£',n) > B. Ceci va se déduire immédiatement des deux lemmes suivants :

LEMME 3.!. Pour tout € > 0, il existe B > O et O < 61 < 1 tels que, pour tout

ueﬂ(ﬂ_{;) avec supp uC[O,T][, on ait, pour 6(£',n) > B

|](A—D M—Q ) )u|| $e |lu;(o,r1)||
L(OT) 1

DEMONSTRATION. Les termes de (A—DEM—Qr-Dz)u sont de la forme :
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' Q e
fgva nBDtn {tq(m T h)u} ,
avec :
(3.7) ) 0 <¢h<mr
' I, = q-
la | + mB + an m—h

o < m-h
n

Deux cas se présentent pour les termes de la forme (3.27:

12 e, & r. Alors on derit

min(an,q(mrr-h»

o —r— tyos @ =]
D.* £ed (™ TRy} o ) C; 1@ TR pn Ty,
J=
Or, pour tout j = 0,...,min(an,q(mrr-h)), on a :

(m-r-h)-j.,a' B 0Ln_j mrr—h—% -%(1-q) r*(an_j) %n-
|4 Jgr® n"p " ul < (Yo 2", m)] 8(g",n) «8(g",n) D,
- P

Y- q) r-(a_-j) o _=j
< élq(m-r )= pd 8(g",n) " D" ul
r-(a_~-j) a -]
se.e@,m " .p” ul,

3 condition de prendre 61 assez petit et B assez grand, car I-q < O et si j = 0,

alors q(m~r-h) » 0 car h < m-r.

a
22 a > r. Alors on &crit : a_ =+, k = 1,...,m-r-h-1. Et Dtn{tq(m—r-h)u}

est combinaison linéaire de termes de la forme :
(m=r-h-1)=(k-1) £+l q" 1=1,...,k
q{m-r-h-1)-(k- T q - s = 1,400,
(3.8) t D, {t* g}

et
3.8y 4@ -G D)=jrel-j

, 2
. s l=1,...,k 3 1< 3] < min(r+l,q ).

Pour les termes de la forme (3.8), on a :

m-r-h-1-K2L E:l(l_q)

Y T Y (e : 2
|gr@ pBea(mr-h=1)-(k 1)D€+1{tq uH<[t%e(e, 9] 1 eg,m ¢

r+l * +1 ;
D, {t? u}| < e.|D€ {4 ul|,
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pour 6] assez petit et B assez grand.

Pour les termes de la forme (3.8)’, on a :

‘.v:.m—i"-h———-—k-h—‘] —""“k-1+J (1-q)

g1 nPed @)= =pr =l | o feda e, m)] 4 ee,m 8

1 el (i .
,e(g',n)J‘ IDE ‘Ju[ ce.00,mt (r+1 J)lD€+l Iy

b

pour <S1 assez petit et B assez grand.
" Le lemme 3.1 est donc démontré.

LEMME 3.2. Pour tout € > 0, il existe B > O et O < 6] < 1 tels que, pour tout

u eﬂ(ﬁ:) avec supp uc:[O,Tl[, on ait, pour 6(¢',n) > B :

Q%o - D - Q" + DDul] , < e [[us(0,7]];

L(0,1,)

'DEMONSTRATION. Les termes de (QToM - DM - QF

N + D:)u sont encore de la forme

(3.7). La démonstration est donc exactement la méme que pour le lemme 3.1.

On déduit alors é&videmment de la proposition 3.4 et des lemmes 3.1

et 3.2 1la :

PROPOSITION 3.5. Il existe C > O, B > Q0 et 61 > 0 tels que, pour tout

ue,@(ﬁ_{:) avec supp uC[O,rll:, on ait, pour 6(£',n) > B :

em L

[luso,t )11, < ¢ {]]ace;€",n,0 0l , + 1 e@Em 7 TBiE 0 )u(]3
L°(0,7t)) ]

i t~10

1

ITI- 2.3 - ETUDE SUR [r,,8]. Ici la condition "d'ellipticité générale" (D))

va_ jouer un role essentiel.
Ayant choisi B et cS] de facon que la proposition 3.5 soit vérifiée,

on prend 89 (O<52<5]) et on pose :

1
T, = 80, I

-315-



=31g-

VIII - 16

Pour § > O (indépendant de (£',n) et que l'on choisira plus loin), on prendra

toujours B assez grand pour que : O < Ty < T < 4.

On posera : . )
m q(m-r)d _ i,

Husre® ], = 1 He D ™o ,m ®olf] , .
] L

Jj=0 (Tz:d)

Pour comprendre pourquoi on définit cette norme, faisons un schéma représentant
1'opérateur A(t;Dx,Dt,Dy). Ce schéma est une pyramide ABCDE 3 l'intérieur de

laquelle se trouve les triplets (Iu'l,an,B) d'ordres des dérivations dans A.

On calcule alors : |a'| + oB + a, = mh

D'ol 1'on déduit h et la puissance de dégénérescence q(m-r—-h) corres-
o
Dt.

a'
pondant a Dx'

DB
y

B A

La face BCE correspond 3 la partie principale d'ordre m A° de A puisque, sur

cette face on a : |E'] + @ + B8 =m.
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La norme ||.| |2 majore tous les termes de l'opérateur A (ceci décou-

lera de la démonstration suivante).

L'estimation a priori sur]rz,d[: va utiliser un th&oréme de [8]
sur les équations différentielles ordinaires & coefficients "peu variables".
Pour se ramener 3 ce théoréme, on va faire un changement de variables adapté

d l'opérateur. Le résultat qu'on veut montrer est le suivant

PROPOSITION 3.6. Il existe C > 0O, B > O et § > O tels que, pour tout u&dR®)

avec supp u C]rz,G[on ait, pour 68(¢',n) > B

| lus(t,,8)]], s ¢ ||ACE36",n,D, ) ul] .
2 2 t L2(T2,6)

DEMONSTRATION. Posons, pour tout t # O et tout (£',n) € R" :
1/m

(@) I g pr T

h = h(g sNst) = tq(m_r)

On fait alors le changement de variables : t —3 s défini par :
ds = h(E',nLt) dt .

Ecrivons d'abord quelques estimations qui serviront par la suite. On a :

hm = [E'[m + 9(«5',n)r
tq m—r

On en déduit que, pour tout entier 1&WN, on a :

|Di(hm)| ¢ R

Or, si u est une fonction de t ne s'annulant pas, on a, pour ¢ €R et tout
entier 1 2 1:

S o 1 r jr
A))u P { 2851'[ (Dtu) },
! li]=p =1

o~

(3.9) Di(ud) -
P

err=l

-317-
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1
avec : |j| = ] jr ; (la démonstration se fait par récurrence sur 1).
r=1
En prenant : u = " et o = %, il vient, pour tout l€N :
1 -1
(3.10) Dbl s ¢t h.
On a aussi :
1 . .
- -(p+1—-
Db = § (b s, 7D plYy
joo 377 ,

D'ol, en appliquant 3 nouveau (3.9) avec u = h, v = a et en utilisant (3.10),

il vient, pour tout 1€ N :
(3.11) IDi(t_phv)I s ¢ gD v

De la définition de h, il est clair qu'on obtient :

(3.12) th > (tqe)r/m > 6;q s pour t > T, .
Yoi :
D'od : oq
’ | 2
(3.13) th = = > =T ° pourra &tre rendu aussi grand qu'on veut 2
t $

condition de prendre § petit, puisque q > 1.

On a enfin :
(3.14) of < tq(mfr).hm
et @

(3.15) le'] < h.

On montre, par récurrence,que l'on a,pour j > 1

j=1
)

(3.16) Dlu = hd(DIu +
8 k=

i~k
Xjk DS. u) ,

avec, en utilisant (3.10)

(3.17) lxjk(s',n,t)l S C (tirz)'k

-318-
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Inversement, on a, pour j > 1
j=1 .
Y v < Di X s

TS
(3.18? Dsu h Dtu + L ik

avec

(3.19) ijk(s',n,t)l € C (en) 7k .

e ae ey . ' -1
On multiplie l'équatiom : A(t;E',n,Dt)u(t) = f(t) par h /
le changement de fonctions :
—
w(s) = £ 1 2 L
s
2

g(s) = h ° £(r) .
Alors 1'équation :

A(t;8",n,D ) u(t) = £(t)
est &quivalente 3 1'équation :

P(s;D ) w(s) = g(s) ,
avec :

P(s;DS) = Po(s;Ds) + PI(S;DS)
ol :

m-r a Ly o O Tm O

P (s;D) = J ¢t b ) q?ags)s'“.n?h " b,

: f=0 ]a’|+08+an=m—ﬂ ’
et Pl(s;Ds) est combinaison linéaire de termes de la forme :

o -m
—qB a' B °n n ' cL
w(a,s) t £' " .n.h . D avec |a |+08+an n-f ,

ou les fonctions'w(a 8) vérifient, pour th 3 1 et 0 < 6 < 1
’

1

N

9o,y E'ons0) | s C (em)”

(3.20) ou :

) ' (a1
[V, EsmE) | s €8

N

2(E',n,t) et on fait

~319~
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Donc, si § est petit, ces fonctions sont petites sur [12,6].

Montrons maintenant que les coefficients de Po(s;Ds) sont bornés.

Pour cela, nous allons revenir 3 la figure de la page 16 qui montre que les

points A,B,C,D,E ont les coordonnées respectives suivantes :

(r,0,0) , @0,0) , (0,m0) , (0,r,0) , (0,0,m).

Tout (Ia'l,an,s) correspondant 3 un terme de Po(s;Ds) est un barycentre de

ces cinqg points ; c'est—-3-dire qu'il existe cinq réels positifs ei’ i=1,...,5
5 .
avec Z 6; = 1 et tels que : “
i=1
' =
la'| = 8,r + 6,m
o, = e3m + e4r
B = esm .
c m=f = v+ Xn o4y =
On a alors : w8 = [a'| + =8 +a_ = (8, + 0, + 85)r + (8, + 63)m
1.~ . - =
D'od : B-(e,+0,+0) (rm
et : @ -m = —(61 + 65+ 62)m + 64§r—m)
Ecrivons : a' = a) + ay avec : Iaél = 6,m .
Alors : '
' _ a_-m ]a'!‘ (86,+6 )r (8. +6,+06_ )q(r-m) 6, (r-m)-(0,+6,+6_)
'E'a nBt qlh n |\< C|5'| 2 L8(EM) 1 °'57"t* 1 "4 5 h 4 1 "2 75

- _ _ 6‘46 8, (r-m)
<cC (ert q (m r)h m) 1 4

' 8,m
S n™h ? . e
D'aprés (3.14) et (3.15), il vient : A ,
' _pa-m .8, (r-m) 8,0q(r-m)
Ig,a nBt qﬂh n. I < C. 4 7 4

(t%h) $Cs,

< C'

On en déduit que les coefficients de l'opérateur Po(s;Ds) sont bornés
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et, en utilisant les inégalités (3.20), on en ddduit aussi que les coefficients
de P](S;DS) peuvent &tre rendu aussi petit que 1'on veut 3 condition de prendre

§ assez petit et B assez grand.

Etudions maintenant les dérivées des coefficients de Po(s;DS). Pour

tout entier k = 1,...,m, on a, pour |a'|+08+an = n-f :
K Vo . O ~m a_-m
NGRS LI By
- E'al B _ka(t h an—m)
k-1 o ~m
o' B 1-k _k-1 -qg
+ £ nlzl Yy b D, (t ). .

On utilise (3.11) et (3.19). Il vient :
1 u -m [ - . O -m - -
|g® nBn7kpk L (t qgh )| g ¢ je'® bt qgh e TR < (e TR

et :

a' B 1-k k-1 oy a -m -k " ~k
lg"™ Vg B D¢ \(t—qﬂh )| < Cli'a Bomdhym | (th) <C (th)

Les dérivées des coefficients de Po(s;DS) peuvent donc &tre rendues aussi pe-
tites que 1l'on veut 3 condition de prendre § assez petit.

Pour pouvoir utiliser la proposition (2.1) de Dﬂ sur les équations

1"

différentielles i coefficients '"peu variables", il reste & vérifier qu'il

existe une constante C > O telle que, pour tout S(Tz) < s € (8), les racines

z,(t38",n) de P_(s5z) = O vérifient :
(3.21)  |Img  (t58",0)]
Tout d'abord, le coefficient de D? dans Po(s;Ds) est

m ' e e e
0 en vertu de 1l'ellipticité de A.
q(o,...,o,m,o) ? ?

-321-
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On peut donc supposer, dans toute cette section, qu'il est &gal 3 1. Reve-

nons aux racines de Po(s;c) = 0.

Le polyndme A(1;&',n,z) est elliptique. Donc, si zv(t;g',n) dési-

gnent les racines de A(tj;&',n,z) = 0, on a :

(3.22) |Im 2 (138",m)] 2 c (et |?+ nH2 | pour (Jg7|% + B2 5,

avec A assez grand. Cette inégalité est donc vraie pour 6(£',n) > A'

, avec
A' assez grand.

Mais d'aprés 1'hypothése '"d'ellipticité générale" (D]), A(1;E",n,2)
ne s'annule pas pour 6% 5‘6(5',n) < A'. Donc 1l'inégalité (3.22) reste vraie,

quite: 3 changer la constante C, pour 8(£',n) = 5%-

Or, on a :
P_(s,0) = t 1@ 1™ f¢eset,n,he)
et :

A(t3E',n,0) = t 38 ac1;e%e7 6%, ¢%)

Les racines.;v de Po(s,;) = 0 vérifient donc :

|Tm g (58", = b 't [mm 2 (13e%7,%) |

> cn ! T (edgr]2 4 |09, /2

?

pour 6(t%e',t%y) » &3 |

c'est-a-dire : (tqug'l2 + t2qn2/o)]/2 = th(E',n) 2 Gg ;
’ 1

soit : t 2 62 8(&',n) 1=+ ce qui est réalisé puisqu’on travaille sur

Erz,éj.

2 b

Pour démontrer 1'inégalité (3.21), il reste donc 3 prouver qu'il

existe une constante C telle que :
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(3.23) tdh g ¢ (e’ ]? + IyH/2

on a :

EID™ = e h™ + ()T .

bien sir :
(e hHh® < ¢ [(thE’l)z + (thn)z]m/2 .

D'autre part :

r
(£90)2% = [(c9e' 2 + %%m?/9)

) !
= 1 G e DFHE %y’
J=o
et : m . .
[edfe'D? + @A™ = T B @ife T (I
J=o
> f c. (tqlgvl)1/c(2r-2j) (9% 23/0
j=o 1
2013 (r-3) 2q(1-2) (r=)
or : (tqlg'l) s €34y
car : 1 -1 =921 .0 et tql ! L 5a
Flogm s 0 et '] nq8;

L'inégalité (3.23) est donc prouvée, donc aussi 1'inégalité (3.215.

On peut maintenant appliquer le résultat de la proposition 2.1 de
[8]. Il existe une constante C > O telle que, pour tout w(s)eD®) avec

supp wc:]s(rz), s(6) I:, on ait :

. o ,
(3.24) Y [Ipgwl| , s ¢ [[e@2pul] ,
j=o L™ (s(1,),s(8)) L7 (s(1,)s(%))

On revient alors 3 la variable t. En utilisant les &galités (3.16) et (3.18) et
les inégalités (3.17), (3.19) (3.20) ainsi que les majorations des coefficients

de Po et P], il vient :

Hu;(‘rzsa)llz <C HA(t;E',n,Dt)UH 2 3
L (12,6)

-323~
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ce qui est le résultat annoncé dans la proposition 3.6.

III - 2.4. ETUDE SUR [0,5]. On choisit &, > O dans la proposition 3.5, puis

1

0 < 52<51 ; ensuite on prend § > O assez petit et B > O assez grand de fagon

que les propositions 3.5 et 3.6 soient vérifiées pour 6(&',n) > B.

1]
—

On va faire une partition de 1'unité&. Soit ¢>]€$(R) avec ¢,

CE‘?,GIE. On pose alors : &, =1 - 0

sur un voisinage de EO,GZ:[ et supp ¢ 2

1 1

et, pour j = 1,2 :
1

. (e.8(g",m D

P3(e) = o

Soit ueq@(ﬁ;), avec supp uC[O,cS[. Alors :
u = (f] u + ‘PZ u .

Pour m-sﬁ(le), avec supp /U'C[O,(SE, on définit :
ll”3(0a5)ll3 = H'"';(O’d])H] + Il’v" (T2’6)|I2 .

On a les deux lemmes suivants :

LEMME 3.3. Il existe une constante C > O telle que, pour tout u e.@(le) avec

supp uC[O,cS[et pour tout j = 1,2, on ait :

s v @8l sc |l us ©ally.

DEMONSTRATION. Sur [12,11] les normes : ||u ; (TZ,T])H], [| u; ('r2,1'l')||2

et || u; (TZ,T])H3 sont équivalentes 3 la norme :

’ m -
1w Gprplly = 1 o™ [Ing ul|
h=o L (T2,T1)

Pour démontrer le lemme 3.3 on utilise alors le fait que les fonc-

tions Yj'(j=l,2) sont égales & O ou | sur les intervalles (0,%,) et (T]’G)

-324-
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et satisfont, sur (TZ,T]) les inégalités suivantes :

1 1/q
3.25 D_ ¥.| <£cC,.08(8",
(3.25) D, ¢;1 < c;.8¢e",m

1 .
N Cj-G(E',n) » 3 =1,2, (car q > 1).
LEMME 3.4. 1Il:existe une constante C > O et une constante A > O telles que,
pour tout u e.@(ﬁz) avec supp uC[O,G[et tout (F,",n) emn\{O} tel que
8(¢£',n) > B, on ait :

| ag - 9.0 sco@E,m ™ lus ©&],, j=1,2.
J ¥ 12(0,8) 30

DEMONSTRATION. Elle découle encore du fait que les dérivées des LfJ sont nulles
sur (0,12) et (T],G) et que, sur (12,-1']),' on a les majoratioms (3.25) pour les

dérivées des C(j .

On peut prendre-i = l;;q <0 , carq > 1.

On déduit alors des propositions 3.5 et 3.6, en utilisant les lemmes 3.3 et

3.4, 1la :

PROPOSITION 3.7. Les nombres § > O et B > O ayant &té choisis comme précédem—

ment, il existe une constante C > O telle que, pour tout u € Q(R+), avec

supp uC[O,S[ et pour tout (£',n) e RN{0} tel que 6(£',n) > B, on ait :

lu 3 0,8)]], < ¢ {]t;8",n,D )u]]
3 t L2(0,6)

S r—m.—~2—
+ Le,m  JTBE 0w

j=1

III - 2.5. ETUDE POUR g(¢',n) ¢ B.

PROPOSITION 3.8. Pour tout B > 0, il existe § > 0 et C > O tels que, pour tout

-325-
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(g',me R® avec 8(E',n) £ B et tout u sﬂ)(ﬁ_l__,_) tel que supp uC[O,d[, on ait :

R | I ]o" ll 5 < cllatsstnnull
k=o °© LZ(O,G) h=o (0,8) & 120,

DEMONSTRATION. Pour simplifier 1'@criture on notera :

m—r
. k qk
la s 0|7 = T |Ipr ™ (t%ay| 2 10l |
[ ! kzo t 12(0,6) 12(0,6)

Considérons & nouveau l'opérateur :
M(t;D) = Z 2, D {t }

Avec - _ r+k
vee : & = 90,...,0,r+k,0)

r ~
On remarque que DtoM(t;Dt) représente exactement les termes de 1'o-
pérateur A qui ne contiennent que des dérivations par rapport 3 t (c'est-3-

dire l'aréte DC sur la figure de la page 16).

Pour tout u e.@ (ﬁ:) avec supp uCEO,S[, on a, a4 condition de pren-

dre &§ > O assez petit :

[l | < C ||p, ul] , oiC>0
*(0,6) t " 12¢0,s)

ne dépend pas de u ni de 6.
Si 1'on applique cette inégalité & M(t;Dt)u, il vient :

| [M(e5D ) ul | sC ||D oM(t;D )u||
1 (0,6) 12(0,8)

Maintenant on utilise la proposition 3.2. Il vient :

/
3.26)  []u; 0,87 < ¢ ||of Mull
(0 $)
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Pour finir la démonstration de la proposition 3.8, on remarque que

A(t;&',n,Dt) - DioM(t;Dt) est combinaison linéaire de termes de. 1la forme :
. . -
g'a nBDtn{tq(m r h)-}

avec : h=0,...,mr
lEfI togta = m—h

o < m
n h

Pour majorer ces témes on distingue deux cas, comme dans la démonstration
du lemme 3.1. Et on utilise le fait que 6(£',n) s B, t ¢ § (8§ pouvant &tre
pris aussi petit qu'on veut) ainsi que les inégalités :

3 .

- o,
o™ ILZ s o1 [[p ], 3= 0p.eu

(0,6) %(0,6) n

pour u € @(&{) tel que supp uC[O,cS[; tout ceci permet de montrer que, pour
§ assez petit on a, pour tout u ed (&—{:) tel que supp uC[O,(S[, et pour

8(g¥,n) € B:

H(A(t§€',n,Dt) - .DEOM(t;Dt))uH 2 < € HU;(Oss)Il'; .
, L”(0,8)

L'estimation annoncée dans la proposition 3.8 ré&sulte alors de 1'inégalité

(3.265.

IIT - 2.5. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 3.1. Il suffit de faire la démons-—

tration pour u e.’D(!R‘:H) :

——

Soit u GQ(IR:_IH) avec supp uCIRn_] X [_O,G[ xR .
On définit » € DR,) par :

a(t) =8 (¢',t,n) , ol T désigne la transformée de Fourier par

=327~
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rapport aux variables x' et y. On écrit les inégalités obtenues dans les pro-
positions 3.7 et 3.8, pour a(t). Il ne reste plus qu'd intégrer en (£',n) en
séparant les deux cas 8(g£',n) > B et 8(8',n) € B. Et 1'on obtient immédiate-

ment le résultat cherché.

IIT - 3. ESTIMATION A PRIORI DANS .LE CAS DU DEMI-ESPACE RE » POUR LES COEFFI-

CIENTS VARIABLES.

. 1 . P +1
On considdre 1l'opérateur A défini sur r" par :

m-r
) Qm_h‘(x,y;Dx,Dy) (ra@Th)

‘A(t;(st);Dany) = pEo

ol m et r sont deux entiers tels que O ¢ r ¢ m, q est un réel >1 tel que

q(m-r)e N et od :

(i) pour h = 0,...,mr, Qm_h(x,y;DX,Dy) est un opérateur aux dérivées partiel-

les 3 coefficients C®, de la forme :

aDB

m~h
I(a,8) ¥+7IDly

-

~h
Q" Gx,y3D,,D) = L
_ [:a»[~+as\<m—h

|a] +B<m
9

1 3 1 ] 1 3 1 .
avec : D =(—.———-—-,...,v ,v—-—) et D =~ — ; (si q(m—r—h)¢lN,
19x, i ot y 1 9y

Qm_h(x,y;Dx,Dy) est, par définition, l'opérateur identiquement nul).

Pour tout h = 0,...,m~r, notons :

m~h ] - m~h a B
Qm-.h(x’y’Dx’Dy) = E q(a’B) (X’Y) DX Dy
]al+£6=m—h

m
|a|+Bsm
m-h . - m~h o _B
va (X,Y,DX,DY) g Q(a’s) (X,Y) DX Dy
- |a|+Bsa-h
|a}+g=n
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et : Qm 2 m(XSYsD D ) z q(d B)(x’y) D B
’ |a|+Zg=n-h "
m
la|+8=m'

(ii) A est un opérateur d'ordre m tel que A(t;O;Dx,Dy) soit elliptique d'or-
dre m pour t > O,

c'est-3-dire, pour tout t > O et tout (£,n) € mp+lx{0}, on a :

m—-r

A™(t;0,e,n) = Qz_h(o;‘é;n)tq(m_r'h) #0 .
h=0

On en déduit que, pour tout t > O et tout (£,n) &€ Rn+1\{0}, on a :

o e (m~r-h)
A°(t3058,n) hz Qg (03Esn) €1 £0.
=0 ’

On fait, de plus, sur l'opérateur A 1'hypothése "d'ellipticité générale"
suivante :

Pour tout t 3 0 et tout (£,n) & fRn+]\{O}, on a :

(D,)

m-r
Ao(e5038,m) = ] Q"R (058,m @I 4
=0

Cette hypothése implique en particulier que l'opérateur Qr(x,y;DX,Dy) est
quasi-elliptique, c'est-d-dire que, pour touti(E,n)GEan+]ﬁO}, on a :
r
QI' (O;Esn) # 0 .

On suppose que Qr est proprement quasi-elliptique d'ordre 2s. On définit alors

s opérateurs frontidre 3 coefficients C*°:

' . = j B 3 =
Bj (x sY9DX’Dy) ; b(OL, )(X >Y) DX Dy J=1l,000s8,
|| B
ol, pour tout j = 1,...,s, ng est un entier inférieur ou &gal & r-1. On note
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YyB = (YBj 3 J=1,...,8) ol vy est 1'opérateur restriction 3 r".

On notera B; la partie principale quasi-homogéne d'ordre o, de Bj'

On suppose que le systéme (Bj s j=1,...,8) est normal et 1'on fait alors
. . “n
1'hypothése de "recouvrement' :

r‘Pour tout (£',n)& ®"\{0}, les polynGmes en T:

a
2 (038" ,1,m) = 'Z - )(0) E'a ',_J = 1,000,8 ,

la'l+aﬁ+§8=mj

( 3

(DZ) J sont linéairement indépendants modulo le polyndme :

. S . "
+ -+ . -
M+(g',n,r) =kH (t=1(€'5n)) , od 1, (£',n) sont les racines i par-
. - 1

o s e e r
_ tie imaginaire positive de Q. (0;£',t,n) = O.

On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 3.9. Sous les conditions (D2) et (Dé), il existe § > 0 et C > 0

tels que, pour tout u € Wm’ ®Y + ) avec supp u C B(0,8) , on ait :

, T

s

[ ul] sc{|aul| , + 1 HyB.ul] +llull

N n+l n+l, .2 J I n+1
wz,mrr Re ) L ﬂR+ ) =1 Hr AR ;) ( +

DEMONSTRATION. On applique la proposition 3.1 A 1'opérateur 3 coefficients

constants :

(,(£503D,,D) ; YB(J?(O;DX,DY) s 3= 1,uaa,s)

-~

Il reste ensuite 3 &valuer la norme des différences :

(A(t;(x,y);Dx,Dy) - A(t;O;Dx,Dy))u

et @
Y(Bj(x’,y;Dx,Dy) - Bj(O;Dx’Dy))u sy J = 1,008
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et de montrer que, pour tout € > 0, il existe § > O et Ce > 0 tels que, pour

tout u e.@(&lzﬂ) avec supp u € B(0,8), on ait :

||(A(t;(x,y);Dx,Dy) - A(t;O;Dx,Dy))uH 9 ge1S E | [u] ] o a1t Co | [u] | 9 n+l
| | ™) @ L’ @®°
et, pour 3 = l,...,8 ¢
[ 1¥(8; (x",y3D,,D) = B4(05D,,D))u]| | <ellu|lwm,, ae1 PGl o
rm.,=,0 (R ) L ([R+
g 2 ®Y q,m~r  + T

Ceci se fait de fagon classique (cf. [6] par exemple), en utilisant les pro-

priétés des espaces et en remarquant que, A condition de prendre § > O petit,

les coefficients des opérateurs varient peu dans B(0,9).

III - 4. ETUDE SUR ¥ = 0 x R ; (démonstration du théordme 3.1).

On reprend les notations des paragraphes I, II et III-1. On a vu

que les conditions (i), (ii) et (iii) du théordme 3.1 impliquent,pour 1'opéra-

teur A =L - eleDI}I,l , 1'ellipticité dans €, la condition "d'ellipticité géné-

rale" (D) et, pour le probléme (Qr,yB), la condition de "'recouvrement" (D').

Par "cartes locales'" et partition de 1'unité, on se raméne, pour
démontrer le théoréme 3.1, & la situation du paragraphe III.3. Et 1'on dé&mon-
tre (cf. ]:6]) qu'il existe une constante C > O telle que, pour tout Qre,@(‘?)
tel que A= 0 pour [y[ > 1, on a :

S
llnﬂlwm,c $c {HMHL2<@+ ZlIYBJ-VII ! ), 1

j r-mj—E”U(a@ L (?)

q,n=r 15

r—m."‘%',o' r-mj-"i;c n
oo H . 7 (3%) est défini de fagon habituelle & partir de H - (R") par

"cartes locales” et partition de l'unité.
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On en déduit évidemment le résultat du théoréme 3.1 pour les fonctions o telles

que Ylﬁj” =0 pour j = l,...,s.

ITI - 5. DEMONSTRATION DE LA CONDITION SUFFISANTE.

Ayant 1'estimation du théoréme 3.1, la démonstration suit celle uti-
lisée dans [ll Soit ¢(y) une fonction fixée c”, telle que Z(y) = O pour

lyl 2 1, ¢(y) =1 pour |y| s% . Etant donné une fonction u €40 (Q) telle que:

YBJ.u= Osur T, j=1,.0.,8 ,
on définit

vp(x,y) = 2;(3,')e].pr u(x) , nve R.

Pour tout r > O, notons ?r = {(x,y) € €; |y| < r}. Le théordme 3.1 peut

s'appliquer i v, I1 vient :

(3.27) ||»\ru||_ o < w2
’
W) @) L4 (g)
Mais Aml'l' = c(y)eluy(L—umele)u + une combinaison linéaire de dérivées en y

d'ordre < m~1 de ™"V u(x). On dé&duit alors de (3.27) 1'inégalité :

(3.28)  [|ue¥[| Al
? u ’0
wl4:111,m-r(?1/2 wIclll,m—r(&,l
cotllammet sl , o T T ] g
i : L j=o uL93d
ol [cj] est la partie entiére de oj.
or : Jue™]] > e[| _
q,m—r(?l/Z) ‘ B (?1/2)
S T 0% .08t |
apfoper =P 2
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d'od :

- . m .
329 [l >e 1™l g
’ t e : J

q,mrr(gi/Z) ?_O H -](Q)

On déduit de (3.28) et (3.29)

m . . . m—1 .
Youl™ 3 ] pLs s ¢ || @] + 1 C p|™d )
j ylod] () | 2@ T jzol | llulxiif"ﬂ(g

J]=o

Ceci donne :

Cy ¥ q,md m, i
(3.30) (1 -Tﬂ—) jZélUI Hu“n[c’ﬂ(g) sc[f@ue )UHLZ(Q)

On pose alors ) = umele. I1 résulte de (3.30) que, pour tout ue.@(ﬁ) telle

que YBju =0 surl, pour j = 1,...,s et pour tout X sur le rayon argh = 6

tel que lkll/m = |u] 2 2C, on a 1'inégalité suivante :
- j
Tl (] 2 || @-0ul
(3.31) A : u K < -A)u .
j=o ulo3] () L2()

Par densité&, cette inégalité reste vraie dans D(Lz). Prenant j = 0 dans 1'iné-
galité (3.31), on déduit que pour tout ue D(Lz), et pour tout ) assez grand
tel que arg) = 8, on a :

(3.32)  |]u]] s 7o || @2l |
12¢y 1A T2 L2 ()

C'était la propriété (a) que l'on voulait démontrer. L'inégalité (3.32) mon-
tre en particulier que, pour tout ) assez grand tel que arg\ =6 , l'applica-
tion uh——e-(Lz-A)u est injective de D(Lz) dans LZ(Q). Pour compléter la dé;
monstration de la condition suffisante du théoréme 2.l‘on doit encore montrer
la propriété (b) c'est—d-dire qﬁe 1'image de 1'application : tlk——>(L2—A)u
est LZ(Q) tout entier pour A assez grand tel que argh =6. Ceci ré&sulte de

. . * * . aspr -
1'existence d'un probléme adjoint formel (L ,yBj) qui vérifie les mémes pro-
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priétés que le probléme (L,YBj) (cf. Eﬂ). De plus, ce probléme vérifie les
conditions (i), (ii) et (iii) du théoréme 2.1 par rapport au rayon conjugué

argh = -8,

La condition suffisante est donc complétement démontrée.

IV - DEMONSTRATION DE LA CONDITION NECESSAIRE.

On se placé sous les notations ét hypothésés du paragraphe I. On
doit montrér que si 1l'inégalité (3;32) ést vérifiée pour tout u €& D(L2) et
tout A assez grand tél que argix =76, alors les propriétés (i), (ii) et (iii)
du théoréme 2.1 sont vérifiées. .
Montromns tout d'aﬁord que 1l'inégalité (3.32) implique 1'inégalité

plus forte (3.31). On a, pour tout ue& C*(Q) tel que yBj = (0, pour

j = lye..s8 et pour tout A assez grand tel que argh = 6:

G |l < = |1 @l | .
LZ(Q) T LZ(Q)

Or, d'aprés le théoréme 1.1, on a :

(4.2) [Tl sc, {lwaf] , + fluf] , '}
wz,m_r Q) L) L°(Q)
s C {]|@Mul] + (1+|AD ] ]ul ] }
° L2 (a) 12 (2)
$ ¢ || (-2 ul | 9 » pour A assez grand tel que
L@
argh = 0.

Maintenant, pour tout j = 0,...,m, on a (cf. Dﬂ, par exemple)
]-Léil Ecil_
r

(4.3) lIU|IH[65](Q> £ C ||UI|L2(Q) | u]]
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Utilisant (4.1), (4.2) et (4.3), il vient alors que pour A assez grand avec

argh = 0 et tout j = 0,...,m, On a :

J/m_]
(4.4) | |u] | < C |A] - a-nal]
L

Cette inégalité implique 1'indgalité (3.31). De la méme fagon, on démontre :

- Ly
Gan QD] o s T L amd] , L pour § = 0,ueum.
H™ (Q) L™ (Q)

Considérons alors & (x,y) € em(?), arétant périodique en y, de période 2T et
vérifiant yBJ.tv'= 0 sur 3% pour j = 1,...,s.
+0o

Soit : w(xX,y) n z u (x)e Y 1e développement en série de Fourier dev.

-0

On a : u € C®(Q) et yBjun = 0 sur ' pour j = 1,...,8.

On a aussi les développements en série suivants :

. +co - .
(4.5) D D;M"\r : Zm Dl . (n)le™™
et :
(4.6) A(x3D,,D) " Z (LGx3D) - ne’ 18, u_ (x)e’®

De plus, d'aprés (4.4) et (4.4'), on a, pour j = O,...,m et pour n > N0

ety |l

(4.7) . scC lnlJ (L-
. HunHHEOJ] @ | .
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et :
. "

@ @D ), e lTawte Dl 5

T E@ - L)
Pour n s N, on a :

o]
: m i@

(4.9) Hunllw’: _ s ¢, {||(L-n"e )unIILZ(Q) + (]+N°)Hun|lL2(Q)}'

On déduit alors des développements (4.5) et (4.6) et des inégalités (4.7),

(4.8) et (4.9) que arsatisfait 1'inégalité a priori suivante sur ?ﬂ,:

410 |la]] ‘

)

q,m-r °m

c {IIA«rlle(?n) + Il”lILz(&)}. -

Par cartes locales, on déduit de (4.10) qu'il existe p > O et C > O tels que,

pour tout W € WI::;_I_(REH) avec supp v & B(0,0) et Yzj :u\'= 0, J = 1,...,8,

on a :

(4.11) | o] | < C {||£w|| + ||| },
wf;;xi—r r-:+l | L2(IR2+]) Lz(lRf:H)

ol A£ et £j sont des opérateurs de la forme de ceux définis au paragraphe
I1I-3.

Soit alors : e w2 ? (an+1) avec supp - CB(0,p) et YB.a= 0, jJ = l,...,s.
q,mr  + J
On pose, pour A > O :
a
vy (%,5) =T (x,27y)

1

+
Pour tout h = 0,...,m~r et tout (a,R)E h tel que |a|+08\<m-h, on a, en

posant |a|+08 = m-h-s :

1o O -
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3" (m-fr-.h) .DQDSD n o (At)q(mfrfh) v(lx,kcy) }

A v} (Ax,A%y)

r-s )\(l-q) (m-r-h) DOLPBD n (m—r-h)
. Xyt

On en déduit, en appliquant 1'inégalité (4.11) 3 Wy, en simplifiant par

1; n+o
A et en faisant tendre A vers +~, 1'inégalité :
4.12) ||} < ¢ {|]1Q5;D_,D v | + | |w]
r,omntl r X7y 2 n+l 1.2 @}
B O®RY) LS )] ® )

Comme dans [2], on en d&duit que Qr(O;DX,Dy) est quasi-elliptique et que

| O n. as s - .
(Qr(O’Dx’Dy)’ Y?Bj (O,Dx,Dy)) vérifie la condition de recouvrement (D2). On.
en déduit que, pour tout (xo,yo)eai", Qr(xo,yo;Dx,Dy) est quasi-elliptique

et que la propriété (iii) du théoréme 2.1 est vérifiée.
Pour la fin, on s'inspire des méthodes utilisées dans [3].

Soit maintenant (xo,yo) € ¥. Soit alors O un ouvert relativement
compact dans £ et contenant (xo,yo). De 1'inégalité (4.10) on déduit que,
pour tout v &d(0), on a :
a3 | o scdllad] , o+l , 1.

H (0) L (0) L°(9)
Soit i;e'.@(e). On suppose que ¢ = | sur ©' ol ©' est un ouvert relativement

' . n+l
compact contenu dans O et contenant (xo,yo). Soit alors we Y@ ) et suppo-

+
sons qu'il existe (§,n) e 1 1\{0} tel que :

Ao(xo;i,n) = PI:I(xo;g)(((XO)Q(m'r)_nmele -0 .

Posons alors, pour A > O :
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W, (x,5) = 5(x,y) w((x-xo_)kﬁ,(Y-YO)AA)ei“X‘E’“y”), 0<a<1 .

On applique 1' 1nega11te (4.13) 3w s et dans les intégrales, on fait le chan-
gement de variables : (X,Y) = ((x-xo)x‘.a,(y-yo))\‘). I1 vient, pour AU;\ :

n+l

m—F—A ‘ _ _ -
HA H 12¢0) s 2 ||C(xo+>\-‘x,yoﬂ-zy){‘f’(xoﬂ Agam r)Pﬁ(xoﬂ “xs8)-
m id
x|, + R,

L2 @t

oi R est somme de termes faisant intervenir des dérivées de w jusqu'3d 1l'ordre

n+1
m et ayant en facteur une puissance de A strictement inférieure 3 m_%

. _ _ -4 _ -
Quand ) — +o, C(’(xoﬂ\ Ax)q(m r) P:;(xofi-x ;£) converge uniformément vers

Qe )1 PPy se)

On évalue de méme ||42'>\|| o et I] H . Puis on simplifie par m n'glfd
(0)

et on fait tendre A vers +«=. Il vient :

G148 (gl? + D™ |l s ¢ 8% sE,m . ] ]vl
| ILZ( l %o | H HLZ([Rn-”)

o)
. . n+1 g s ’
Ceci &tant vrai pour tout w e YR ), on en déduit que :

(el? + n?) ™2 < ¢ A% ;8. ]

. . . . o
On a donc une contradiction avec le fait que 1'on a supposé que A (xo;éj,n) = 0.

Par conséquent, pour tout (xo,yo) & ® et tout (E,n) € anH\{O} , on a :
o ‘
A (xo;g,n) # 0.
Ceci prouve l'ellipticité 3 1l'intérieur de A. Pour montrer la propriété (i)

du théoréme 2.1, il reste 3 montrer 1'ellipticité au bord. Pour cela, on va
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de nouveau se placer dans le demi-espace B&+l et utiliser 1'inégalité (4.11)
pour montrer que, pour tout t > O et tout (&,n) e[RnH\{O}, on a :
m-r

A (t3058,m) = ] Qz:-h ©3€,med@TR) o
h=o0 :

En fait on peut choisir les coordonnées locales de facon que 1'opérateur £

s'écrive :
' 7 B »m-h q (m~r-h) if m
4.15 . * = . . - D R
(4. 5) (£ (x,5)5D,,D,) hzoﬁ’m (x;D) {t } - ety
Par conséquent, on a :
gm . . = . q(m-r) _ i m

(4.16) st (t,(x,y),Dx,Dy) Szz(x,Dx){t .} e Dy .
On a aussi, et cela servira plus loin :

G 1T) A (6506730000 = T PP eyp ) (3@ ) it

. o\ X575 %° y heo m-h X x . y .

Prenons ceaﬂDGRn+]) avec supp ¢ ¢ B(0,p),z = 1 sur B(0,p/2) et O g 7 & 1.
Soit alors w €00 ([REH). Pour (E,n)EanH\{O} et A > 0, on définit :

W (x,y) = (x,y)w (X ,yX ) oL (AxE+Ayn)

avec : 0 <4 < 1
q
v=1=-q(l-0)d
0<Ad' <v

On utilise 1'indgalité (4.11) pour 0& ; on fait le changement de variables

(X,Y) =(xkj,ykj(). On obtient pouré&Mk :

! . )
-4 - -q(m-r)4 -4 _ -4
Ax = cxr S N PLIE L2 TG PR Nl oW PR IS O

ol R est composé de termes ayant en facteur une puissance de A strictement
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inférieure 3 m~q(m~r)d. On &value de méme -les autres termes de 1'inégalité
. ’
rn—q(m-r);&z—n-"l-‘ﬁ

(4.11). On simplifie par A 2 2 et on fait tendre A vers +=,

I1 vient :

@asy g™ 1" Py #n® ] | <ol oz mwll ,
’ ol

L2(8(0,0/2)) 12(8(0,0/2))

Soit maintenant t, € B(0,p/2) et soit p' > O tel que B = B(O,to,O;p')C

n+l

B(0,p/2) N IR . On considére Cem(ﬁ{zﬂ) tel que supp £ C B(0,p/2), ¢ =1

sur B et 0 € ¢ < 1., Pour weé"(m“”), on pose, pour A > O :

Wy (x,7) = T(x,y) wx',(t-t )A,y)
On applique 1'inégalité (4.18) 3 w, . Il vient :

™ e, e ], o+ e, (e dnyl ], S
L“(B) L™ (B)

m t
s € | A% (t;058,n) wix ,(t-to)l,y)lleaRn+1)

D'oli, en faisant le changement de variables : T = (t-to))\ :

R IR LAY SR £l ]wl]
(B(0,0") L7(B(0,0'))

-1
s ¢ | A +27 T3058,m)w] |
o Lz(anﬂ)

En faisant tendre A vers +», on obtient :

m q(m r) m

(Je]™e no | fwl] scl# (e 5058, | .| |w]]
| 2 o L2 ([Rn+ 1 )

L™(B(0,0")
On en déduit que, pour tout (§,n) & 1Rn+1\{0}, on a :

A (£ ,058,n) # 0 .
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Soit maintenant t > O quelconque et (£;n) e;an+1\{0}. I1 existe X > O tel que :

t = At .
o
On a :

A (£5058,m) = AT At 50,370,077 # 0 .

Ceci achéve de démontrer la propriété (i) du théoréme 2.1.

I1 ne reste plus qu'd &tablir la propriété (ii) du théoréme 2.1.
. . - n+l :
Cette fois—-ci, étant donné ceo'D(lR ) avec supp uc B(0,p), ¢ = 1 sur B(0,p/2)

et 0 £ £ <1, on pose, pour wefb(lRT]), (E,n)ean”\{o} et A >0 :

1
a LI o]
m (x,y) = C(X,y)w(xkq,yxj )el(Axg+A )

avec : 0<48' <0 =

gln

On utilise encore 1'inégalité (4.11) appliquée 3 4&. I1 vient :

m=r -h ( e
4.19) ] |g|™ PRy ™[ w]] <
h=o L*(B(0,0/2)) L*(B(0,0/2))
scC H.?fo(T;O;Em)WHLZ(mnH)

On en déduit alors, comme pour le cas précédent, que, pour tout t > O et tout

(g,n)e Rp+1\{0}, on a :

s (t;058,n) £ 0,
ce qui démontre la propriété (ii).

Ceci achéve la démonstration de la condition nécessaire et donc du

théoréme 2.1.
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V - DENSITE DES FONCTIONS PROPRES ET DISTRIBUTION ANGULAIRE DES VALEURS PROPRES.

Commengons ce paragraphe en énongant un théoréme qui se déduit d'un
résultat beaucoup plus général de Dunford-Schwartz [9] sur la croissance des

résolvants d'opérateurs compacts. Ces résultats sont énoncés dans [1].
P p

| THEOREME 5.1. Soit Q un owvert bormé de B possédant la propriété du cdne

strict et soit T un opérateur compact défini dans LZ(Q) et tel que :
(5.1) o) < Be)

ol r est un entier 31. Alors, pour tout ¢ > 0, 1l existe une suite de nombres

positifs o, convergeant vers 0, telle que, R(\;T) = (AI;T)—Z existe pour tout

A tel que |A| = éi’ avec :
2. .
(5.2) (viem) (||R(A;T)|] s exp(|r| ¥ ), pour |A| = 0.)

(2

Reprenons maintenant les hypoth@ses et notations des paragraphes I et II. Con-
sidérons 3 nouveau l'opérateur non borné& dans LZ(Q), noté L,, de domaine D(Lz).

Si l'ensemble résolvant de L, est non vide, prenons z, dans cet ensemble. Po-

sons alors T, = (LZ-ZQI)-l est compact dans LZ(Q) car

2
il envoie L2(Q) dans VG H'(Q).

). I1 est clair que T,

" est {A

Si la suite des valeurs propres de L2 k 3 k € N}, les valeurs propres de

T2 sont données par :

-

Et entre les résolvantes de L2 et de T2, on a la relation :

R(x'—-]-zo 3 Ty)) = -z )1 - 0"20)2 R(A;Lp)

On dit qu'une fonction non nulle ¢ EELZ(Q) est un vecteur propre généralisé
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(ou fonction propre) de Tzcorrespondant d la valeur propre My si on a
(Tz-ukl)q¢= O pour un entier j > 1. Le plus petit de ces entiers est appelé
1'indice de 9.

-~

On sait que l'espace des vecteurs propres généralisés correspondant 3 une va-
leur propre My est de dimension finie ; cette dimension est appelée la multi-
plicité de My

. ) ) ) .
Nous noterons sp(Tz) le sous-espace fermé dans L"(R) engendré par tous les vec-

teurs propres généralisés de TZ'

On a des définitions analogues pour les vecteurs propres généralisés @éE'D(Lz)
de L, ainsi que pour sp(Lz), sous-espace fermé dans LZ(Q) engendré par tous

les vecteurs propres généralisés de L,-

Nous allons maintenant pouvoir donner le résultat principal concernant la den-

sité des fonctions propres de L, dans LZ(Q).

THEOREME 5.2. On considére le probléme awr limites (L, B) défini au paragraphe

I. On suppose que les conditions (C) et (C') sont vérifiées. Supposons qu'il
existe des rayons argi = ej’ J=1,...,N dans le plan complexe tels que L'on

att les propriétés suivantes :

(a) Ces rayons divisent le plan complexe en angles strictement inférieurs d

Tr
n

(b) Les conditions (i), (i1) et (Zi7) du théoréme 2.1 sont vérifiées pour

f = 65, Jd = 1,...,0.

Alors le spectre de Ll'opérateur L2 assocté est discret. De plus, les fonctions

Y . 2
propres de L, sont denses dans LZ(Q), e'est-d-dire que sp(Lg) =L (9).

2

En fait, comme le théoréme 2.1 caractérise les rayons de croissance minimale &
1'aide des conditions (i), (ii) et (iii), le théoréme 5.2 est le corollaire d'un

théoréme plus abstrait.
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THEOREME 5.3. Soit L un opérateur non borné dans L2(Q), de domaine D(L) C;ﬁm(ﬂ),

aveec r un entier »1 et D(L) dense dans LZ(Q). Supposons qu'il existe des rayons
argi = ej, J =1,...,N dans le plan complexe qui soient des rayons de croissance
minimale pour L et qui divisent le plan complexe en angles strictement infé-

y Tr

rL —_—
eurs a -

Alors, le spectre de L est discret et les fonctions propres de L sont denses

dans L2(Q?.

La démonstration est faite dans [l] (théoré&me 3.2) ; elle utilise le principe
de Phragmen-Lindelof dans les angles déterminés par les rayons argl = ej, en

se servant de 1'inégalité du théoréme 5.1.

On a aussi un résultat sur la distribution angulaire des valeurs propres.

THEOREME 5.4. Soit L un opérateur non borné dans L2(Q), de domaine D(L) GpH (9,

avec r un entier 1. Supposons qu'il existe deux rayons de croissance minimale
argx = 6, et argh = 8, pour L, avec O < by = 6, ¢ 2n, tels que :

(a) 85 - 87 < %1 .

(b) Il existe b, avec 8; < 6 < B, tel que le rayon argh = 6, ne soilt pas un
rayon de croissance minimale pour L.

Alors L posséde une infinité de valeurs propres dans l'angle 8, < argh < 8,.

En utilisant le théoréme 2.1 on a alors un théoréme concernant la distribution

des valeurs propres pour l'opérateur L2 associé au probldme aux limites (L,YB).

Le théoréme 5.4 se démontre en utilisant le théoréme 5.1 et en raisonnant par

1'absurde de fagon 3 pouvoir utiliser 3 nouveau le principe de Phragmen-Lindelof.

(cf. théoréme 3.3 de [1]).

On dira qu'un rayon arg) = 6, est une direction de condensation des valeurs
propres pour un opérateur si, pour tout € > O, l'angle |argA - eol < ¢ contient

une infinité de valeurs propres. On déduit du théoréme 5.4 le :
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COROLLAIRE 5.1. Soit L un opérateur non borné dans LZ(Q), de domaine D(L)c;,Hr(Q),
avec r un entier >1. On suppose que le rayon argh = 60 n'est pas un rayon de
croissance minimale pour L et qu'il existe § > O tel que, pour tout 6 # 60 avec

IG-GOI < 8, le rayon argh = 6 soit un rayon de croissance minimale pour L.

Alors le rayon argh = QO est une direction de condensation des valeurs propres

de L.

VI - CAS PARTICULIER - PROBLEMES AUTO-ADJOINTS FORMELS.

On dira qu'un probléme aux limites (L,yB) du type introduit au para-
graphe I est formellement auto-adjoint si 1'op&rateur associé@ L2’ de domaine
D(Lz), est auto—-adjoint. Dans ce cas, on obtient immédiatement, pour tout

ue D(L2) et tout A non réel tel que argh = 6 :

(6.1) |l € || (@, -AD) ] | .
L2(q 2 L2(q)

(Q) lsine Al

Ceci implique que tout rayon argh = 6, avec O < |6| < 7, est un rayon de crois-
_ sance minimale pour LZ' On en déduit, en particulier, que le spectre de L2 est
discret. |

En-utilisant des procédés analogues i ceux de la fin du paragraphe IV, on montre

que, si (L,YB) est formellement auto—adjoint alors :
1) pour tout x € 8 et tout £ & R\{0}, Pz(xo;i) est réel ;
2) pour tout XOEE I', tout t > O et tout EEE[Rn\{O}, Lo(xo;t;E) est réel.

Nous supposerons maintenant que ces quantit&s sont strictement positives (elles

sont non nulles en vertu des conditions données au paragraphe I.)

I1 résulte alors du théordme 2.1 et du corollaire 5.1 que l'opérateur L2 admet

une infinité de valeurs propres positives.

Et comme les propriétés (i) et (ii) sont vérifiées pour A < O, suivant que la

propriété (iii) sera vérifie ou non pour tout A < 0, 1l'axe réel négatif sera
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un rayon de croissance minimale pour L2 ou une direction de condensation des
valeurs propres de L2.
Enfin, on aura les mémes résultats que précédemment pour tout probléme aux

limites (L,YB) qui ne différera du probléme précédent que par des termes non
principaux, puisque les conditions (i), (ii) et (iii) ne font intervenir que

les termes principaux.
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