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PROBLEME D'EVOLUTION PARABOLIQUE POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIPTIQUES
ET DEGENERES.

Monique SABLE-TOUGERON
UER Mathématiques

Avenue du Général Leclerc
35000 - RENNES

INTRODUCTION.

La résolution du probléme parabolique non homogéne, par la mé-
thode d'Agranovich-Visik [1] ou Lions [7], pour les opérateurs elliptiques

dégénérés décrits par Bolley-Camus-Helffer [5] pose deux sortes de problémes :

Pour se ramener au cas homogéne on doit résoudre un probléme de
relévement dans des espaces de Sobolev avec poids sur le cylindre Qxﬂo,T[. Ce
résultat permet en outre de décrire l'espace des conditions initiales, inter-
polé 1/2 d'espaces avec poids dont la théorie générale de l'interpolation

n'est pas connue.

Le cas homogéne se déduit par transformation de Laplace de 1'é-
tude de la résolvante de réalisations dans L2 de ces opé@rateurs dégénérés.
Suivant la méthode d'Agranovich-Visik [1] on est ramené 3 1'étude d'un opéra-
teur différentiel sur la demi-droite dépendant des paramétres &' et A, £&'
provenant d'une transformation de Fourier en variable tangentielle et A &tant
le paramétre spectral. Au contraire du cas elliptique, l'espace sur lequel on
8tudie cet opérateur différentiel change de type en fonction du paramétre.
Pour plus de clarté on a dégagé un probléme aux limites & une variable dépen-
dant d'un paramétre global w et formulé des hypoth&ses plus abstraites que

celles vérifiées par le cas d'application qui nous intéresse.
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1 - NOTATIONS ET RESULTATS.

- n . .
Dans un ouvert borné 2 de R, de bord T', on considére 1'opéra-

teur différentiel

On

On

la

On

de

s n e e
dérivable de Oi dans R et qui vérifie :

s
L]

Lx,D) = § A (0D
o|<2m

o .
m eN-{o}, a = (al,...,an), Ial = a]+...+an, D = Dl ceeD_ T, Dk = =1 —

note S le secteur fermé du plan complexe

S = {pele, P20, 8,6« 62}.

suppose que les coefficients A, sont indéfiniment dérivables dans { et que

condition suivante est satisfaite :

: Pour tous x € 0, (E,\) & (tRnxS) - {0} on a :

A -2r#0.
lalEZm“X

suppose que le bord I est recouvert par une famille {01,...,OP} d'ouverts

R" telle que pour chaque i il existe une application %, :x—3y, indéfiniment
- 1 =
?. (0, NI Cly=(y',y), y, = 0}
. . N
2. (0, ") cly, y > 0}

@i : Oi.__4>®i(0i) est inversible et son inverse est indéfini-

ment dérivable.

De

1
sSuppose que yn = yn

plus si y?,...,y; sont des coordonnées dans @i(Oi), et si Oi n Oj # @ on

I et que pour k € n-1, yi n'est fonction que de y]]',...,yl e
n-
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On suppose que dans chaque 0, 1'opérateur L s'exprime en coordonnées locales

sous la forme :
+8lal+i], & L]
L(y,D ) = z a ,(Y) y [O +D_,D ’
y lo|+js2m 4 " 7 Ja

1

avec 0 <0, 8§ >0, 0 + 2mEN, 0 +Bnew, cct” , j EWN, EAL_ désignant le

plus petit entier 3o supérieur ou égal 3 A, et les fonctions auj étant indé-

. . o n
finiment dérivables dans R, .

Cette classe d'opérateurs elliptiques et dégénérés a été introduite par
Bolley-Camus~Helffer Dﬂ ; elle contient les opérateurs de Visik-Grusin [Hﬂ,
et aussi des opérateurs qui s'expriment simplement sous forme globale dans & :

Baouendi Bﬂ, Baouendi-Goulaouic Eﬂ, Triebel Eﬂ, Shimakura Bﬂ.

Soit 0, un ouvert de R® tel que 5o<:_Q et tel que la famille {Oi}g=O recou-

vre Q. Soit { -}P_ une partition de l'unité indéfiniment dérivable subordon-
1’ 1i=0 P

née 3 ce recouvrement. On considére les espaces

lq

n 2, n 6|a|+j o 2, n, O . .
WwRYH = {lue L°®RD), v D.,D. u&e L“®R.), 5 + §la]+iyo, |o|+jsm},
o st +77 vy Y, 772

20

g~

2m 2m, n 2m _n .
W s = lue @), puerT®), puEW (@), i=1,...,p},

1'appartenance 3 WimGGRB) s'exprimant en coordonnées locales, et on les munit
2

de la norme canonique.

En chaque point x de ', x = (y',0) en coordonnées locales on suppose que les

conditions suivantes sont vérifiées

E] : pour tout (£',z,)) & GRn_l ®x RxS) - {0} on a :
) a (") %3 x40
la]+j=2m ©
o+d|al+jem
E, : l'équation F(x,0) = ]  a_.(y") (-i)3 o(p=1)...(p=j+1) = 0,
A
: -0gJjg2m
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n'a pas de racine 3 partie réelle Rep supérieure ou égale a -0-1/2.

Si -g-m31 on considére de plus des opérateurs frontiére Bj’ j=0,...,—0-m~1,

qui s'écrivent en coordonnées locales :

B pd
B.(y' )] ) = z b, (Y') DD >
] VT s|g +qcm, iqk Yy Y,

N R e aepe s .. n—-1! ~
oid les fonctions bj sont indéfiniment dérivables dans R et od mjs—o-l.

qB

On note K le compact de "

n-1| 2
, A €S, ) &+ |i
i=1 *t

1 1/m

K={w= ("0, £'€ R = 1},

On suppose que ~og-m est positif ou nul et que la condition suivante est véri-

fiée :
E3 : Pour tous xe I'y w = (§',A)& K, le probléme
LO(X,Q))U = aa. (yv) t0'+61(1l+_] EVGD%_X) u=0
la|+i<2m :
o+8|a|+jeN

i' B?(x,w)u(O) =( 1 qus(y') grf Dgu) (o) = 0, j=o0,...,-0-m~1]

8 =m.
|3|+q-mJ

+28
o+26m ve L2(IR+), tcI+2m D2mu c L2(CR+)

ue L2(B+), et t c

-

n'admet que la solution nulle,

On démontre le résultat suivant :

E

Théoréme 1.1. Sous les conditions Eo’ E E3, il existe C > 0, A > O tels
)

1> =2

que pour X € S, IAI > Ao le résolvant (L—A)_1 dans LZ(Q) de1l'opérateur L ayant

pour domaine :

2m

D(L) = {lue wo,éS

), Bju =0sur T, j=o0,...,~0-m—1},
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existe et vérifie : pour tout f& LZ(Q),

-~

£ s—q—r‘: || €] :
LZ(Q) 1+ A ILZ(Q)

On introduit ensuite la variable de temps t, o<t<T,et pour r>0, s3>0 on consi-

dére les espaces d'évolution [7]:

*(rz]o,1) = 12¢0,1 ; EE () NES(0,T 5 LA(T)),

i ; ~o-m-1
munis des normes canoniques. Supposant de plus que le systéme {B, }J =0 est
normal sur T, c'est-i-dire que m. # m si j # k et que pour tout x € T,

v

= (y',0) en coordonnées locales, on a me 0(y') # O pour tout j, on démontre
J
aussi :

P - P . - -g~m-1
Théoréme 1.2. Sous les hypoth@ses du théoréme 1.1, si le systeme£ {BJ}J =0
est normal sur [ et si le secteur S est le demi—plan Re X ¢ 0, pour tous

-0-m=1 ~g-m.=-1/2
fe L (]o T[x0) 5 {u, .85 }e:wm (x TT H Ek J(rx]o D, ug =,
=, 6 j=o
-0-m.-1/2
Vi = -———-:—';-——-—— , vérifiant les relations de compatibilité :

- _e_1
fBjuo(x) = gj(x,o) pour x €T, m. < 5 5

]
T 1
d .
3?2,093 <ff | By (fju) 7, O)—(‘Fg)(y,T)l y' Sete, sio-o
o n~-1
R
Lest impair et m. = - % -5 en coordonnées locales dans Oi ,

il existe u €L (0,T; W (Q))nH (0,T; L (2)) unique vérifiant :

Lu+%=f,o<t<T

u(x,0) = u

(o]

Bju = g; sur T x]o,T[, 0<j<g -o-m-1 .
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2 - ETUDE D'UN OPERATEUR DIFFERENTIEL SINGULIER DEPENDANT D'UN PARAMETRE SUR R,

Cette étape est essentielle pour établir le théoréme 1.1

. . . o . . « n
On considére sur R, 1'opérateur différentiel dépendant du paramétre we € ,

n31:
A o+<§ ,k>+] _j
L(w) = L(w,t,D) = ) akj(w) t sk>+] D?: ,
|k|+j<m )
o+<§ k> +jeiN
ot m & N-{o}, 613623"'361{0’ o = 'm5n, o+me N, o+5im€.(N pour i = 1,...,n,

ken®, je N, <§,k> =
i

it c~13

| Giki, akj (w) e C et a = 1

On introduit les conditions :

H , | Pour tout t > o, 1'équation en T :
?
< > 3
L (w,t,1) = ] a. w £ =0,
|k[+j=m J
o+<§,k>+jel

n'a pas de racine réelle et il existe C = C(w)>0 telle que pour t > 1, les

racines t(w,t) & partie imaginaire Imr(w,t) positive vérifient :

Imt(w,t) 3 C (7 |2, ()] <27 1/m
| k| =m
G+<8 ,k>EN
H1 0’ il existe C = C(w)>0 telle que pour tous k,j,lkl+jsm, o+<8,k>+je N on
3
ait :
<8, k> <8, k> k
g @] €77 < ¢ ) la @[t )ym , pour ¢ > 0.
k| =m
o+<§,k>EN
Hy , ¢ l'€uation : Flu,p) = a5 (w) (-i)? 0= i (p=j+1) = 0,
Togigm
n'a pas de racine sur la droite Rep = - 0 - 1 .

2
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L(w) opére sur 1l'espace :

o+<6,k>+ij

2 2 . .
Ww(lR+) = {uel (R+),akj(w)t tu‘E:L (R+),[k|+J\<m,0+<6,k>+J€CN},

' . . ~
que 1'on munit de la norme canonique. Pour chaque valeur du paramétre w on

a alors le résultat suivant :

Proposition 2.! : On suppose que l'opérateur L(w) satisfait les conditions

. . ' . _
Ho,w’ Hl,w et H2,w’ Soit m, (w) le nombre de racines de 1'équation Lo(w,t,r)—o
3 partie imaginaire positive et soit ro(w) le nombre de racines de 1'équation
F(w,p) = 0 de partie réelle supérieure ou égale 3 -0-1/2. Alors, considéré

comme linéaire continu de WwGR+) dans L2(R+), 1'opérateur L(w) est 3 indice

d'indice m, (w) +r0(w)-0-m.

Démonstration : La proposition se déduit, 3 1'aide de théor@mes généraux d'in-

dice, de 1'&tude de L(w) sur (0,T) et sur (T,»), pour T assez grand.

a) Etude de L(w) sur (0,T) : on note :

o+<8§,k>+]

Ww(O,T) = {ue LZ(O,T), akj (w) t D‘gu = L2(O,T),|k|+jsm,o+<6,k>+j N}

v(©,T) = {ue H °,T), t°J Dgu‘z £2(0,T), -o<j<m} .

et on munit ces espaces des normes canoniques. Puisque l'on a :

V(0,T) = {u E:LZ(O,T), tOL+m D?U.E:IF(O,T)}, les espaces Ww(O,T) et V(0,T)

colncident.
D'aprés Bolley-Camus-Helffer [ﬂ , la condition H2 N implique alors que
b

1'opérateur L(w), considéré comme linéaire continu de V(0,T) = Ww(O,T) dans

L2(O,T), est 4 indice, d'indice —O+ro(w).

b) Etude de L(y) sur (T,») : on introduit la fonction :

-1 <8,k>1/m

hw,t) =t ( la, (w)]t
’ NE

ot<§, k> N

=355-
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Bur t > 0, h(w,t) est non nulle d'aprés HO N et de plus on a :

-1+6

h(w,t) z t o 1/m

( ) la, @,
|k!=m ako
g+<§,k>e M
t

donc, T = T(w) restant 3 choisir, l'application : t—>y = f h(w,t)dr, est
T

une bijection croissante de (T,®) sur (0,).

On note :
VT, = {u e DT, TP, 0ue L2(T,), e 0 e L2(T,) )

et encore :

o+<8,k>+]

W (T,%) = {u e L2(T,=) 8 @t DiueLz(T,w),|kl+j$m,o+<6,k>+j€fN} ,

ces espaces étant munis des normes canoniques. On a de facon évidente 1'inclu-

sion Ww(T,m)c: Vw(T,m) ; de plus , pour u e:Vw(T,m), on a :

t0+mhm—J(m,t) Déu e:Lz(T,w) pour osjsm.

La condition H] © montre alors qu'on a aussi Vw(T,w) C?Ww(T,m) pour T assez
>

grand.

o+mhm—1/2

Pour u €1W¢(T,w) on note v(y) = t (w,t)u(t) ; 1'égalité Ww(T,w) =

Vw(T,w) et la formule :

. ) . j=1
2.1 73 pdy + w1273, T v, (@,e)p%u =
t £=O J”Q’ t
) ) -1
1/2 Jo =3 J L
b7 (w,t) (Dyv+h (w,t>2§]xj,2<w,t>nyv>

ol les fonctions . et x. , vérifient : pour t > QO ,
3548 3.

g+m—j+4 hm—1/2

(2.2) ij,l(w,t)l £ Ct (w,t)

-+
c 1+

(2.3) (0,8) ] € ' (w,t)

IXj,,Q/
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permettent de montrer que 1l'application u—3) v est un isomorphisme de

WN(T,W) sur Hm(O,w).
t

Gardant les notations y = J h(w,t)dt et v(y) = t0+mhm—l/2(w,t)u(t), on montre
T
que :
_ L 1/2 _ L 1/2
L(wu(t) = h""(w,t) Mv(y) = b “(w,t) M (w) + M (u))v(y),
ol
Mo(w) v = Dy v + .Z Ao’j(w,y) Dy v
j=o
m—1 .
M (w) v = z A L (w,y) p? v, avec
1 .5 1,3 y
j=o
’ - <§,k>+]-m,_-m+]
A, 5 (wsy) ) ag @ TR ),

[k |=m-;
o+<§  k>+je N

|D§ Ao’j(w,y)| < C (th(u),t))—2 pour ogjsm—-1, oglgsm, y 3 O

|A] J.(m,}7)| < C (th(w,t:))_l pour ogigm-1, ¥ 3> O si T est assez
’

grand.

L'hypothése H » Se traduit alors par : pour tout y > O 1l'équation en &:
b
o m=1 ;
Mo(w,y,8) = 20+ ] Ay (w,y) =0,
520 ©0»d

n'a pas de racine réelle et il existe C = C(w) > O telle que pour y > O, les

m+(w) racines g(w,y) 3 partie imaginaire positive vérifient Im Z(w,y) > C.

En choisissant T = T(w) assez grand on voit que l'opérateur M(w) vérifie pour

y > 0 les hypothéses du théoréme 3.1 de Visik-Grusin [lOJ: M(w) est donc un
opérateur lin€aire continu surjectif de Hm(R+) sur L20R+) et son noyau est de
dimension “ﬂ(w)' On en déduit que L(w) considéré comme linéaire continu de
Ww(T,w) dans L2(T,w) est 4 indice, d'indice m+(m). Ceci démontre la proposition

2.1.
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On suppose maintenant que le paramétre w décrit un compact K de ¢ et que les
fonctions akj(w) sont continues sur K ; on va imposer & L(w), opé&rant sur
WwGR+), des hypothéses plus fortes pour obtenir un résultat d'isomorphisme
uniforme en w (en ajoutant au besoin des conditions différentielles en 0).

Plus précisément on introduit les conditions
H ¢ Pour tout we K, H, , est vérifide et m (w) = m_ est indépendant de w.
}

est vérifiée.

H : Pour tout w e X, H
1 1,w

9 Pour -o<jsm aoj(w) = aOj est indépendant de w et ro(w) =0 .

Si le nombre x = m,~m-0 est strictement positif, on considére de plus des opé-

+
rateurs différentiels Bj(m,Dt), J = 0,e0ax-1, d'ordre,nﬁ, OSUﬁs-o-l, qui s'é-

crivent

B. = B. ¢ = . 4
5(w) = Bi(w,Dy) ! qu(w) D. »
q<m.
J
ou les fonctions qu sont continues sur K.

On introduit alors la derniére condition :
H3 : le nombre x = m -m-o est positif ou nul et pour tout w & K le probléme

L{w) u(t)

0]

Bj(w) u(o) = 0, pour Ogjsy-1 ,
n'admet que la solution u = O dams Ww(R+) .

On va démontrer le résultat suivant

pThéoréme 2.2. On suppose que l'opérateur

P @ v (L) u, B, (wu(0) , j = 0,...,x-1,

vérifie les conditions Ho, Hl’ H2 et H3. Alors pour tout w & K, 3%w) est un

. . 2 .
1somorphisme de WQ(R+) sur L GR+)XCX, et la norme de son inverse est bornée

sur K.
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On obtient ce théoréme en étudiant le noyau de L(w) sur (0,T) et sur (T,®),
T assez grand, et en construisant un inverse 3 droite pour L(w) sur (0,T),
et un sur (T,»), dont on sait contrdler la norme en fonction du paramétre w ;

1'hypothé&se H, permet ensuite de conclure 3 1l'isomorphisme:

3

Proposition 2.3 : Sous 1'hypothése H,, pour tout w < K, 1l'opérateur L(w) con-

sidéré comme linéaire continu de V(O,T) dans L2 (0,T) est surjectif et a un
noyau de dimension -0. Ce noyau admet pour base un systéme {?l (w,t), tLPZ(w,t),
vees t_c-l‘{’__o(w,t)}, ol les fonctions LPJ- sont continues sur Kx[O,T] ainsi que

toutes leurs dérivées par rapport i t, et vérifient LPJ. (w,0) = 1.

Démonstration : Pour & K, L{w) : V(O,T)---)LZ(O,T) est d'indice -g ; en

part’:iculiér son image est fermée dans LZ(O,T) ; 1'ellipticité de L(w) dans
]O,T[ montre que cette image contient :D(JO,TD 3 L(w) est donc une surjection
de V(0,T) sur LZ(O,T) et son noyau est de dimension -g. L'@quation F(p) = O
n'ayant pas de raciné entiére supérieure ou égale 3 -0 on peut trouver —¢
fonctions ‘f’j (wst), lgjg-0, analytiques dans ]—ZT,ZT[ vérifiant %(w,o) =1

et L(w) (tj_]'-fj (w,t) = O dans ]—ZT,ZTE. De plus les coefficients du développe-
ment en série entiére de Dl::%(w’t)’ ke N, sont continus dans X x [O,T], (les
-0-j-1 premiers coefficients du développement de \fj (w,t) étant pris égaux i 1),
et ce développement converge uniformément sur K x [O,T] ; alors les fonctions

DIZ\G sont continues en (w,t) dans K x [O,T] ; d'ol la proposition.

Proposition 2.4 : Sous l’hypothése H,, pour tout y € K, l'opérateur

2’

Ww) W (0,T) —> £20,T) x ¢ °

4> (L@, DI, § =0, .m0} ,

est inversible et la norme de son inverse est bornée sur K.
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Démonstration : Puisque Ww(O,T) = V(0,T) pour tout w & K, 1l'opérateur U (w)

' 2 - ‘s
est lindaire continu de W (0,T) dans L7 (0,T) ¢ 9, En utilisant la base du noyau
w
ker L(w) de L{w) : V(O,Tl__,Lz(O,T) décrite 3 la proposition 2.3, on voit que

1'application :
Ker L(w)—> € °
u.___g{(Diu) (0), j = 0,...,-0=1}.

est bijective. Cec¢i entrafne 1'injectivité de W(w) et aussi la surjectivité

puisque L(w) est une surjection de Wm(O,T) sur LZ(O,T).

D'autre part L(w) ayant des coefficients continus sur K, on montre facilement
que la norme de l'application inverse de Y(w) : V(0,T)—> L2(O,T) x € ° est
bornée sur K ; la norme de 1l'injection de V(O,T) dans Ww(O,T) étant aussi

bornée sur K on en déduit le corollaire.
Lemme 2.5.
i) Pour T > O, la norme de 1l'isomorphisme :
m
v, (T5%) — B (0,)
u—y t0+mhm_]/2(w,t)u ,
est bornée sur K, ainsi que celle de son inverse.

ii) Pour T > 0, la norme de 1l'injection de Vw(T,w) dans Ww(T,M) est bornée sur K.

Démonstration : ii) se déduit de i) a l'aide de H On montre donc 1i): soit

e
t > o et soit u E;Vw(T,m) ; alors u G:LZ(T,w) et il existe C > o telle que pour

tout , € K on ait :

el , <o ll™P el , .
L7(T,») L7(T,=)
On en déduit que pour j = 0,...,m on a,avec C indépendante de w & K :
167 plu]| <cllull :
¢ LZ(T,w) A ‘Vm(T’m)
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On a de plus :

- e
IDé h (w,t)| g Ct Ih l(w,t), pour t > o, w & K,

et dans (2.2) la constante C peut €tre choisie indépendante de we K
A}ors la formule :

oy g1 3
hZDI;v = ) cij(hil) °th]h 'l .
i+l gyt vl dy =m
Jo+j1+...+jk=m
lpjp#o pour p=1,...,k,k31
i i i1
-1,°k , o+ 0 1/2 2
(0,0 HF @M Cush I v, D,
=0 o
montre que l'on a :
m .
||DyVH 2 < C |yl IV (r,») ° 3vec C indépendante de w € K.
Ceci démontre, puisque ||ul] 2 = HVH 2 » que la norme de 1l'applica-
:°°) L7( ™

tion u——> v est bornée sur K.

enfin de la majoration :

| [D3w|| sc{|lull
Y2 @) 12

+ | |pw] | } pour w & H'(®,)
. ®,) VU w,) 7

+ +

de la formule (2.1), et du fait que dans (2.3) la constante peut €tre rendue

indépendante de w €& K, on déduit qu'il existe ¢ > o telle que pour tout

w &K on ait : .

o+m, m—j i
|t ‘“h“”cw,t)nguHLz sc vl s, 1,

T,°°) L (O,°° L ( ,eo)

pour j = l,...,m.
Ceci démontre que la norme de l'application inverse de u ——v est aussi bor-

née sur K.
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Proposition 2.6. Sous les hypothéses H et H il existe T > 0, C > O tels

1

- 2
que pour tout w € K le noyau de l'opérateur L(w) : Ww(T,m).__;L.(T,w) ad-

mette une basev{ul(w,t),...,um (w,t)} de fonctions continues sur K x Ei,w[
+

ainsi que leurs dérivées Diu pour j sm, 1 $k < m,, et qui vérifient :

o

(w) l oy S C .
I 4@y 0

Démonstration : D'aprés H , on peut choisir T assez grand de fagon que 1'opé-

rateur M(w) vérifie sur K les hypothéses du théoréme 3.1 de Visik-Grusin [Hﬂ;
alors le noyau de M(w) : Hm(O,w).__;I?(O,w) admet une base {vl(w,y),...,vm (w,y)}
+

de fonctions continues sur K x [b,wf ainsi que leurs dérivées D;vk pour j £ m,

N

k ¢m

1 $k < m_ et de plus : il existe C > 0, d > O telles que pour j s m, | s

we€ K, y 30, on ait :

|D;vk(w,y)| < C e“dy

les fonctions wj 2(m,t) et Xjﬂ(w,t) intervenant dans la formule (2.1) é&tant
?
continues sur K x ]O,w[, on obtient la proposition en posant:

uk(w,t) = t—c—mh—m+l/2(

w:t)Vk(wsY)

et en utilisant le lemme 2.5.

Proposition 2.7. Sous les hypothéses HO et H

1 il existe T > O tel que pour

tout w € K, 1l'opérateur :

m
V) « v (=) —31’@=) x ¢ *
u—'—> {L(w)u, (D‘iu) (T), j = 0,"':m+—1} ’

soit inversible et tel que la norme de 1l'inverse dexy(w)soit bornée sur K,
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Démonstration : D'aprés Visik~Grusin, en choisissant T assez grand, l'opérateur

m
W(w) : HH(0,») ——L2(0,%) x €

v— MWV, OIv) (0), §= 0,...,m,-1},

est inversible pour tout w € K et la norme de son inverse est bornée sur K.

La proposition s'en déduit en remarquant que le probléme :

L(w) u(t) = £(t) t > T

(Dgu) (T) =c. ,0¢ 3 €m-1,

est &quivalent 3 :

M(w) v(y) = g(y) , y>0

(D‘t]:v) (0) = dj , 03 < m+?-], avec :
-1/2
g =0 2,0 £1(0)
4, = oI 20 1y e+ n7d (0, T) Jil v, (w,T)C —h_j(w,T) Jilx. (w,T)d
j 3 gog dst L 22y e )

et en utilisant le lemme 2.5.

Démonstration du théoréme 2.2! La proposition 2.1 et 1'hypothése H3 montrent

déja que pour chaque w &£ K, 1'opérateur P(w) est un i;omorphisme de Ww(fR+)
1

-

sur LZ‘(E[{+) x €%, Il reste & contrdler la norme de LP(m)-
Le probléme aux limites :

L(w) u(t) = £(t) , £t >0

B.(w) u(0) = g5 , § = 0punury]

ue Ww(R+) ,

se transforme grace aux propositions 2.3, 2.4, 2.6 et 2.7, en notant :
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1

h = U@ (] o 50 W =@ T g 0
1 ot k
(w=u’) (w,t) = ] A (@) t ¥, (a,t)
k=0
—0+m -1
(u—uz) (LL),t) = z )\k(w) uk+0+](w’t) s
=-g

en le syst@me linéaire suivant :

o1 K
E=O By(w) (£, (,6)) (0) . A (w) = g5, § =0, ,x1
-g- ] . k —O+m+- 1 .
{ E Dé(t P (W, £)) (T) Ay (W) - - g D%(uk+c+1(m,t)) (T) A () =
=0 -
Djuz(T)-Djul(T) j=0 m-1
L t t ’ ,T'.f

D'aprés H3, ce systé@me admet une solution unique. Chaque coefficient de son
. . .. -1 . < .
déterminant D(w), ainsi que D(w) °, est continu sur K d'aprés les propositions

2.3 et 2.6, donc sa solution {xo(u),...,x 1(w)} vérifie,avec C indépendante

-O+m+_
de we K :

x=1 m=1 . m=1 .
@l s e ] gl + T Iplu'm] + [ Iplu*m}
j=o j=o j=o

< O] lgl + 1161, 0 * 151y (1,07
i J W 3 w 4

j=o
x=1
cctllell , o+ I lelt,
) =0 !
+
ce qui implique :
x=1
|al] s ¢ {]]f]] + ) |g.| , d'ot le théoréme 2.2.
ww(R+) . LZ(R+) j=o J

-364~-
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3 - RESOLVANTE DE REALISATIONS DANS L2 POUR UNE CLASSE D'OPERATEURS ELLIP-

TIQUES DEGENERES.

Pour obtenir le théoréme 1.1, suivant la méthode d'Agranovich-Visik, on &tudie
deux aspects des problémes aux limites dans un ouvert borné pour l'opérateur
L-\, |A| assez grand : les éstimations d priori contrdlées en A et l'existence.
Pour cela on déduit d'abord du point 2) un résultat d'isomorphisme dans tR};.1
bour des opérateurs quasi-homogénes, opérateurs qui proviendront d'un figeage

sur le bord des coefficients d'une partie principale de L :

- s e n - . . PO
3.1. Problémes aux limites dans R, pour des opérateurs elliptiques dégénérés

quasi-homogénes.

1 n P . <
On considére dans !R+ les opérateurs quasi-homogénes

cslaled o i
LO = Lo(yn,D ) = z ,aa' Yno» lal J Dy) D; ,
7 Ia +j€2m J n
o+d|a|+jeN
o o B g . <
B. = B.(D = b. D_,D = O0y40.y=0-m~1 ou
$E YT g g, i Ty, 3T O
et b. sont constants et les scalaires m,0,8 vérifient les hypothéses de 1).

a .
al Jq8

On note vyu la trace de wu sur Y, = ©. lorsqu 'elle a un sens et H°(Q), s > 0,

les espaces de Sobolev usuels. La continuité de 1'opérateur

PO = 111, ¥8S, § = 0,.n.,mommmi)

J
2 2 -o-m—-1 M, n-1 -o-m.-l/2
de woms ([Ril) dans L (R_r:) X T H J(IR ), 1Jj-_- _____%______ , résulte du lemme
b o C
j=o

suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur:

Lemme 3.l. Soient o E:an_l, jE N tels g

e 61a£+j<-o—1/2.
~o-j=ala|=1/2"""
. _ .2m ,.n a ] 8 n-1
Siu &WO_,S([R_*_) on a YDy, Dy u€H R
n
. 2m ,_n
telle que pour tout A > O on ait : pour tout u Ewo,d(R+) .

) ; De plus il existe C > O
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o+i+élal+1/2

a ~ g a ]
IIYDy’Dyn“Il ~g-j-6|al-1/2 v A ||YDy’DnyL2(‘Rn-1>
. u -~ 48 (an-l)
, 2m_2m o+ m_a
fc ]y 7 M| | LR A St + (1+2) | |u]| }.
n Va1 ®)  Jaj=am " v 2 ®}) L2 &)

Ce lemme montre de plus qu'il existe C > O telle que pour tout A €S on ait,

pour u € ngna (ERI_:) :
4

| @-yul | T vl il 3 el | )
| (L -A)ul + (|1yB:u + |A YB.u _
@) =0 T Lalh T TG
2m_2m o+28m_qo
s C {|]y " ]| + 0y "p2,u} | + (+ A [ ful b,
n Yn o 2@ Jo|<m ® VD L2 @D
c+m.+1/2
od v. = J
J ]

Du théoréme 2.2 on va déduire :

Proposition 3.2. On suppose vérififes les conditions E E, et E3. Alors pour

1’

tout A € S-{o}, 1l'opérateur :

Qo0 2m ,_n 2, n —ozm-l uj n-1
Sy W s ®)—3 LT®) x T B ® )
A j=o

u——-){(Lo—A)u, yB?u 3 = 0,.0.,~0-m~1},

est inversible et il existe C > O telle que pour tout A &€ S-{o} on ait :

2m ,.n
pour tout u & Wc,é({R+) .

2m_2m o+28m_a
3.1 ]y 7™M | £ 7 Ny oM | + ] ul]
B Yn 2@ et P YT @D V@
+ +
1@l | T el | NENFSEl
sc{||@-MNu + (| |yBiul| n. . + |A yB.u||) ]
@) j=o I g ! I @

M _
Démonstration. Soient £ €L2('R:_1), gj = ((.Rn ]), j = 0,.ci,—0-m1. On note

'f(E_I',yn), 'g"j(g') les transformées de Fourier en y' de f et g
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~1 . ..
Pour (E£',\) & (Rn x S) - {0} on note r(£',A) 1'unique réel positif solu-

tion de :

et w= (r-ég’,rok). Sous les hypothéses El’ EZ’ E, les opérateurs

S

3

L(w) = LO(t,r_ E',Dt)-rok, Bj(w) = B?(r—dg',Dt) vérifient les conditions

Ho’ Hy, Hy, Hy de 2), 1l'espace WwGR+) s'identifiant 3 :

{u GZLZ(R+), t0+2m Dim u E:L20R+)} si &' =0
v e L2(R+), AL L2((R+), OHom Dim ue LZ(\R+)} sig' # 0.
Une condition nécessaire pour que u €:W§m6(mi) soit solution de é?iu = (f,gj)
3

est que pour presque tout &' EZRP_] la fonction v{(t) = 1 (E',yn), avec

t = r(E',A)yn vérifie :

1

C@fe,r %0 - ) v = % 2,

1.
(3.2 ¢ @300 v(D) ) = I gy 4 im0, 0wl

v EleGR+)

D'aprés le théoréme 2.2, (3.2) admet une solution unique ; ceci démontre 1'in-

jectivité dei?i ; de plus la solution de (3.2) vérifie :
-8
22 | e T RGN, ([
L°®,) |o|=2m L"®,) L"®,)
- -1 -0-m~]1 -m,
scillrre e oll , o+ T |r JgeEni,

L®,)  j=o

avec C indépendante de £' et ). En revenant en variable y, on voit que pour

re s, A»# 0, V(r(E',X)yn) est la transformée de Fourier en y' d'une fonction
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u EWimG(lR:_I) qui vérifieg’c})\u = (f,gj) et 1'inégalité (3.1) ; d'oG la proposition.
3

3.2, Problémes aux limites dans un ouvert borné pour des opérateurs dégénérés :

estimations 3 priori.

On reprend les notations de 1). Il résulte du lemme 3.1 que 1l'opérateur :

‘(PA = {L-A,¥B., j = 0,...,-0-m~1} est lin&aire continu de Wima(ﬂ) dans

-o=-m=1 W ?

L) x TT H J(I‘), et qu'il existeC >0 telle que pour tout A &S, IA] > 1
J=0 '

on ait, pour u ewzm (D
0,8

| -2yl | el RERIEI
(L-MDu + (11YB:u + |Al 7 vB.u )
L2(@) j=o ] H“j(r) 3712
£ C{||u + A |u }
ol g+ I Tlall 5

g8

On va montrer une inégalité inverse pour |A| grand :

Proposition 3.3. Sous les hypothéses Eo’ EI’ EZ’ E3 1l existe )\0 >0, C>0

tels que pour A € S, |>\| > )\0 on ait pour tout u& WimG(Q) :
>
I Al [l ] moul| T U lvm el
(3.3) ull op + i u g C {}||{L-)u + (|1YB.u
2 2 .2 ] M
WO,(S(Q) L (Q) L (Q) Jj=o0 H J(I-)

3 T lveaal] . 3.
I L)

Démonstration. D'aprés Agranovich-Visik, pour tout x& Q N Oi’ il existe un

voisinage ouvert Ox de x contenu dans Q N Oi, )\x > 0, CX > O tels que pour tout

AE S, |>\| > AX, et pour toute fonction u€W§m5 (Q) 3 support contenu dans Ox

3

on ait :

|ul] ] + |al.
w2 () A
0,6

lul | s C_ || @nu :
2@ % IILz(n)
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Pour montrer une inégalité du méme type si x& T N Oi’ on décompose les opé-

rateurs L-)A et Bj’ en coordonnées locales dans Oi sous la forme :

= %0 + 1l + 12, B, =38% + B!, avec
J J J
L° = a (y)y o+6,a|+j DY, Dj
la|+§<2m %3 “n
0+6|a|+JC(N
L= ) a .(9) y [b+6|a[+j]+ %, Dj
la[+js2m % B 7
g+éla|+j>0
o+8jaj+igN
12 - Y a_.(y) 0%, DI
laf+js2m  © V' Ya
o+6|a|+j<0
BY = 7 b, (v 05,0% , B! - I biaGh p2,pd .
y Uy, i JEIENe y’ y

b slelrqmmy 98

On note Lo(x), Bg(x) les opérateurs obtenus & partir de L° et B? en figeant
les coefficients a,: et quB au point x. Ces opérateurs sont du type étudié en

3.1. De la proposition 3.2 on déduit donc qu'il existe C] > 0 tel que pour

tous A € S, IA{ > 1 et u(E.W (Q) d support dans Oi N Q on ait en coordonnées

locales :
Holl g o * A HIul] 5 o5 dlanel £ 1 (lvsgul]
2 1 2 e
W2 () ®}) ®) o £ @
+|x| HYBuII ;) +R 1,
(Rn ]) u
o _o0 1 2 ~o-m-]
avec R = || (L7-L(x))u + L'u + L7u|| 9 o * ¥ ([|ﬂB —B (X + YB ul|
“ R, j=o J(R
vj o _0 1
R OO YBJ-UHLZ(RH_I))'

-369-



-370-

Lemme 3.5. S1i 0 € 8 ¢ Sgs il existe C > 0, y > O tels que pour A ER, A > 1

IX - ‘22

La majoration de Ru va se déduire des lemmes suivants qui seront utilisés

aussi par la suite et dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 3.4. Il existe C > 0, vy > O tels que pour tout A€ R, A > 1 les quanti-

}

tés suivantes se majorent par : C A ' {|]u]| o hA [u] |

W @) L ®D

. j 2n ,ny . . .
i) p%,Dp3 u|] pour ue W_ (R)) si |a|+J$2m o+6|al+3<0
H y’ yn LZ(RI:) 0’5 S R ]

.. [o+6]a|+i]s o ] 2m ,.n, . .
ii)| |yn + Dy,Dynu[ |L ([Rn) pour u EWO',5(R+) 3 support dans y < | si
o+8|a|+j>0, o+8|a|+igm, |a|+js2m-1.
§(|lal+1)+j a _j 0+6|a|+j+inf(1,6) j
iii) yU+ p%,D3 u et ||y ;D ul|
I 7% ||L & n DysDy le(mfj)’

pour u & W 6([R ) @ support dans v, €1 si o+8lal+jelN, |al+ic2m-1.

L4

1

®2, n-1
on ait pour ue H ‘@™ ") s
S
| |ul| + 2 77 [l 1oAY (] ul]
RPN 2@ S22,
-G
+ A Il PR
LZ(IRn l)

Ces lemmes donnent alors : il existe un voisinage U de x contenu dans Oi et

C > 0 tels que pour A 2 | et u €& W (Q) d support dans U N Q, on ait

2] sl 3 yelal
L u + ( YBu + A yB.u _
LZ([RI:) j=0 J J([R 1) !
-y
sex (lall 5 o#altlel] , )
W ®D) L@
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Pour tout € > O il existe un voisinage ouvert U€ de x contenu dans U,il

éxiste C > 0 tels que pour A 2 1 et u e.wimé(a) 3 support dans U€ N Q on ait :
3

o .0 1 —ozm-l o _0

@-L°G)u + Lial] 5 o+ T (8- Gl
L R+) j=o H JQRn—l)

ERIFTEEY: Y

+ A ¥ (B:=-B. (x))u] | ) s e+ca D (]l + A ||ul|
J ] LZ(Rn ]) gms E LZ(RE)

Ceci donne une majoration de Ru en fonction de € > 0, A > | et

(]|u||w2m a v A | [u] ] 2 o ) pour u & support dans U_A Q ; on choisit alors
g,8 "+ +

€ assez petit, Ax assez grand, on note 0x = U€ de fagon que pour A > Ax et u

a support dans o, N Q, on ait :

1
C..R . <= (||u]] + 2 | o] )
1" 2 2m n 2,0
Wc,cS " L (fR+)
Alors on a aussi :
™ AL Tl @bl T
u + | A u < C_(]] @=-r)u] + (| |yB.u
2m . n 2,.n X 2,.n & 3 M.
s, ®y L"R)) L™ R}) i= g @l

\)-

+ (a3 |]vB.ul] )
] LZ(RH_I) ’

pour A € S, ]AI > A, u €.W2m (?) & support dans O0_ N Q.
X ag,6 X

De la famille des ouverts OX lorsque x parcourt Q on extrait une famille finie

fu ...Uq} recouvrant { et on consid@re une partition de 1'unité {w]...wq} su-

1
bordonnée 3 ce recouvrement. Il existe donc C > O, Xl > 1 tels que pour tous
2m

AES, [A] > A et u EW " (2) on ait :

| T ¥peul | + x|l ul] < C @ uwl| ,
NG K2 K2

0,8

gi UkCQ,
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IN

gall 5 oo+ I el , e dla-noll , |
4 WG,SGR+ L (IR.,.) L (lR+)

T T NERTES ))
+ ( YB~(11) U) + A 'YB:U- - ’
j=o ik H”j &y I 2@l

Si Uk M T # @, en cogrdonnées locales.

-

On montre facilement que si UkC Q on a, en notant AB~-BA = [A,B] ,
-1

2m
L-A, s C A (| ] + [A] [ ul] )
l | [ wk]ul ILz(Q) l ‘ l l [ |W§m6 (Q) LZ(Q)

De plus les lemmes 3.4 et 3.5 donnent dans le cas Ukﬂ I #¢:

j=o

1 Vi o
||[L—>\,wk]u||L2([Rn) + 1 divByudell + a3 HY-[Bj’lPk]uHLZ(IRn-

+ nd@®*
¢ DT Aol g o * B el o)
‘ wc,é([R+) +
od 0 < v g o5 et X, est une fonction indéfiniment dérivable dans R" & support

dans Uk et 8gale 3 | sur un voisinage du support de wk.

Une sommation sur k donne enfin pour |A| » Ay

. -g-m—-1
| u] ] + |a] | {ul] s ¢ {||@)ul] + 1 (|lyB,ul| +
2m 2 2 L ] W
WO’,G(Q) L (Q) L (Q Jj=o . H .](l-.)
A3 ymeal] , )+ A7V Tl
A ¥B.u + A7 (] |u + A | ul] o,
A W (@) L@

d'ol la proposition 3.3 en choisissant )\o assez grand.

On montre maintenant une réciproque de la proposition 3.3:

Proposition 3.6. Si la conclusion de la proposition 3.3 est vraie alors les

conditions E» E,» E3 sont vérifiges pour A € S. Si de plus pour tout x €T

)

)
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1'équation F(x,p) = O n'a pas de racine sur la droite Rep = -0-1/2 alors

E2 est aussi vérifiée.

Démonstration. On suppose donc que (3.3) est vérifide pour |A| grand. Les

mémes techniques que celles utilisées dans la démonstration de la propositiomn
3.3 montrent que pour tout x € il existe un voisinage ouvert 0x de x,

Cx > 0 et o > 0 tels que pour tout U € S, [u| > o on ait :

3.8 lul] o+l sl A A o]
H™(Q) L (Q) |a]=2m © L2y

si x € Q, pour u & w (Q) 3 support dans O .

(3.5)  |luf] + Jul ] ful| < {]]alE) -wul|
wg?a(mﬁ) el * L2 @)
At eoul 3] 1S ol
+ (HvBS o + |u YB: (x)u 01
j=o ] uJ(Rn l) J Lz([Rn 1)

- 2m - :
en coordonnées locales, si x €T, pour u & w (Q) d support contenu dans

0x N Q. La nécessité des conditions Ei s'obtient en appliquant (3.4) et (3.5)

3 des fonctions test :

Nécessité de E_: (3.4) implique EO pour A # O d'aprés Agranovich-Visik. De

plus si dans (3.4) on fixe u on obtient, pour tout u QQD(OX) :

| Jul| scm (|l I A G + | ]ul4 b
52 0.) |a|=2m * L2(0x) L2(OX)

il est bien connu que cette estimation implique 1'ellipticité de L dans Q

c'est a dire Eo pour A = 0.

Nécessité de El: Soit x € T ; d'aprés (3.5) il existe ¢ > O, My 2 0, C>0

tels que pour tous u & S, ]ul > Mo us W (R ) 3 support dans
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T 2 2
{‘2 yi<e,yn>e[4} on ait :

i=]
2m_2m o+238m_a
3.6) | ]y," " "] N I et + ul lul]
. " “n LZ(ER:_I) la|=2m " y Lz(ch) Lz(ch:)
g C l|(Lo(x)—u)u‘| .
2
L°@®D) |
E, ést trivialement vérifiée pour (£'5) =0 ; si (§'F) # 0O et si A # 0, on

applique (3.6) avec u = pzmA, p > O assez grand, 3 la fonction

n-l
1'0("2 YiEi+ynC)
i=1

(3.7) u, (y) = Py") ¢(yﬁ) e

n

~ -1

ol kFe:D(ar ), el R), le support de Yy est contenu dans { z yi < 82, v, > e/4}
i=1

=1 au voisinage de O ; puis on fait tendre p vers +» dans 1'inégalité obtenue.

On obtient :

1Al ccll T e oy oSlelrge gy
L2(0,3t-:/4) la]+j=2m @) o LZ(E
o+d|al+je ™

On applique cette nouvelle inégalité & la fonction :

(3.8) v (y,) = ¥ () vylely,—e/2))

oi p > 0, zpl';euD(iR), wz el @), wz(O) # 0, 1,!)] est 3 support dans]e/4, 36/4[,
3 valeurs dans [O,l] et égale 3 ! dans [e/3, 28/3] 3 puis on fait tendre p vers

o, ce qui donne E, pour A # O.

1

Pour montrer E, pour A = O on applique (3.6) avec u fixé & la fonction u. dé&fi-

1 p
nie par (3.6) et on fait tendre p vers +» ; ceci donne :
n-1 , ) . +6! l+. P
(T eD™e™ vl , scwllc 7 a Gy 701 e ),
i=1 L (e/4,3¢e/4) la|+j=2m 4 L"@®.

o+8lal+jem *

Cette inégalité appliquée 3 la fonction Y définie par (3.8) donne E, pour X =0

faisant tendre p vers +=,
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Nécessité de E,: Soit x & I'. D'aprés (3.5) il existe ¢ > O u_ >0, C>0 tels que
o

3
pour tout v € S, |u| > uys u€ WO GR ) 3@ support dans { z y2 < 82} on ait :
i=1
G T Tl , o bl e e ol |,
ol=2m L™(R,) L™(R,) L"®R,)
T ol 3 el
+ C11vB; (x)ul | + | YB:u DI
j=o “J( n 17 2@l

Soient w = (E',\) EKet veE W ((R ), \PGOD({RH ]), Y cl®w) tellesque le sup-

2 2

port de Yy soit contenu dans { z vi < g }, ¥ =1 dans un voisinage de O,

i=1
¢ = 1 dans [0,5/2].

Pour A # O on applique (3.9) avec u = p—o A d la founction :

n-1

. 8
1p _Z yigi
(3100w () = PG Yo vey) e TN,

en distinguant les deux cas £' # O et £' = 0. On effectue le changement de
variable z = Py, puis on fait tendre p vers +w., Ceci donne E3 pour A # O.

Pour A = O on applique encore (3.9) avec u fixé & la fonction u, définie par

(3.10), on effectue le changement de variable z Py, et on fait tendre o

vers +o,

Nécessité de Eyt Soit x € T'. On suppose en plus de (3.3) que l'équation

F(x,p) = 0 n'a pas de racine sur la droite Rep = —0-1/2 ; la condition E,
étant nécessaire pour X = 0O, d aprés Bolley~Camus-Helffer [j] 1'opérateur
Lo(x,w), ol w = (£',0) avec z E 1, considéré comme linéaire continu de

w (R ) dans L (R ) est 3 1nd1ce d'indice —c+r —ﬁ ; la condition E3 étant aussi
nécessaire pour X = 0, le noyau de L° (x,w) est au plus de dimension -o-m. Ceci

donne bien r = 0 c'est 3 dire EZ'

=375-
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3.3. Problémes aux limites dans un ouvert borné pour des opérateurs dégénérés :

existence.

On garde les notations de 1). Le théoréme 1.! est un corollaire immédiat de

la proposition 3.3 et du résultat suivant

Proposition 3.7. Sous les hypothéses Eo’ E], E2 et E3, il existe‘)_,'o > 0 tel
que pour A €8, |A] » A, l'opérateur :

P . 2 2 o-m-1 M3
N 0,6(9) —— L@ x T H- (@)

j=o

:u, J = 0,...,—g-m~1},

u—— {(L-u, yBJ

admet un inverse 3@ droite.

Démonstration. A 1'aide du lemme 3.5 on dé&duit facilement de la proposition

2.2 le résultat suivant :

Lemme 3.8. On suppose les conditions E,, E, et Eg vérifiées pour X € S et pour

. < . . e e s . s
les opérateurs 3 coefficients indéfiniment dérivables dans R, :

o . .
L°(y,D.) = () yOFelal+ipe pi
(1% (y y) o] +3252m aO‘J (V)¥q Dy'Dyn
J o+8|al+jEN
0o B _q .
B.(y',D_) = ) b. (y') D, D> , i =0,...,~0-m~1.
] y 6|B|+q=mj jqB y' oy ’

Il existe ¢ > O, Ao >0, C> 0 tels que si on a :

'aaj(y) - aaj(o)[ <€, ]a!+js2m , o+<§|a]+j€(N

b5 ") = b5 @] < e, 8ll+a=m , i =0, ,m0mmm1,

iq8 j
1l'opérateur :
-g-m—-1 u.
2 2 -1
YW B —— @) x T EI®R))
. .
J=o

U — {Lo(y,Dy)u, YB;(y',Dy)u, i = 0,...,~0-m1},
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. - . o . ascs
admet un inverse a dr01te‘? pour A € S, IAI > Xo qui vérifie : pour tous

£ e 1 (IR), g CHJ( N, 5 =0, 0wl ,

Gan |BYEE 5

IXI lﬁai(f,g-)ll £ C {llfll
h| 2, n 2,.n
G 5 . L (R+)

L"®))

4+

—c-m- V.,
+ ) (||gl| + A el )L
j=o J(lR 1y 2@ h

Ce lemme 3.8 et un résultat analogue d'Agranovichy-Visik dans R" montrent qu'il

existe un recouvrement {Uk}q de Q@ plus fin que {O P, une partition de 1l'u-
k=1 i=1]

34 subordonnée 3 ce recouvrement et une famille {Xk}q de fonctions
k=1 k=1

-

d support dans Uk égales 3 |1 dans un voisinage du support wk tels que

Si Uka Q 11 existe un prolongement:Lk a R” de 1'opérateur L qui vérifie

Lk(xku) = L(xku) dans Uk et, l'opérateur AE - A<§J€(H2m(Rn), L (Rn)»oﬁ Aﬁ est
la partie homogéne de degré 2m en (Dx,...,Dx ) de Lk’ admet pour IA‘ > Ao un
1 n
inverse 3 droitetgi , tel que : pour tous fe LZGRn), AES, |A] » Ao
3
| 1®° £ + |A ° f < C||f ,
U TR [ T T,

avec C indépendante de A et £.

. . . - D - . e -~
si U, N T # @ 11 existe un operateurLJk LLk, Bj,k’ ] 0,...,—0-m—1} du méme

type que {L,B.} en coordonndes locales qui vérifie gi(xku) = 52(xku) en coordon-

nédes locales dans Uy et tel que 1' OperateuréP I {LO—K B? K’ j =0,.0.,~0-m—1}
’ b
linéaire continu de W (R.) dans L (R ) x i%b H GR ), admet un inverse

5 droitej? pour |A1 > A qui vérifie (3.11).
k,A o
On note alors, pour |A| assez grand,

(o] (o]
== . f
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Des lemmes 3.4 et 3.5 on dé&duit que l'opérateur 5%?: est inversible pour [A]

assez grand. Alorsﬁé;(ﬁa§§)_l est un inverse 3 droite pour ﬂi pour |Al assez

grand.

4 - RESOLUTION DU PROBLEME D'EVOLUTION PARABOLIQUE NON HOMOGENE

La terminologie et les notations sont celles de Grisvard Bﬂ ou Lions—-Magenes
[7]. D'apras [7] ou []], par transformation de Laplace, dans le cas ou le sec-
teur S est le demi~plan Rel < O, le théoréme 1.1 permet de ré&soudre de fagon

unique le probléme

du _
rLU"‘-a?—f

u(o) = u

J

Bju = 0 sur I‘X]O,TL j = 0,...,=0-m—1

ue 1L2(0,T ; wimé(m) nu',r; 2@ |,

. 2 2
pour f donné dans L (]O,T[xQ) , T >0, et u dans ED(L), L (95]1/2.

Pour passer au cas non homogéne et déterminer 1l'espace [ngs(ﬂ), LZ(Q)]]/Z,
. 3
on &tudie les traces sur I x ]O,T[ et en t = 0 des éléments de 1'espace
2 2m 1 2 . . .
L7(0,T 3 WG G(Q)) NH (0,T ; L"(R)) ; ces espaces é&tant locaux il suffit
3
n

d'ailleurs d'étudier le cas Q = R, T = +=:

t €']0’”[ désignant la variable d'évolution, pour r, s > O on considére 1l'es-
T 2 T

pace : H ’S(Q%]a,b[) = L"(a,b 3 H (Q)) N Hs(a,b ; LZ(Q)) , muni de la norme

canonique. Les scalaires m,0,8 vérifiant les hypothéses de 1 , on montre faci-

lement le résultat de trace sur X =0 :

-1 . . . .
Lemme 4.1. Pour o & &N , je W, élu]+3 < -g-1/2, 1l'application

a o]
u——% DX, Dxn u(X',O,t)



IX - 31

-g,~¢

8 n-1_ 1 2
est linéaire continue de L2(O,W;H (R™ "x(o,*)nH (0,=;L (RE)) dans 1l'espace

-g-8|a|-j=1/2 -0-6la|~j=-1/2
/ - -
o 0 ° ® x (0,%))

Ce lemme, avec un résultat de Grisvard [6] montrent que l'application :

f? P U — {u(x,0) , Di u(x',0,t), j =0,...,=0~1} ,
Y n

est lin&aire continue de L2(O,w ; Wimé(kf)) n Hl(O,w 3 LZ(BE)) dans le sous—

espace FY du produit :
—g-m=1 -0-j=1/2 -o—j;}/Z
2m .. n 2, n $ ’ - n-1
s @D, L°®D], , x o ®" x (0,),

des {uo,gj} qui vérifient les relations de compatibilité :

Y .. g
Din u (x',0) = gj(x',o) si j <3 -

&¢, 4] |

o

1
2

j ~0y2 d . .
lDi u (x',1) - g . (x",t )|T dx! ?l < 4o gi -0 est im-
Rn—l n J

L
2

N a

pair et j = -

On montre alors le résultat de relévement :

2

Proposition 4.2. L'application {? : L7(0,» ngG(RE)) n H](O,°° 3 LZGRE))——9FY,
b

est surjective.

- . . 2 2m ,.n 1 o . 12/pm0
Démonstration: Soient {uo,gj} € FY et ve L7(0,> ; WG’S(R+)) 0 H (0, 3 LT®R)

telle que v(o) = u - Si on note : Di v(x',o,t) = hj(x',t) pour j € -o-1, on
n
a {o,hj-gj} E-FQ donc, avec les notations de Lions-Magenes [7] :

~ ~g=j=1/2
- 2, n~-1 . . g 1
- g . g _1
hj gj€ HO (O’OO 5 L ([R )) S1 J < 2 2
{
1/2 2, n-1 ) . ) R 1
hj_gj‘s Hoé (Oyo 3 L"@®" )) si -¢ est impair et j =35~ -5 .
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. .. 2 -1 2
Le prolongement Q par imparité de L2(0,°°;L ®"*"")) dans L ®™)
Qu(t) = u(t) si t >0
-u(~-t) si t <O,

2

' - 2 -1 . .
étant continu de Hé(0,°° : L R" 1)) dans HI(IR,L ®*")) on a , par interpolation:

-0-j=1/2
- 2 - .
Q(hj-gj)E H g R,L°@®" l)) pour tout j = 0,...,~0-1.

Alors, pour j € -o-1, la fonction v définie par sa transformée de Fourier -

J
en (x',t)
g+2m+] 1 1
. A o+2m X -—
- . s Ny ' d 2 26 g
Fi(ehxpe) = i Qlhymgy) (€151) poy 575w (GorzmryT V(O + Z g+ =)
ol weoD(EO,ooD vaut 1 dans un voisinage de z&ro, vérifie :
2 2 n 1 2. n
(v, € L°®, W RD) N E ®,L°®))
K osik#j , kg -o-I
b Dx w.(x",0,t) =
n J (h:-g.) (x',t) si k =
J =]
WJ' (X,O) =0 H
-o~1
En considérant u = v ~ Z w, on démontre ainsi la surjectivité de 1l'applica-
j=o

tion fy.

On va démontrer un résultat du méme type, les Di étant remplacés par un sys-—
4 n
téme d'opérateurs normal sur {xn = 0} :

On considére un systéme 8= (5,)P d'opérateurs différentiels de la forme :

j=o
B.x',) = ] b DL, ol
J 5|B|+quj 19 n
od O § mj $ -0-1 et les fonctions bjCIB sont indéfiniment dérivables dans an_l
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On suppose que m; # m sij # ket que bjuﬁo = | pour tout j.

I1 résulte de Grisvard Dﬂ que l'application :

fB: u-;{u(x,o) > Bju(X"O,t) » j = 0,---,P} ’

. . : 1 2
est linéaire continue de LZ(O,W ; ngd(Rf)) NnH (0,0 ; L GRS)) dans le sous-
b ]
espace FB du produit :

.

2 .p H.,yV -
W@ L @d], x Tl @ 0,
b j=0

des {uo,gj} qui vé8rifient les relations de compatibilité :

1

. g
rBj uo(x',o) = gj (X’,O) , si IIlj < - 7 _—2—
0 ~—
-g 2 dt ) .
?gg 4 [ J IB_] uo(x',r) - gJ (X',T )1 dx' ','['.— < 4o $i -0 est im-
o n-1 ,
R
pair et m, = =2 - 1+
i 7 2

On a encore :

Proposition 4.3. L'application ?fé: LZ(O,°° H WﬁmGGRE)) n HI(O,oo H LZGRE))——6~59,
3
est surjective.

-0

Démonstration: a) On traite d'abord le cas mj # 5 %,pour tout j. On compléte
le systémeiB a 1'aide de Di en un systéme Q' = {B!}Tc—ld'Opérateurs de la forme:
n j=o
Bi(x',D.) = Z b! _(x") DB. pd , avec b!. =1,
h| x 5| 8] +qsj JjqB L Y jjo
pour lesquels on a les formules :
J B' il ' '
D = + A:. B
%n J sio is ©s
{ j-1 ) 0<1¢«g -o-1 s
' J 1 s
B =D + z A D
] X L Bfis Tx
n s$=0 n
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od Ajs’ Ajs sont des opérateurs différentiels en x' d'ordre inférieur ou égal
s J-s
&= .
On convient que A.. = Al. = 1,

JJ 3] - -

: —,=0
s’ - 1 2,.n
Soit alors {uo,gj}e Fg et Y& L2(O,oo ; H ®'x(0,2))) N H (0,=;L ®,))
- o3

vérifiant Y (x,0) = uo(x). Pour j £ -0-1 on note hj = szo Ajs g;, avec :

g (x',t) = gj(x',t) si s = m

gé(x',t) = D; (x',0,t) si s # ms s § —-o-1
n

2.1
. 2 2

! o =
Puisque B - _ 1 Dx
2 2

. . 1 2 .
la proposition 4.2, il existe u &€ L2(O,°° ; Wczym(s(tRI_:)) NH (0, ; L (KRZ_I)) vé-
. >

si -0 est impair, on a {u ,h.} & E , donc d'aprés
n 0] Y

rifiant"gY u = {uo,hj}. Alors on voit facilement qu'on a aussi Z?gu = {uo,gj}.

b) On suppose maintenant que -g est impair et qu'il existe j tel que m; = %2 - -5-

En complétant le systémefB comme en a) on peut supposer que p = —g-l et mj = j

pour tout j. Soient {uo,gj} € F, et ¥ relevant u, dans L2(O,°° ; g ®" IX(O;»))}

2
ﬂHl(O,oo ; L2((RE)). Si on note :
1

B" = B. "= o, o420 _ 1
B! HJ et 85 g5 pour j 4 > " 5

B '.l
J

i T— v c-zo o1
DXn et gj Dxn<f (x',0,t) pour j 5 5

. . 2 2m ,.n 1 A
12 ] \ = o0 =23
On a {uo,gj} = FE", donc d'aprds a) il existe uy e L™ (0, ,WG,S(ER{)) N H (0,=; .

L2 ((R[_:) ) vérifiant :

u](x,o) = uo(x)

Bji' ul(x',o,t) = g}'(x',t) , 053 g =o-1.
: j 3 T, s .
En écrivant encore Dx = z Ajs B s ? Bj = é AjS DX , On volt que pour
n s=0 s=o n

~382~
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. - 1 .
h| é 53 et s < jJ, on a :

Zo/2tst1/2 s —0/24s+1/2

Ajsu] < L2(0,°° ; H 8 (IRn'lX(O,w)))
-g/2+s+1/2
ne °  (=;t’@)
donc, d'aprés Grisvard Dﬂ :
” 1 - v —0y12 vi’[_ o
jo f | Bs Ajs uo(x ,T) Ajsgs(x ,T )° dx — < te

Rp—l

Une sommation sur s & j, en utilisant aussi la relation intégrale de j@ éig

vérifiée;par”uO et gj, donne

[ ]

Rp—]

~0,12 dt . -g 1
uo(x',r) - ( si Ajsgs) (x',t )| dx' E— < 4%, pour ] =5 "7

n e}

Ce qui montre que {u_,

h]
o Z A. g } appartient 3 FY. Un relévement u donné par
o

s
s=o 158

la proposition 4.2 vé8rifie alors ZESu = {uo,gj}.

.. ' .. 2m . ne 2, n _ n
Proposition 4.4. On a 1'égalité [WO;GGR+)’ L GR+]]/2 =W ®D .

Démonstration: D'aprés Bolley-Camus ([4] dans le cas § = 1), il existe un oOpé-

rateur A non borné dans LZ(RE), auto—adjoint positif, de domaine D(A) dé&fini
par :

_ 2m ,.n . _
D(A) = wo,ﬁ(R+) s1 0 < ~0 §€m

2m ,.n . .
DA) = {ue wo,S(R+) R Bju =0, j=0,...,~0-m~1} si m+l £ -0 § 2m,
N =0-m~1 . c e s .
ot B = {gj}j-o est du type étudié ci-dessus, avec m < m, & -o-1 pour tout j,
. ey e o o ' 2m , n
et associé 3 une forme sesquilinéaire coercitive sur 1'espace WG (R+). La pro-

5;6

position 4.4 est donc immédiate dans le cas =g ¢ m. Si -0 3 m+l on a toujours :
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n, _ 2,1 2m ,.n 2, n
Wy (D - bw, @), c f7&@), L"@)l,, .
2? '

Pour démontrer l'inclusion inverse on applique la proposition 4.3 :

. 2m n 2,.n . . L. 2
si £ & [WO,G(CR+), L (R+)]]/2 puisqu'alors {f,0} € }:‘g5 , 11 existe u = L7(0,> 3

peayn H](O,°° ; LZ((RE_I)) vérifiant u (x,0) = £ (x) . Celd donne bien f& Vf; (IRI_:).
-=,08
2’

Des propositions 4.3 et 4.4 on déduit que l'on a :

W0 @, @], = W RO

g
2
et que, si le systéme B = {Bj}-c?:;l décrit en 1) est normal sur T, pour tous
-o-m~1 uy. v.
{uo,gj} appartenant au sous—espace du produit WIC? Q) x T 5 J(I’x]O,Tl:),
| S j=o

73
T > 0, défini par :

1
2

(o}

B.u (x) = gj(x,o) pour x € T, m.

< :E—
J 2

/

R

D - e 001 ey S

O -

®

v -1
Jn-l [Bj(‘]oiuo) (Y s T
R

. , . g 1 ~
sl -0 est impair et m, = - 5 = 7, en coordonnées locales dans Oi’

; it

il existe u ELZ(O,T 5 Wimé(ﬂ))n HI(O,T 3 LZ(Q))vérifiant :
»

u(o) = u,

Bju = g; sur Ty, j =0,...,-0-m~1 ;

Ceci, avec la ré&solubilité du probléme homogéne, démontre le théoréme 1.2.
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