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UNE METHODE D'ELEMENTS FINIS EQUILIBRE

POUR LE SYSTEME DE L’'ELASTICITE LINEAIRE
M. AMARA & J.M. THOMAS

1., LE SYSTEME DE L'ELASTICITE LINEAIRE BIDIMENSIONNELLE

Soit Q un ouvert borné de R? de frontidre I' lipschitzienne. Cette
frontiére I' est décomposée sous la forme

' = FOU-P-I

oi 'y et '} sont deux ouverts disjoints de I' et Tg # ¢. On note g = (ni)isl 2
1

le vecteur unitaire de la normale extérieure 3 Q en un point x€T et

ai = -a-i—- la dérivée partielle par rapport 3 la ieme—variable, i=1,2, La
i

convention de sommation des indices répétés est systématiquement utilisée.

Ainsi si g = (qi)i=l,2 est une fonction définie de Q dans R?, 3;q; désigne

la divergence de g et q;n; la trace normale de g sur I'. Enfin on notera

e “m la norme hilbertienne de 1'espace produit [Hm(n))N, N = 1,2 ou 4.

»&

- = - . - 2 = Py .
Etant donné £ (fi)i=l,2 définie de Q dans R“ et g (g]..)]._:l’2 définie

de T'y dans R?, le systéme de 1'élasticité linéaire bidimensionnelle consiste

a trouver un champ de déplacements u = (u )i=1 9» un champ de déformations
’

i

E = (eij)i,j=l,2 et un champ de contraintes g = (oij)i,j=1,2 solution de
(1.1) g:ﬂ—rRz;ui=OsurI‘0,i=l,2;
(1.2) £:2—R;
. "‘ . - = 1 = .

(1.3) g: Q—R'; ajcij + fi = 0 dans Q, oijnj g; sur Iy, i =1,2
ces champs étant 1iés par les relations

= .]_ ;I 3 = " : = Az ) . "
(1.4) eij 2(Bjui+ aiuj), i,j 1,2 ("loi déplacements-déformations")

= . : = "t 3 - . - » [T}
(1.5) oij aijkl €1t s 1,3 1,2 ("loi déformations—contraintes")

Les coefficients d'élasticité aiij.’ i,j,k,2 = 1,2, sont bornés dans
L7(9), satisfont 1'hypothése d'ellipticité uniforme : il existe une constante

a > 0 telle que pour presque tout xXx€Q

: 4
(1.6) WERY 2 5en 085580 = @ 845855



et ils vérifient les hypoth&ses de symétrie

(1.7 | 3;5ke T Fjigk T *aije
Les relations

(1.8) Aijkl qtmn © 6im 6jn
ol sij est le symbole de Kronecker (Gij =1sii=j, Gij = 0 sinon) définis-
sent alors des coefficients Aijkz bornés dans L™ (Q) qui satisfont 1'hypothése

d'ellipticité uniforme et qui vérifient les hypothéses de symétrie

(1.9) Aiske = Ajimk T Meij

A 1'aide de ces coefficients Aijkl’ la loi déformations-contraintes (1.5)
s'écrit

(1.10) eij = Aijkz Opgs 1,3 = 1,2.

L'étudé des déformations d'une plaque mince conduit & de tels problémes.
La justification mathématique du passage d'un modéle tridimensionnel & un
modéle bidimensionnel a &té donnée par Ciarlet & Destuynder [ 1 ]. Dans le
cas d'une plaque mince homogéne et isotrope, on a (cf. Landau & Lifchitz [2 ],
Germain [ 3], par exemple) pour un "modéle déformations planes"

A _1+v

sk T E Cucdye TV 83550

e Y %%k

et pour un "modé&le contraintes planes"

_ 1+v

v
Ak = E Cucdie T T %15%0)
ol E est le module d'Young et v le coefficient de Poisson. Pour des raisons
physiques, on a
1

E>0 et 0<v<-i-

ce qui assure que les hypothéses générales d'ellipticité sont satisfaites

dans ces cas particuliers.



I1 sera utile de remarquer que si (u,g,g) vérifient (1.4) et (1.5),
le tenseur des déformations est symétrique : €32 = €5]. Les hypothéses
aijkz = ajilk impliquent que le tenseur des contraintes est symétrique :
012 = 021-

Supposons désormais f€ (LZ(Q))?- et g€ (LZ(I‘l))Z. Le champ de dépla-

cements u est solution du probléme variationnel (primal)

BE€V° ={ye W@)?; v, =0surTy, i=1,2}.

(.11
o 1 X =

w e\/ . T fnaijkz(akul+aluk)(aivj+ajvi)dx = szividx + Irlgivid’Y

et le tenseur des contraintes g est solution du probléme variationel (dual)

£
Ew Og
(1.12) £ s

vy eW:-e [

QAijkz OpgTij 9x = O

oﬁw:’g est la variété affine fermée de (LZ(Q))L’ donnée par
f,g
(1.13) Ws’ = {,1; = (rij) € (Lz(Q))l’; T2 = T21 3

ajrij + fi = 0 dans Q et Tijnj = g; sur ry, i=1,2}

-

et oﬁwg"' est le sous-espace associé 3 cette variété. Dans (1.13), 1'écri-

ture Tijnj = g; sur I'y est une abréviation agréable de
enl( =0, <T,.n,, v>, = .
VYWEH (Q) avec v[ro 0, 'rlJnJ, v > L‘lglv dy

ol <+,+> marque la dualité@ entre HI/Z(I‘) espace des traces des fonctions de
H1(Q) et }1-1/2(1‘) espace des traces normales des fonctions de H (div;Q).
On démontre (cf. Duvaut & Lions [4 ]) 1le

THEOREME 1.1. Pour tout £ € (L2(Q))2 et tout g € (L2(r}))?2,

1°) le probléme (1.11) admet une solution u et une seule ;

2°) 1le probléme (1.12) admet une solution g et une seule ;

3°) la solution u de (1.11) et la solution g de (1.12) sont liées par la




relation d'extrémalité

1
95 " 7 33jke Cxlyt gy
Les hypothé&ses de symétrie aij
solutions de (1.11) et de (1.12) comme &tant les solutions de problémes de

kg ™ 9gij Permettent de caractériser les

minimisation. Le probléme de minimisation associé 3 (1.12) est connu en

mécanique des solides sous le nom de "principe de 1'énergie complémentaire"
q P Y g P



2. DUALISATION DES EQUATIONS D'EQUILIBRE

Nous avons pour but de construire par une méthode d'éléments finis une
approximation [ de la solution g de (1.13). Pour faciliter cette construc-

tion future nous dualisons les équations d'équilibre : soit § = U K une

: h
"triangulation" générale ‘gh de Q, ol les éléments KG‘C'h sont de frontidre 3K

lipschitzienne et d'intérieurs disjoints 2 3 2 ; B(K) désigne le vecteur uni-
taire de la normale extérieure 3 K. Si v est une fonction définie sur Q, nous

(X)

notons v sa restriction & K. Une fonction g = (oij)e (LZ(Q))“ appartient

L4 - . f . 3
a8 la variété afflne\/\] s’g si et seulement si on a

2.1) 012 = 021
' ®) , (K _ L
(2.2) vzezh, 3, 055 + £ 0 i=1,2
(2.3)(VK; K, €T, , oi(lj(l) anKl) + cgz) anKz) - 0 sur 3K, N3Ky, i =1,2
K K . .
VK, veth’ oéjl) n§ D - g; sur 3K NIy , i =1,2

Selon la terminologie de F. De Veubeke [5 ], (2.1) traduit les "rotational
equilibrium conditions" et (2.2)-(2.3) traduisent les "translational equili-
brium conditions".

Commengons par une formulation ot seul (2.1) sera dualisé : on introduit

la variété affine fermée de (Lz(ﬂ)]l+ suivante

(2.4)\&\1?’8 = {z = (Tij) € (L2(a))"; aj'rij + £, =0dans 2 et Tii% < 8 sur.Ty,

i=1,2}
et SOiCW°’° le sous—espace associé 3 cette variété affine. Soit a(-,*) et
bgo(*,*) les formes bilinéaires définies respt. sur (Lz(ﬂ))“X(Lz(Q))“ et sur
(L2(2))"x.2(Q) par |

2.5) - e - L}Aijkl % Tij 9



(2.6) bog,e) = I 0(t21-112)dx.
Q

THEOREME 2.1. Pour tout f € (L2())2? et tout g € (L2(I))2, le probléme
@ Wt a2
2.7) V;EW°’°, a(g,z) + bg(g,w) =0
Vee L2(q), bo(g,8) =0

admet une solution (g>w) et une seule. En outre g est la solution de (1.12)

et si u est la solution de (1.11), on a

(2'8) w = %(3102-32u1).

Démonstration. A toute fonction 8 €L2(Q) nous associons la solution

du probléme variationnel auxiliaire
x€V®;

1 1
{VXE\/°, —f (3,w.+3.w.)(3.v.+3.v.)dx = —J 8(3,vy—-9;vy)dx .
4 q 13 31 i'j 31 2 Q

L'indgalité de Korn (cf. Nelas [6 ], Duvaut-Lions [4 ]) implique 1l'existence

d'une constante C; telle que

12l1,0 <C1 {80,

Soit alors L= (‘l‘ij) défini par

. 1 1
Tij 2('c)iwj + ajwi) 5 fieij

oli e = (eij) est le tenseur antisymétrique fondamental : ej; = ezp = O,
ej2 = 1, eg; = -1. On a d'une part

T217Tj2 = 0 donc bo(;,e) = "9"2 .
0,0

On vérifie d'autre part €\°’° et on a la majoration

2 1 2 1 1
212, <7, L leeml? s glol? < eacd) fof? .
4 1]

2
’j= "O’Q



Ceci prouve 1l'existence d'une constante B>0 telle que
(2.9) Vo€12(2), Sup >80 .
= Y B o PO
L'existence et 1'unicité de la solution (g,w) du probléme (3.7) résulte
alors des théorémes de point-selle de Babuska [7 ] - Brezzi [8 ]J. Il est clair
que g est la solution de (1.12). On vérifie aisément (2.8). n
. Nous passons @ présent & la dualisation complé&te des équations d'équi-
libre (2.1)-(2.3). A la décomposition @ = U K, nous associons les espaces
g,
2.10 X = 02 5 X = (g = (@ € 12@)2 5 3,00 €12(0) et
Fn®er2r), wkeb. 3
i ] h
anM= n2 ; m= peTTr2er ; & - &) g o, nax,, VK1, K, €6
KE

L (Kp).

v = 0 sur 9K; NIy, VK; Gﬁh}.

Soit bj(*,*) et by(*,+) les formes bilinéaires définies respt sur XX(_LZ(SZ))2
et sur }( x M par

(2.12) by(z,®) = J"?O 35T§) ix
Keﬁh K
(2.13) by, = - ] J ng) r?.() LY dy.
KEFh 3K J 3

On posera enfin

.16 M o= 12()x(L2(2))2 x M ;
(2.15) b(1;6,¥,¥) = bo(x,8) + by(g,v) + ba(z,w)

(2.16) F(6,v,0) = - J fividx - g. wa)dy.

Q KED, «[ skNr; * *
THEOREME 2.2. On suppose que la solution du probléme (1.12) appartient
3 1'espace K . Alors le probléme

(gsw,u,9) € X x Mo ,
(2.17) [V € X, a(g,z) + b{g;w,u,$) =0

Yo,v,u) €M, ~ b(g;8,x,0) = F(8,v,9)




admet une solution (g;w,u,¢) et une seule. Celle-ci est donnée par

= la solution de (1.12) ; u = la solution de (1.11) ;
1 K
= '2—(3102-3201) ’ i( )

(2.18) %w

= la trace de u sur 3K, VKG‘Z—?h.

Démonstration. Supposons £ = 0 et g = O. Le Théoréme 2.1 implique alors

g =0 et w = 0. Par suite le couple (u,¢) vérifie
Vi€ X, by(g,u) + by(z,¢4) = O.

Ces relations se découplent en

K, ®, _ J (®)_(K)_(K), 1 _ —
JKui 8jqj dx aKwi qj .nj dy} 0 i I,<.

wex, |
Kﬁﬁh
On en déduit, cf. Raviart & Thomas [9], u, = 0 et wi =0 pour 1 = 1,2,
Ceci démontre 1'unicité de la solution de (2.17). En supposant que la solu-
tion de (1.12) appartient & )( (hypothése de régularité), on vérifie que

(2.18) fournit une solution de (2.17), donc la solution. L



3. METHODE D'ELEMENTS FINIS EQUILIBRE

Nous supposons pour simplifier le domaine Q polygonal. Soit ‘B’h une
triangulation de Q constituée de triangles K de diamétre < h et telle que
tout coté ouvert d'un triangle Kefh est contenu soit dans Q, soit dans Ty,

soit dans T;.

Pour tout entier k=0, Pk(K) (respt. Pk(K'), Pk(al()) désigne 1l'espace
des restrictions & K (respt. & K' cBté de K, @ 3K bord de K) des polyndmes
de degré < k et Sk(aK) désigne 1'espace des fonctions polyndmiales de degré
< k sur chaque c6té ouvert de K ; ainsi on a Pl‘((aK) = Sk(al() NE°GK). si
X1-X2 et X3 désignent les coordonnées barycentriques relatives aux 3 sommets

=(X)

de K, on note w = X1 X2 X3, fonction bulle de P3(K).

Etant donné 2 entiers k et 220, on introduit 1'espace Zk z(K) des
b}

fonctions z ('rij) de la forme

K
T1] = W11 + Xjwp + 32(;( )31W0)
K
3163( )31Wo)
K
3265( )Bzwo)

(K)
Top = Wap + Xpwp - 3 (v 35wg)

T2 = W12 *+ Xow

(3.1)

+

T21 = w21 + X3Wp

€ {i=1, €p
avec wij’ v, Pk(K) pour 1i,j 1,2 et wy Pz(K).

Soit Q, (K) 1'espace des fonctions g = (q.) de la forme
k 1 ]

(3.2) q1 = V) + X1Vp ; Q2 = V3 *+ XV

avec v. € P, (K), pour i = 0,1,2. On a Zk’g(x)a (Q (®))2 et Zk’z(x)v= (Qk(K))z

dés que & < k-1. On pourra donc toujours supposer
(3.3) g 2 k-1,

D'aprés Raviart & Thomas [10], Thomas [I1], l'applicatidn q — ajqj est sur-

jective de Qk(K) sur Pk(K) et 1'application g — 9 nSK) est surjective de

J
Q (K) sur S (3K). On en déduit que pour tout k et £>0, l'application
k k
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. . 2 ' . .
L (ajTij)i=l,2 est surjective de Xk,l(K) sur (Pk(K)) et l'application
(x) . ,
1~ (tijnj )i=l,2 est surjective de zk,z(K) sur (sk(ax)) .

LEMME 3.1. On suppose k1. Alors pour tout triplet (6,yv,¥)

€ PL(K)x(Pk(K))?-x(Sk(BK))Z qui vérifie

(K)

n, ‘dy =0
i Y

(3.4) ngfzk 2(K),.J 8(11~712)dx + J v.3.7,.dx ~ I ¥
. b4 K a

oTa s
g L 31] g & 1]

il existe trois constantes ap, a) et ap; telles que

'V, = -apgXo + aj, vy = agxy; + a dans K
1 082 1 2 0+1 2 gatls

(3.5) wi = trace de v, sur 3K, 1=1,2

6 = %{alvz-azvl) = g dans K .

Démonstration. La fonction 1 définie par

=~

K .
1, =3,6®0.0), 1, =-3 G®a6),  i=1,2

appartient d@ 1l'espace Zk 2(K). En reportant ce choix de g dans (3.4), nous
. 3

obtenons

J 613, (®3,0) + 3, (@ ®2,0)14dx = 0
K

soit par intégration par parties

JG(K)[(ale)z + (326)2] dx = 0.
K

Ceci prouve grad® = 0 ; il existe une constante aj telle que 6 = a; dans K.

A 1'aide des identités

I 112'dx = - I X 3.7 . dx + I X T . nSK) dy
K k231 sk 2 13 1

K)
T, dx = - I X 9.1,. dx + I X T,. ng dy
IK 21 K 13 23 3K 123 3

le systéme (3.4) s'écfit lorsque 6 = a;

* _ * (K)
Vi€ zk,z(K)’ L(vi 3.5 dx Lkwirij ng dy = 0

avec

H
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* * * *
(3.6) vy = V) +apXy, Vz TVy - apXy, Y1 = Y; + apxp et Y, = § ~ agxp

On en déduit pour i = 1,2

* _ * (K) o
(3.7 V,quk(K), jvi qujdx J v, anj dy = 0.

K oK

L'hypothése k=1 implique
* *
(3.8) v; € P, (®), ¥ € 5 (3K)

D'aprés Raviart & Thomas [ 9], (3.7) et (3.8) entrainent 1'existence de
constantes a;, i= 1,2, telles que

* d K *

v; = a, dans K, wi = a, sur oK
ce qui démontre le Lemme 4.1. : .

Pour construire une approximation de la solution de (2.17), on introduit

les espaces

3.9 K, =z &; 1 Pe), ,®, wet}

3.0 M, = {uwet; 6®er ), ¥ e )2 et 4P e (s, 00)2,

vreb, }.

THEOREME 3.1. Pour tout entier k 2 1, le probléme

(39 804) € X h X Nh H
(3.11) V;GX h’ -a(ghyé) + b(;;wh:}éh’gh) =0
V(esx’we%hs b(gh;e’X’m) = F(e:!’m)

admet une solution (gh;wh,gh,gh) et une seule.

Démonstration. Il suffit de vérifier que le probléme homogéne admet

pour unique solution la solution triviale. Supposons donc F = 0. On a alors

a(gh,gh) = 0 d'oli g, =0et b(;;wh,,gh,gh) = 0 pour tout £€Xh°
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Nous en déduisons d'aprés le Lemme 3.1 l'existence de constantes a g
’

a"K et a2,K telles que
® | LB x (®) |
“y %,k "n1 T k2 T AL thz T M,k T 2k dans K
x)_ (K) _
%1~ T3 k%2 T Ak fh2 Tt 3 k%1 Y 3,k YT K

L'appartenance de Qh au sous-espace M h de M implique

€ = = = 0. : a
VK ?,Oh’ 3K =23,k " 2,k%°

COROLLATRE 3.1. Soit W 78 la variéts affine définie par

a2 WEe= ek, s venpel, , bEio,nw = Fo,xp}-

et soit w °2° le sous—espace vectoriel associé. Pour tout entier k > I, le

probléme
ghewf,g :
(3.13)
VL el <h a(g D =0

admet une solution g;, et une seule.

Soit £ € (L2(2))2 1a fonction dont la restriction f( B 3 tout Ket:h
est la L2-projection de f( ) sur (P (K))? et soit g, € (L2(r,))2 1a fonction
'
dont la restriction /g}(1 ) 3 tout coté K'CT; d'un triangle KG"@ est la

1
L2-projection de g(K )sur (Pk(K ))2. La solution 2 de (3.13) vérifie

(3.14) VKGG‘h, Voer (K), Je(ohlz 0,704 = 0

5 (K) (K)
h’ j hl_'] h1

VKl,Kze‘ﬁh’ cK) (K | (R)  (Kp) 0, sur 3K, NaK,, i=1,2

3.15)  wke® = 0, i=1,2

CAPHS >
(3.16) e hij
(Kp) (K ) .
VKlefh , hl::]l j 1V = 8, Sur K, Nry, i=1,2.
En général, on a ¢ F O, e ’ -

h12 h21
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Majorations d'erreur

On suppose désormais k 2 1 : 2 est la solution de (3.13) et (g;m,g,g)

la solution de (2.17). On pose

- 2 ) ¢.9)
(3.17) e = {e€r2(a) ; o' 7€ P, (K), VKG‘G'h}

LEMME 3.2. Il existe une constante C, indépendante de h, telle que

(3.18) o} < ¢{ 1Inf fosugd + Inf |w-6 }.
leal 5 W18 lel, °h€6h" wlg g

Démonstration. D'aprés un théoréme général d'approximation de point-

selle (cf. [ 11, Th. I.3.1]) on a

- <c{ Inf . |g- +
leenl, <ol Mt e el

"gh sh ?
Ib(l sw—-6 'U~V. » ‘!2 )l
+ Inf Sup oo ~h 2 Sk
ot Sy WL ]

Pour tout €W° ° et tout (8,v,y) € M»; , on a ici
&n sh ~

[b(g, 50,00 | = |bo(g,, 0] <v2 I8lo,a IZlo,a

d'oli (3.18). .

THEOREME 3.2. On suppose les angles des triangles K de la trian&ulation@h

minorés indépendamment de h. Alors il existe une constante C, indépendante de h,

r+]

telle que si g € (Hr(ﬂ))‘* et si u € (H (2))2 pour un entier r vérifiant

(3.19) 1 € r < 1+Min(k,2)

on a

r
(3.20) leml  <olle] _+lef ,
> ’ ’
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Démonstration. Puisque Zk R,(K)D (Qk(l())2 pour tout K€ (@h, on a
?
d'aprés [10] [11], les angles de la triangulation étant minorés indépen-

damment de h :

(3.21) Inf. [o-t <ch'|g 1 <1 < ktl.
e bl <ol

D'autre part, on a de fagon standard

(3.22) Inf N <ch’ o] > 0ST <2l
eheah 0,0 r,0 )

Le Théordme 3.2 résulte alors de (3.18), (3.21), (3.22) et (2.8)
I1 sera donc intéressant de choisir £ = k. Pour la mise en oeuvre de
telles méthodes et des exemples numériques, cf. Amara [!2]. On trouvera

également dans [12] des majorations d'erreur sur les multiplicateurs.
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.

4. ANALOGIE AVEC LE PROBLEME DE STOKES

Plagons-nous dans le cas particulier suivant :
i/ o | £=0
ii d ici . i : (a.. = .
ii/ le tenseur des coefficients (al_]kf,) est diagonal (aIsz) vIld
iii/ 1'ouvert @ est simplement connexe et I'; est d'intérieur non vide.

Soit G € (111/2(1‘1))2 une fonction telle que

(4.1) : g = tj 9.6 i=1,2

j i
ol t = (tj) est le vecteur unitaire tangent le long de I'. On note ZG la
variété affine

(4.2) 2€ - {z€ (B ()2 ; 2 =g sur I}

et Z° le sous—espace vectoriel associé.
. . s W.|O0>8 - . s .
Une fonction g appartient aw si et seulement si il existe une fonc-

tion y € ZG, définie de fagon unique, telle que

(4.3) 0.

i1 82yi, Oig = = aly., i=1,2.

1

Avec ce changement d'inconnues, on vérifie que le probléme (2.7) s'écrit

G

[  (gow) € 28a2(a)

9.v.)(9.z.)dx + 9.2, dx = 0
(Jyl)(le) Jm J 3] x

(4.4) ) Vz€Z°, v I
Q

Q

\ Ve€L2(Q), - J 0 3.y. dx = 0
q J3

On reconnait en (4.4) une formulation classique du probléme de Stokes
- (cf. [13] [14] par exemple) ol y représente la vitesse et w la pression.

Introduisons 1'espace Z (K) des fonctions gz de la forme

k+1,28
z; =w ¢ ;(K)aIWo
(4.5) .
Zp = Wy + ;(K) 92w
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..

avec wj, wy € Pk+l(K) et wp € Pz(K) et soit
G _ Gp . _(K)
(4.6) z’={zezh; 2V E ;k+]’£(x), vget,‘h}

ol Qh est une projection de G. Du point de vue théorique, la méthode d'é-

léments finis construite au paragraphe précédent consiste & résoudre

G,

. e ° ’ » - [ Ll L] bad
4.7) Vz€Z’, v JQ(BJth)(anl)dx + Igwh ?JZJ dx = 0

Ve€O I 0 3.y,. dx = 0.

Pour k = 1 et 2 = 0, on retrouve le schéma d'ordre | de Fortin [15],
pour k = 1 et ¢ = 1? on retrouve le schéma bulle, qui est d'ordre 2, de

Crouzeix-Raviart [16].
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