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UN NOUVEAU CRITERE DE COMPACITE RELATIVE POUR
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J. JACOD et J. MEMIN

1 ~ INTRODUCTION

Soit (Xn)ne]N une suite de processus a valeurs dans ]Rd, continus
& droite et pourvus de limites a gauche. On connait (voir par exemple
Billingsley {37]) diverses conditions nécessaires et suffisantes pour gque
la suite (i(xn):xlelﬂ des lois des processus X® soit relativement
compacte, pour la topoliogie de la convergence éetroite des mesures sur
1l'espace D([O,a:[ﬁmd) muni de la topologie de Skorokhod: cf. les rap-
pels ci-aprés. Cependant, ces conditions se révélent souvent difficiles

a exploiter telles quelles,

Récemmeht, Aldous .17 a proposé une condition suffisante (voir aussi
Billingsley [4 . pour des résultats un peu du méme type), beaucoup plus
maniable, et cette condition a été exploitée par kebolledo {127,013
lorsque les X" sont des martingales ou des semimartingales: lt'intérédt
essentiel en est qu'elle s'exprime alors de maniére simple en fonction
des caractérisitiques locales des x° (retrouvant ainsi des résultats
antérieurs, un peu moins généraux, de Grigelionis [57); voir également
Métivier 710] pour umn exposé complet et simple sur la condition d'4ldous
et ses applications. Malheureusement, cette condition ést restrictive
dans la mesure ou elle entraine que les points d'accumulation de la
suite (R(X") :nelN) sont des lois de processus quasi-continus 3 gauche

par rapport a leur filtration naturelle.

Nous proposons ici une condition du méme type, qui a l'avantage d'en-
glober le cas '"non quasi-continu a gauche". Cette condition, qui n'est
toutefois pas comparable 4 celle d'Aldous, est assezicompliquée et n'est
énoncée et démontrée que dans lavpaftie 4. Auparavant, dans la partie 2
nous appliquons cette condition aux semimartingales, ce qui donne des

énoncés relativement simples.

Enfin dans la partie 3, nous étudions les processus croissants du

point de vue de la convergence de Skoroknod. Nous redémontrons aussi unm



résultat simple sur les processus ponctuels, un peu en dehors du sujet,

R . s s . . P o

& savoir: la convergence fini~dimensionnelle d'une suite (N )nc]N de
: ® : '

processus ponctuels vers un processus ponctuel N entraine la conver-

gence en loi de N° vers N ; ce résultat figure déja dams Straf [147.

C'est J.B. Gravereaux qui a attiré notre attention sur la possibili-
té d'étendre la méthode d'Aldous au c¢as non~gquasi-continu a gauche: nous

l'en remercions.

Enfin, pour terminer dette introduction, rappelons quelques résultats
généraux sur la compacité relative. Rous considerons une suite (ﬁp,gn,Pn)
d'espaces probabilisés, munis de processus X% & valeurs dans :md et &
trajectoires continues & droite et pourvues de limites 2 gauche. On note
A(X™) 1la loi de X", c'est-a-dire l'image de P" par l'application
Xn, sur l'espace D(EC,aﬁk}Rd) des fonctions : [O,d)[~'”~%”]Rd conti-~
nues & droite et pourvues de limites & gauche. On munit D(Lo,amfﬁmd)
de la topologie de Skorokhod, ce qui en fait un espace polonais (voir
Billingsley (371 qui traite le cas oy l'intervalle des temps est 10,17,
et Stome (15] ou Lindvall [97 pour l'extension, facile, au cas oi l'in-
tervalle des temps est [O,w_ ). Enfin l'espace des probabilités sur
D(EO,aﬂ}]Rd) muni de ses worélien est aussi un espace polonais, pour

la convergence étroite des mesures.

Si £>0,N>0, on note 7(N,#) 1l'ensemble des subdivisions
0=t0<_ To < aee <‘tP=N de [O,N1 telles que ti - ti_lzz-: ¢ pour

1
l<i<p-1 {(on peut avoir tp-t < d). B ff;—,D([‘O,cn;j;]Rd) , On pose

p~1

N . . '
1.1 w (f,Z = inf._ . _ , ., max sup Y P{t) - £(s) .
( _ ) (£,2) t.obe L(N,) (1) Ftigsfst<ti+lf ) (s)]
On rappelle azlors le critére suivant de relative compacité (dérivé du

critére de Prokhorov):

(1.2) THEOREME: Pour gue la suite (Y(Xn): neWN) soit relativement
compacte, il faut et il suffit qu'on ait:

P - -1 - T n ¢ n, ] -~
(1)¥N>O,¥z70,;a>0,jnogm:n;u% w3 P(SM%?N; S;>a)ﬁ:¢-
(i1) ¥N >0, ¥: >0, ¥7>0, 4v>0, In cN: nzn - PR (XD, 6) > ) = k.

Nous allons donner une premiére application, immédiate, de ce critere,

o . n n
Pour chaque nzMN on considére deux processus croissants A et B

n .0 .n . C . N o -

sur 7, F,P7) : '"processus croissant'" signifie 4 valeurs dans i0,®mi,
R . . . . . . ) n
et a4 trajectoires croissantes et continues a droite. On dit que A



n f n n

jore fortement _Bn, et on écrit B = A, &l le proccessus An-B

t lui-méme croissant.

n

«3) COROLLAIRE: Pour chague neclN, soit A et B des processus

~n £ n . . s
B «x & . La relative compacitée

oissants sur (Qp,gn,Pn) tels que B
((a") : nelN) entraine celle de (J(B™) :n<N) .

monstration: Immédiate, une fols remarqué que supsAqug < sup, ]qA:

que wN(Bn,ﬁ) < wN(An;&). ]

- . . . nh . .
MARQUE: Le méme résultat reste vrai si B n'‘est pas croissant, mais
. . -~ n n « o Ii .
écrit B =C"=-D" ou C° et D sont deux processus croissants for-

ment majorés par An, car wN(Bn,a) ﬁxEWN(An,é). ™

- CRITERE DE COMPACITE RELATIVE POUR LES SEMIMARTINGALES

~ Semimartingales 4 sauts localement de carré intégrable. Pour chaque

:IN on considére un espace probabilisé filtré (ﬁg,g ,gn=;(§2)t‘so,Pn)

ni d'une semimartingale d-dimensionnelle anz(xn’l)ivad.

n - -
Dans ce paragraphe on suppose que X est a sauts localement de
f s . . . N n . -
rré intégrabie, ce qui revient a «ire gue X est une semimartingale

véciale de décomposition canonigue
n n
.1) X = XO + M + A,

n . - . . L f sz

1 M est une martingale d-dimensionnelle localementi de carrée integra-
. Lo . s 3 . s s :
e, et A est un processus prévisible d-dimensionnel a variation finie
f. {67 ou £117 pour tout ce gui concerne les martingalés et semimartin-

les). On note V(a™?™) 1e "processus variation" de An’i , et on pose

1.2) Fn - Ziddi(Mn,l’Mn’l - 4 V(An,l):f..

est ainsi un processus croissant gn—prévisible.

Avant d'éncncer le critére de compacité relative, nous devons intro-
iire pour chaque neWN un second processus croissant En—prévisible g
ti majore fortement F* (et gui peut éventuellement lui étre égal).

s processus sont supposés vérifier 1l'une des conditions suivantes.

2. 3) E(Gn) converge vers la loi LZ(GGJ) d'un processus croissant

6% continu.



‘ -~ .t m -~
(2.4) J(Gn) converge vers la loi 7(G7) d'un processus croissant

A0 ) ..
G deterministe.

(2.5) 1I1 existe une fonction (déterministe) 6® croissante et une par-
tie dense D de :m+ contenant ©, telles que pour tout t&D

S i < P < - .
les varlables Gt et 0 /Sx+(aﬁé) convergent en loi, vers
-~ e o
A D < D82 .
et 2 LG respectivement.
Yt O£SL¢( s) Fec

(2.6) Les espaces probabilisés (ﬁ?,fn,Pn) sont tous égaux a un méme
n
F

espace (7,F,P) (les filtrations peuvent &tre différentes),

® yérifiant:

muni d'un processus croissant &
. ®
(1) @
~1

(1i) G tend vers G& en prcbabilité, pour la topologie

est prévisivle relativement a la filtration F, =) E:’

de Skorokhod (ce gui veut dire que si 4 est une distance compa-

tible avec cette topologie, on a E(Gn,GG)) -~ O en probabilité).

(2.7) C'est la mBme condition que (2.6), avec (ii) remplacé par:
(ii') 11 existe une partie dense D de IR contenant O, telle

que pour tout t«D les variables G? et Ek)<sct(ﬁG§)2 con~
vergent en probabilité vers G?B et zfo4fs¢t(AGg)y2 respectivement.

Le résultat principal de cet arti:le est le théoréme suivant, qui
sera démontré dans la partie 4. On y suppose gque les X" sont de la

" sont définis par (2.2).

forme (2.1) et gque les F
(2.8) THEOREME: Si on a:
(1) la_suite de lois (i(Xg) :nelN) sur RY est relativement conpacte,

Cay . . n . . n .
(ii) il existe des processus croissants F-prévisibles G majorant
- -

fortement F- et vérifiant l'une des conditions (2.3), (2.4), (2.5),
(2.6), ou (2.7),

alors la suite de lois (1(Xn) :nelN) sur D(Zo,aniﬁmd) est relative-

ment compactie.

Le lecteur remarquera que ces hypotheéses impliquent, a~fortiori, que
les suites de lois (?(Mn): nzN) et (I(An): ncN) sont relativement
compacte. Ce résultat, lorsque dans (2.8,ii) on utilise la condition
(2.3}, est dli 4 Rebolledo; il n'y a d'allleurs pas besoin, dans ce cas,

de la F'-prévisibilité de G".

{(2.9) REMARQUES: 1) Les con&itions (2.4) et (2.5) (resp. (2.6) et (2.7))

semblent & premiére vue trés différentes. Nous verrons cependant dans



la partie 3 les équivalences: (2.4)<€==2{2.5), et: (2.5)<=5(2.7).

2) Supposons gqu'on ait (2.5), et soit (2,F,F,P) 1le produit
tensoriel des espaces filtrés (iﬁ,gn ﬁn P?y, défini ;ar N IR
= GF, F, = f?s“htia“fi), P = ©P%, On peut considérer que X",
Fn, Gn, sont définis sur .. Comme dane (2.5) les diverses limites

sont déterministes, la convergzence en lol est aussi une convergence en
probabilité. On a donc en fait les implications: (2.4) <= (2.5) == (2.6)
=(2.7) .

(2.10) REMARQUE: Bien-siir iz conclusion du théoréme est satlsfalte dés
qu'on a (2.8,ii) avec G"=F". Cependant, contrairement aux apparences,
l'introduction des processus " npous donne un critére vlus maniable.
Par exemple, il se peut qus tous les processus F* soient fortement
majorés par une méme fonctios {d3terministe) croissante, ce qui est une
hypothése facile & tester: on a alors (2.8,ii), bien que les F° puis-

sent ne vérifier aucune desz conditions (2.3) a (2.7) ! m

(2.11) REMARQUE: Le critére (2.8) est bien-siir lcin G'&tre une condition
nécessaire., Nous verrons dans la partie 4 des conditions plus faibles
que (2.8,1ii), et assurant encore la comjacité relative; mais 1l s'aglit

de conditions compliguées, sans doute invérifisbles dans la pratique.®
balg 3 1Y

On obtient aussi une généralisation immédiate de (2.8) en utilisant
up principe de sous-suites: en effet, pour que la suite (2 (xB ) tneNWN)
s0it relativement conpacts, il fsut et il suflfit que de toute sous-suite
infinie.imb de W opr pulsse exiraire une sous-sous~suite infinie .ml
telle que la suite (X(X") :n¢im1, s0it relativement compacte. I1 vient

alors:

(2.12) CCROLLAIRE: 81 on a (2.8,i) et =i de toute souc-suite infinie ]No

on peut extraire une scus-scus—-sulte infinie :mi pour laguelle on ait
. . . ol .
(2.8,i1i), alors la suite de lois (I(X") :neclN) est relativement compacte.

En particulier, lorsqus dans (2.8, 11) on utilise la condition (2.3),

t130).

!

on obtient un résultzt trés simple (et connu: {101,

(2.1%) COROLLAIRE: Supposors gu'on aif (2.81il_et gue la suite
(f(F ) :nelN) soit relativement compacte et n'admetie pour points d'ac-

cumulation gue des lols de processus continus. Alors, la suite




n 1]
>2(x™) tnelN; apt relativemant nomnacte,

Remarquer que dens cet énonc< on faill ‘-~+orye, @ ~t=artemané o=
processus F©; en erfet il est ‘quivalent d'aprés (1.3) d imposer la
‘elative compacité de (X(F") :n.<N), ou celle de (X(G®) :nelN) pour
d. vprocessus G° majorant fortem nt les F°,

, .
> b} contre-ayomnle, Aw wn + ~s=naliadwe (2,.13), on pourrait pen=~

ser que la Giita (Zea | “W) est relativement coupu... “F~ ~=n V77
sultes (X(Xy) :neXW) ot (K, ™y, .90

comme le nontre le contre-exemple

le sont. Il n'en est rien,
‘vant.

[ 1) » e -» - '
Soit T wuue vaeriable sur un espace -E’P) , de laj rv=~mantialle

de paramétr»e 1. Soit Nzlm’mm o :' u ~lus petite filtration
=~mAant K adaptéd. Soit Bt = t AT et A" = b v /mewl® Soit enfin
= R-B+‘An.. Le processus X' gst une semimarti.  ’. spéciale sur
(2,F,F,P), ds décomposition canonique X 2 M+ avec " N-B.

On a donc Fn a B+An.

Soit FP=32+N et X®a22N-B. Il est clair que F' converge p.s.

vers ) d pour la topologle de Skorokhod, et que pour tout t>0 on a
B s X? p.s8.} cependant, comme X® a un saut d'amplitude 2,

tandis que 1oz X™ oat chacun deux sauts d'amplitude 1, 1l'ensenmble

ol x? cOnTarge vers x® pour la topologie de Skorokhod ‘est négligeable:
11 set fanila dlan dédnira 4 Yo anita IFUET; nem) J'est _pas relati-~
vement compocste, bien que la suite (.'('(Fn) tnelN) 1le soit. .

Cet exempla ne contredit pas (2.13), car le processus limite F© est
discontinu; i1 ne contredit pas nom plus (2.8) utilisé avec les conditions
(2.6) ou (2.7), car F® n'est pas F-prévisible. Remarquons aussi qu'on
. obtient ainsi une suite de processus ) 3 qui sont F-prévisibles, et
w1 convergent p.s. au sens de Skorokhod vers ume limite qui n'est pas
F-prévisible. g

¢b - Semimartin&aies cuelconques. Soit maintenant, pour chaque nelN, une
sbnimartingale d-dimensionnelle X" = (Xn'i) 1ed quelcongue sur
(ILn,gn,_F_’n,Pu) . A X® on associe la mesure de ses sauts )‘n par

n
po(at,dx) = Za>OI{AX§;‘0} E(B,sz)(dt’dx)

et, pour tout b»->0, le processus



w1 n o0 5 Al .
(2.15) (), = Xy = Xy = Lo S 1_;;{‘3)(22}13%.

On rappelle (voir [6!) que les caractéristiques locales (Bn,cn,vn)
de X" sont caractérisées ainsi: '

B . . n e N n
est la projection ¥ -prévisible duale de la mesure ',

-V
- X*(1) est une semimartingale spéciale d-dimensionnelle de décom-
position canonigue X'(1) = ManBn,
-ona Ccl=(cht), e ¢ i L o™ C (P 3y
K

avec
< d

. o n . n s e .
On associe enfin a X le processus croissant F -prévisible fini

sulvant:

(2.16)  H} = 5. leMMy@enh D) vx%01)/ s, a0 .

(2.17) THEOREME: Si on a:

(1) 1la suite de lois (E(Xg) :neN)  sur lev est relativement compacte,
(ii) il existe des processus creoissants §n~nrévisibles ch majorant
fortement H" et vérifiant 1'une des conditions (2.3), (2.4), (2.5),
(2.6) ou (2.7),

(iii) pour tous N>»0, :»0, om a

1im lim sup . PRG0N xix: jxi>bi) ) = O,

bl
n

alors la suite de lois ((X") :ne¢N) sur D(ZO,G)fﬁmd) est relative-

ment compacte.

Déronstration. On utilisera les notations sulvantes: si W est une fonc-

~ 5 d A
tion sur L xR _<IR°, on note W« le processus

t s
W;»'/‘Ig = ‘f "' g W(s,x) /n(ds,dx) R
0 IR
lorsque cette expression a un sens, et on définit de méme W{yn. Lorsgue

W est prévisible, on note Wx(yn-yn) son intégrale stochastiéue par
n

rapport & la mesure aléatoire-martingale = —ﬁn', si cette intégrale
stochastique est bien définie (6], Si x"(b) est défini par (2.15), la

semimartingale spéciale Yn(b) = Xg + Xn(b) admet la décomposition

canonique Y'(b) = Xg + M%(b) + A%(®) , et il est facile de vérifier que

lorsque b1, on a:

n N~ (BB
[Fe = e Iy e =)
I < n on
©AT(e) = BT+ (x IJl::;x;ffb})r) ’

d'od les majorations:



(Mn’l(b),Mn’l(b) 5 L Cn,ll + ((){1)2 I‘ ‘ ‘\‘)”:,»,n

1
V(AT (b)) < VETT) 2 T Ty g )

Par suite le processus FP(b) assoccié & Y (b) par (2.2) est fortement

majoré par

2

CaofCxiay® s va (x B,

lui-méme fortement majoré par b(b*—d)Hn, donc par b(b<+d)Gn . D'aprés

le théoréme (2.8), la suite (Y(y™(b)) : neN) est alors relativement

compacte pour tout b>1l.
Posons

nzl).

-1 == 3 ~ . .‘r.n‘s; - . A
(2.18) o o= inf(s>0: !2X_|>b) = inf(szo.luxi}b;»,s

Soit N>»0, :»C, % =0. Pour tout temps d'arrét T relatif & En, on a

" (1 By = EMNT,

S o}
; 1 P ):
Hxowe by I ‘X =hbi T

by

de sorte que d'aprés un théoréme de Lenglart 871 on a

n, n ~ n ooy o . n,. s,
PRPapsm = PUI crgrD) € e PUIL p r

;

X »b

I1 existe donc b1l et n1¢;w tels que, d'aprés (iii):

Ti .
IR P L(Iol =N} x 1 - 2%,

D'aprés le début de la preuve, il existe 23>0, ¢ >0 ,nanN tels que

n= na ey

;‘ N i . .
. Pn(w (Yr(bj,t_'}) -;, ‘/;) % .

R , R n n
Il reste alors a poser noo=n, o ng et & remarquer que Y (b) =X sur

1'intervalle 10,70 pour obtenir:

b ks
1. n .
‘P (sups;mlgx (>a) = 3%

; S
neyn ™ “ R

- .n, Noono _ - oz
:WP (WJ (x ,{/')7 ’:’) B2 ji‘ s

d'od le résultat d'aprés le théoréme (1.2). ®
(2.19) REMARQUE: Il est facile de montrer (voir par exemple [7.1) em uti-

lisant le théoréme de Lenglart que, si Fg est défini par (2.18), la

condition (2.17,iii) est équivalente a:

- “ s ‘o p (,~n.\,:v
¥N -0 , limb‘a} lim SUP (/- (T, N) 0,



ce qui est sans doute plus parlant; mais la condition (2.17,iii) a l'a-

. . s oas , n
vantage de s'exprimer en fonction de la caractéristique p T de X .@&

Nous laissons au lecteur le soin de déduire de ce théoréme des corol-

laires analogues a (2.12; et a (2.13).

3 - CONVERGENCE DE PROCESSUS CROISSANTS

ta ~Un résultat sur les processus ponctuels. Pour chaque nelN on consi-
. Sy oo . n .n n . s
dere encore un espace provabllisé filtreé S, F ,En,P ) muni d'un pro-
n . - . R
cessus ponctuel X {(processus croissant purement discontinu, & sauts

dtamplitude 1, avec Xg::O ), de compensateur prévisible A",

Remarquons d'abord que X" se met sous la forme (2.1), avec Xg:iO
et M7P=xP o4 , de sorte que le processus F* défini par (2.2) égale

2 A" . On déduit alors du théoréme (2.8) le corollaire suivant:

(3.1) THEOREME: S'il existe des processus croissants En—prévisibles
majorant fortement 4" et vérifiant 1'une des ccnditions (2.3), (2.4),
(2.5), (2.6), ou (2.7), la suite de lois (I(Xn) :nelN) sur D(IO,m{;IR)

est relativement compacte.

Cn a également un corollaire analogue a (2.13), et le contre-exemple
3 Y s - 3 + . Ti -~ . ~ -
(2.14) s'applique a cette situnation: prendre X = IWT,aﬂ;+ IuT+1/n,ax;’

p.

i 3 ) no_ oy . o ; Ay en =
qui admet le ccmpensatear A = B + I;T+1/n,aﬁi’ la suite (7(a%):neWN)

est relativerment compacte, mais la suite (2(x™) : ncN) ne 1l'est pas.

Le théoréme (3.1) n'est qu'une application immédiate des résultats
du 32. Nous allons maintenant demontrer un autre résultat sur les pro-
cessus ponctuels, de nature trés différente, et gqui ne fait intervenir

ni les compensateurs prévisibles, ni les filtrations g@.

Soit D wune partie dense de R_, et x® un processus ponctuel dé-

C s " . - n cs s
fini sur un espace (9,F,P) . On dit que les X  convergent fini-dimen-

sionnellement sur D vers X% si, pour toute famille finie tl""tm
de points de D, le vecteur aléatoire (xgl,...,xﬁ )
vers (xgi,...,xg’).

71
Straf 147:

converge en loi

Nous alions démontrer le résultat suivant, di a
mn

(3.2) THEOREME: Pour gue les processus ponctuels X?  convergent en loi




10

yers le processus ponctuel XG), il faut et il suffit gqu'ils convergent

C s s w® A
fini~dimensionnellement vers X sur une partie dense D de K .

Attention: X% doit &tre un processus ponctuel, Bn effet, si les

¥ AN . )
g coanvergent fini-dimensionnellement sur D vers

processus ponciuels X
un processus limite x® gul ntest pas un processus ponctuel, il n'y a

. . . 31 @O
pas nécessairement convergence en leol des X vers X  : par exemple,

. , n .0

dans la situation de (2.l14%), les processus ponctuels X = IQT or*
Hdy -
ITT+1/n @i convergent fini-dimensionnellement sur 1] , mals pas en
P ) [
. @
loi, vers le processus X :EZI,T _—
— ¥ e

Démonstration. La condition nécessaire est bien connue (om peut prendre

pour D le complémentaire de l'ensemvle des temps fixes de discontinui-
té de x%).

Pour montrer la conditicon suffisante, il suifit de montrer que la
convergence fini~dimensionnelle de " vers X® sur la partie dense
D de IR, entraine la compacité relative de (Z(X") s ne ) , donc que
les conditions (1.2,1i,ii) sont satisfaites; dans les conditions de (1.2)

on peut méme supposer que N&D,

Soit done N&£D, @ =0. Comme P p.s., 11l existe a>0 tel

que P(X§)7'a)fég/2 . Comme les variables entidres Xg convergent en
loi vers Xg), il existe noﬁjm tel que
n ol : n,,0
Rrn e P (.supsxN Xs iva) = P (XN?r&) £,
d'oa (1.2,1).
Comme X% est un processus ponctuel, il existe ¢ »Q. tel que
T au D - @ = T #
Pu°uptgw (Ktﬁ-qﬁ Xt) =2 = /2.

D étant dense dans E,_, 1l existe des tiQ‘D tels que to::0~:tl¢5...

iztp::N et que ¢ sAti - tislgjdy' On a
Pisup., , x® - x® sz Loa /2
d:,-i 1‘p ti ti“'z
. . n I . p+l
et comme le vecteur aléatcire (Xt ""’Xt ) a valeurs dans NN con=-
verge en loi vers (X:>,...,X:}), on en deduit l'existence de noe:m avec
0 P
< n- ) n n - :
- = snmmrm P i N o 4 = 2 .
(3.3) nzng N [sup, .y (Xti Xti_a);—em; ;

n n

Soit alors Ti ’TZ » +++y l&s instants successifs de saut de . oS



o~

appartient a AP = 22(1(_”{X2.-Xn <1}, pour tout i il existe au
ool L t l

4 t i =
-2
plus un point T.(«) dans l'intervalle 7t

p t et dans ce cas il

st a0
o 17 A+i
: . n,. . . . 5 .
ntexiste aucun point Tk(ua dans les deux intervalles iti 1’t1j et

. . . i n . n ;
i + : ' o b ) o ey ) o . = Y /AN
iti,qst5,51. En d'autres termes, si .~ <A et s §5,=0, Sl"Tl( AN,
cees sp::Tf(w)j;N , il existe q-p tel que sq::N et la subdivision

i3

d

Sgreesr S, eN ‘O,N: appartient a f{ﬁ,ﬁ) , avec les notations de (1.1):
oL a donc w (Xn(mQ,L0 =0 car X est constant entre ses sauts. D!

aprés (3.3), il s'ensuit que

N -
n=z=n e .;r::'_") pn(wd (Xn, fi’) > O) = b4 s

0

et on a (1.2,ii). ®

> . : ,»,+ o~
$b - Fonctions croissantes. Soit o l'ensemble des Ionctions:ZlR+~w--,IR.f

croissantes, continues & droite. On note 3 wune distance compatible
avec la topologlie induite sur w* par la topologie de Skorokhod de
([0, ;R) .

Dans ce paragraphe, nous nous proposons essentiellement d'introduire
une condition nécessaire et suffisante maniable, pour qu'une suite (gn)
d*éléments de converge vers une limite gG) au sens de Skorokhod.
Plus précisément, si D désigne une partie dense de IR, contenant O,

soit les conditions:

n @O
(3ot g R T 2"
, , LS g8 s 5 @)%
(3.535 beD e 2g g g (0Bg) " o-s<t{%8s)

(ot og” = g -g?_). On a alors le

(3.6) THECREME: Pour gue é(gn,ga5—-uyo il faut et il suffit gu'on ait

(Buq)D et (3.5)D pour une partie dense D de IR, contenant O ; on peut

alors prendre D=<4t:t=0 ou ggf’: 0'. Lorsgue ga) est continue, il

suffit mé&me d'avoir (B.QQD.

Pour la démonstration, il nous faut quelques préliminaires. D'abord,
s0it 1a condition
- n e ) .
e 7 e ~ / . < -
(3.7), 5>0==> s avec & =8, 88, ——>48 , et s =s sl scD.

i n
n

i

(3.8) LEMME: Supposons gu'on zit (E.Q)D.



55}
L8 My = sup AB. -

i

(1) 8D, 8'» 8 =e=w3lim SUP(y) (sup Sraes!

@ 1) s<r=s!
(ii) si g~ est continue, on a (3'5)EV

(i1i) on a: (3.5)%<%xi?(5 )y

Démonstration. Les parties (i) et {(iii) sont montrées dans _7i, lemmes

e
4.7 et 4.12. Supcosons g continue, et soit t=0. On a

f\)

q’

’-—'—'O( s<t (!. g =

et (ii) découle de (i).w

Par ailleurs, Aldous 2, 27.3. a donné le critére suivant, qui découle

trés facilement du thécoreéeme 1li.4 de T37:

(3.9) LEMME: Pour gu'une partie % de D(i0,w{;R) soit relativement

compacte, il faut et il suffit gu'on ait:

(1) Pour tout N=0, l'ensemble ;ft: t <N, fe¥%} est borné dans R.

{(1i) Pour toute suite (fn) dféléments de T et toutes suites (s;),

n n . - . . _y e
(s‘), (s;) de I, convergeant vers ls méme limite t>0 et veérifiant

n B _gh . n . )
S, = < Y o, u = 2 D m >
1% 85 = 3, si fs? converge vers o<, pour 1 1,2,3, 0on a 2%
0u Ay = g .

(iii) Pour toute suite (f

" o . — . n
dt'éléments de T+ et toute suite (s )
T.

n . .
(f°,) convergent respectivement
s

) . i N
décroissant vers O, si (f.)
a

¢

vers A et g on

Démonstration de (3.6). Compte tenu de () 8,iii), la condition nécessaire

est classique avec D= it :t=0C ou Agt =01 .

‘Supposons inversement qu'on ait (5.4)D et (3.5}D, donc aussi (3.7)D,
pour une partie dense D de IR_ contenant O. Etant donné que la li-
mite d'une suite de fonctions de V' est entiérement déterminée par les
valeurs qu'elle prend sur l'ensemble dense D, comme on a (B.Q)D, il
suffit de montrer que ltensemble 'FF-*g ; nelN'! est relativement com-

pact pour obtenir gque a(gn,g ) —2>0 .

Comme les g° sont croissantes, (B.Q)D entraine trivialement (3.9,1)
et (3.9,iii). Soit (n') vune sous-suite infinie de W, et trois suites
( nt ( nt ( ot t t > C t vérifiant n'/, n'_ n'

s,l ), S5 )N 85 ) convergeant vers ,10 et verifian 8, = 2 = 53 .
Supposons que les limites rXi::ll '(nt) g E existent. Soit aussi
d'aprés (3.7) une suite (tn) convergeant vers t et telle que Ag:
tende vers ugt . Pour tout >0 il existe u,u'<«D avec <t=u!

g® , . n i
et -g ag$)+z; comme les g  sont croissantes, que (gu) et
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(82,) convergent vers g? et g?, respectivement, et que :t est

arbitraire, il est facile d'en déduire que: lim(n) gf_"nzg:’ ,

lim gy =gP , et gPuan, <g
(n) =(t, )~ t- t=="1

€ i ntre e o = A=
t ce guli mo qu 1 ’2 3
si Ag, =0 . Au contraire, si ug, >0, comme o4 =1lim. gsxll' , ce

qui préceéede entraine qu'a partir d'un certain rang, il faut gu'on ait

. n' - . ® :
soit si1 <t , pour tout n', auquel cas il vient «, =g  , soit
n' . . ® .
§; 7 tn' pour tout =n', auguel cas il vient -zxi::gt . Enfin, comme
n' n! n'

By 85 = s3 on a [\/‘15'#2 \3 , et on en déduit immédiatement que
* =, , Ou que ;xzz‘x,ﬁ . On a donc (3.9,ii), d'ou le résultat.m

(3.10) REMARQUE: La croissance des gn joue un rdle essentiel dans la
démonstration précédente. Le théoréme (2.6) est en effet faux si les

n . .
(g") ne sont pas croissantes, comme le prouve le contre-exemple suivant:

. p/n si p/na E A (p+1)/n2 et Os<psn
1 ’ .
g: = ¢ (gn-p)/n si p/n/' b = (p+l)/n2 et n+l < p<2n~l
Lo si t=2/n.
La suite (gn) ainsi définie vérifie (Eﬂq)D et (3.5)D avec D= ]R+
et g2=0 , mais on n'a pas s(g”,g®)--—0 car gil/n = 1 pour

tout n.=®

Terminons ce paragraphe par queligues résultats techniques. Si geVt

on pose
{ D(g) = is>0:5=0 ou ~ag_=0)
| = ‘
(3.11) ; U(g) = {u>0: agsféu pour tout s3>03
_ ? tole,u) =0, t, 4(gu) = infls >t (g,u) :ggs?}u) )
s = g, - 2 ) ' e
BWy = &g = Foigur “Bs Tig, suy  (dome slWEs)
(3.12) LEMME: Supposons gue E:s(gn,gm) —» 0, et soit u e_U(gm) .
(1) On a: t.(g",w) ——>t,(g50) .
. - n . . ®
(11) gu-' "—Sgti<gn’u) REaad A—Jg ti(gw’u) _§_1; ti(g ,U) < Q@ .

(1i1) On a:  3(g%(w),g®(w)) —> 0.

Démonstration. Soit D:D(gm) . D'aprés (3.6) et (3.8,iii) il existe des

n ) n
Sy ‘tels que: sy >8P 1=t (g%u) et A8y e Ay si 8RN m.
1 1 B3 by i
Soit
""/rl n 7

n
g (u) = g - 7. .38 .1 :
t t il n n - .
Si ?S)_ <t



Comme sg}efD, il est ¢lair gue: L ¢ D -==b n(u)
wel® oz a Agcjiu}czu identiguement, donmc (3.8
tout t2 0 il existe un £>0 tel que
. o~
iim sup (supy .o 4 =8 (W) =
n

1

U= 72,

n . ) A
Comme 4g pn>u si s;<@®@ pour n assez grand, on en déduit gque pour
st

1 no. . .
tout iel, on a s% = ti(g ,1) pour mn assez grand, ce qui entraine

(1) et {(ii). On en décduit aussi que si

t>0,

pour

n

assez grand on a

gn(u)szgn(u)S pour tout s <t ; donc les gn(u) vérifient (3.4)D

et (B.S)D, et on a (1ii) d'aprés (3.6). %

$c - Application aux processus croissants. Pour chaque

G®. Par analogie avec (3.11), on pose
! Dn = )S »>0: 8=0 ou Pn(L‘Gg »>0) =0 ',
Patos 'u>0: P (Is>0 avec 4G =u)
(3.13) «
Vb _ n e ini(a oD .
; To(u) =0, Ti+1(u) = inf(s - Ti(u) : 4G
. _ @l _ B
- G (u)t - Gt “Qus st “Gs 1oGR u

(3.14) PROPOSITION: Supposons gue - (G°)—>.7(GP)
gh convergent étroiltement vers celle de

topologie de Skorokhod).

(1) 8L tysees,t «0® om oa: TG ,...,G

q R ty

(1i) 81 ueu®
n

A~ N /)——'f
\* I Y
n 7
t ) [
q

~Nrmil n . et P ot
"“\(Tl(u)’.oo’Ti(u),L‘GTg(u),ooQ,.AGT?(u),G (U))

n<lN on consi-

. saa 2 .n n o.n . .
dére un espace probabilisé (2 ,F ,P’) muni d'un processus croissant

(i.e., les lcis des

ielN, on a (avec la convention

s

étant muni de la

(ef,...,e?).
1 q
A6 =20):
@D

ez P U) e, TR0 5 4Gy v e e iGn, s 3G (1)) .
1 i T u) TP (u)

Démonstration. (1) est bien connu. D'aprés (3.12), les fonctions:

g~ ty(gu), g erogy g,u) 0 &7 g(u)
la topclogie de Skorokhod sur¥ V7, en tout point g tel que uzU(g).

53 uet®, ona PPio: wueu(6®(~))1=0, dlon (1i). =&

sont ccntinues pour

Passons malntenant a la convergence en probabilité (notée: ~~5L~9 )

n r - N - ~ ~ . < z - -
lorsque les G sont définis sur le méme espace probabilisé (,F,P).

Scit les conditions suivantes, o D désigne une partie dense de ]R+

contenant O :
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n P @
(3.15) teD w3 Gy ——s Gy
B VS - P 5 a:ﬁZ
(3.16)D tc D _<===_~—-> ZO‘fsi‘ft (.{AGS) —— dee O"sﬁ‘t (AG .

(3.17) PROPOSITION: Si G® est continu, on a: (3.15) ) ==>(3.16) g «

Démonstration. Rappelons d'abord que pour des variables aléatoires (Yn)

R s P
a valeurs dans un espace métrique, on a Yn ————— > ch si et seulement si
de toute sous~suite infirie on peut extraire une sous-sous-suite infinie

qui converge en probabilité (ou méme p.s.) vers Yco .

Quitte & diminuer D, on peut supposer que D est dénombrable. Quitte
a prendre une sous-suite, on peut supposer que G: —————'->G? pour tout
t €D, en dehors d'un ensemble négligeable indépendant de t ., Le résul-
tat découle alors de (3.8,ii).m

Par le méme principe d'extraction de sous-suites, on déduit de (3.6)

et de (3.12) les propositions suivantes:

(3.18) PROPOSITION: Pour gue $(G%,6®) —F- 0 il faut et il suffit
qu'on ait (3.15), et (3.16),, (ou seulement (3.15), si 6® est conti-
nu) pour une partie dense D de R, contenant O; on peut alors pren-

dre D=D%.

(3.19) PROPOSITION: Supposons que 5(6%,6%) ~F .0 et que ueu®.

(1) On a: Tj(u) ——-f-———»'l’g)(u) .

{(ii) On a: AG;n(u)~——-§-—> AG,?CD(H) sur l'ensemble {T?(u)\/m? (ou par-
i {

tout si on convient que AGCD =0).

(1ii) On a:  $(6"(w),6%()) —>— 0.

Remarquons pour terminer que (3,18) implique 1l'équivalence des condi=~
tions (2.6) et ‘(2.7), et aussi, gréce & l'artifice utilisé dans la remar-

que (2.9,2), 1l'équivalence des conditions (2.4) et (2.5).

4 - PROCESSUS DOMINES PAR DES PROCESSUS CROISSANTS

Sa - La domination par des processus croissants. Dans toute la partie 4

nous supposoms donné, pour chaque nelN, un espace probabilisé filtré
nn,fn,gn,Pn) muni d'un processus d-dimensionnel X2 adapté a En ,

continu & droite et pourvu de limites & gauche. Cn note @n la classe



F? -temps dlarr8t. Soit également G® un processus croissant sur

‘8

n F? P Y}, pas nécessairement adapté a _lj_‘n . Nous ferons l'hypothese

! "domlnatlon“ suivante: '

cel) ¥N> O, 5> 0 et 'f : 0,0L —>0,m. avec lim_ . fN(’()) =0,
[ A

tels que: ’o‘n N, ihzO ¥7-0, %S, Tc'l‘ avec S«<T=N, on ait

48 R < s n 1’1‘_ nyl 3
P (supscsszgxs“‘XS [ () aN “"‘fN(?Z) + P (GT Gs - ) lo

Cette hypothése compliquée est heureusezent satisfaite par les semi-

irtingales de type (2.1):

t.2) PROPOSITION: Supposons gue les X" soient des semimartingales de

rpe (2.1) et que les F?  soient définis par (2.2). La condition (4.1)
. >

st_satisfaite avec a = 2d et fN(Y;) = Zdz/n_“ + d/n, dés que les

socessus croissants GP majorent fortement les Fn .

‘monstration. Il suffit de montrer le résultat lorsque 6% = .  Pour
>ute variable aléatoire 2Z2>0 ona P(Zzv)s ¢/7 + P(Z=¢2), z{onc
L S<T:

n S PO RS < P B N £ Bl Bely n,i, .
+3) P(supg, g p b T AT TIE ) e FAVIAT g - VAT g2 £)
n,i,3 n,i n,i,Mn,i>S

it SeT®, N=MDT oMY et Bt MMt oon (o

désignele processus Y arrété en S). On sait que N2 est dominé

-

- 4 s < s
1 sens de Lenglart (8] par le processus ¥ -prévisible B, de sorte

le pour tout 'i‘tg‘n on a
n L 82 . 3 1 o
P (SupsiT (NS) z ) < 7; + P (BT ¥ on),
'‘ou si S<T:
+ol4) PR (sups s« T;Mz + Mg’l;‘;« »..3).{. -5-2~,+ Pn(<Mn’l,Mn’ >T-\V\["l Mn’l>S = 1),

i

En combinant (4.3) et (4.4), on arrive a

Pn(sups<s€T1X2—X252 )

< ZisdEPH(S“Psfsmszg’i‘Mg'l = ;2-) + P"(supg _ S(,I.!Ag LS X
gzlsd%_%«»p“(f‘;-f"’;,w)ﬁ-—%- (Fo - Fa 1

sza{(%%i ) + PN(F )

ar F" domine fortement V(A"'T) et <Mt M
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Nous verrons que l'hypothése (4.1) n'est pas toujours suffisante pour

0S5 besoins, et nous allions introduire une hypothise plue forte. Omn uti-

ise les notations (3.13) et, si ux»0C, on pose

M), = X0 - F L LX
t ¢ 1S <

n

n n . .
et G (w)= G ; attention, ces notations

st u=z®, on a Mw) = ¥

© sont pas les mémes que dans la preuve de (2.17)). Soit alors:

4L.5) ¥ >0, 3 ag -0 et - fy : 0, —» 0,0 avec 1im,;7,3,c0 fN(";) =0,
tels que: ¥n:IW ,¥.>0,%¥4>0,%uc’0,w1, ¥5,T7« % avec
S<T<N, on ait:

n { o ) - n I by ¥ Denn -(‘n = ¢y}
P (supg X (w) =% (W i>7) = ay L fg G+ PG (W) - 6T (u) g = )

oun retrouve (4.1) en prenmant u=om ).

4.6) PROPOSITION: Sous les hypotheses de (4.2), la condition (4.5) est

iatisfaite avec ay=2d et fN("?) = 2d2/*-gd + d/7 , dés gque les proces-

. . n . . . n
sus croissants GP  sont F'-prévisibles et majorent fortement les F .

. < - e Y n - e n 2 . P
)émonstration. L'ensemble H (u) =14G < u: est F -prévisible, donc la

; L. . Ll LB n n
lécomposition ~anonique de X (u) :an(u)vx est X (u) = Xj +
. n . n 1 n DN -~
. o + I sAT = X o+ M (u) + A(u)y. D lus le processus asso-
Hn(u) M Hn(u) A O I\ ( ) ¥ ( J € p ¥
s

16 a4 X%(u) par (2.2) est F'(u) =IHn(u)‘ ‘Fn, donc F(u) <£ ™ (u) :

.1 suffit alors d'appliquer (4.2) & X%(u) .®

(4.1):

]

Voici une premiére conséguence, facile, de

4,7) LEMME: Si on a (4.1) et si

i) la suite de lois CEZT’(XS) :neN)  sur le est relativement compacte,
'1i) la suite de lois (¥(G™) :nel) sur i est relativement compacte,

_es processus {(X%) vérifient (1.2,i).

Jémonstration. Soit H§»0, £ ~0. D'aprés (i) 11l existe ng < N, b>0, avec

] oo n n b= < 7
o> n"l TR, P (s XO - b) = /2 .
n

Staprés (ii) et (1.2,1) appliqué aux G, il existe n,cWN,c.-0, avec
n,.n .
n> nZ s e 2 P (GN > C) = C/L}(?\N .

{1 existe d>»>0 tel que fN(d)s ia/uaNc . 81 a=b+d et si on applique
4.1) & S=0 et T=N, on obtient:
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L B R S n ‘ J
»a) € P{{Xy1>b)+P (S“PS£N'2XS o

AN

x
Y
o

3
+ aN(ch(d) +?*;':‘\.].) =,

nojre

d'ol le résuitat. s

b -Cas oy les processus doninants cocnvergent vers un _prccessus continu,.

(4.8) THEZEOREME: Supposons gqu'lon ait (4.1). Si
(i) la suite de lois (I(Xg) tneW) sur IEd est relativement compacte,
(i1) la suite de lois (Z(Gn) tneN) sur ' est relativement compac-

te et n'admet pouur points dlaccumulation gue des lols de processus con-

tinus,

alors la suite de lois ({(X®) :n¢N) sur D(ﬂO,aﬁHJRd) est _relative-

mnent compacte,

Ce résultat est un corollaire, dégagé par Rebolledo, du critére d!
Lldous. Il est important de remarquer que la continuité des limites des
e implique que les points d'accumulation de la suite f(Xn)) sont

des lois de processus quasi-~continus 3 gauche pour leur filtration pro=-

rre.

Etant donné (4.2), ce théoréme entraine la validité du théoréme (2.8),
lorsque dans (2.8,1i) on utilise la condition (2.3): remarquer d'ailleurs

. sk . n
que dans ce cas, la prévisibilite des G est superflue,

Bien que ce théoreme (4.5) soit connu, nous en redonnons ici la dé-
monstration, car elle constitue une bonne introduction pour la démons-
tration du theéoréme plus général que nous énoncerons aprés., Nous suivons
essentiellement la démonstration d'aAldous, et plus préciéément l'exposeé
qufen a fait Métivier dans [10 .

Etant donné (4.7), il nous suffit de montrer que la suite (x") véri-
fie la condition (1.2,1ii). D'aprés le "principe des sous-suites" énoncé
avant (2.12), on peut supposer que les 6" tendent en loi vers un pro-
cessus croissant continu a“’, défini sur un espace probabilisé (ﬂgg,P).
On fixe N>0, ¢ > 0,%>0.

\ P L L. . I .
lére étape: la "presgue é&quicontinuité uniformd'des G . Le résultat

de cette premiére é.ape est classique. Nous en donnons une démonstration
pour &tre complet, et parce gue le méme genre de preuve sera utilisé
plus tard. Comme G® est continu, pour tout >0 il existe une varia-

ble T(v)>0 telle gue



@ - A 2
Cremyan ~ & e

Soit alors v(r)>0 tel que ©=N/5(f) soit un entier et gue P(T<%("))
< ng(vg)/Z . Soit ti =is(r) et A“ = i.\,.f,lfif.p{GI;_ -Glgi-‘l?" v} « Avec les
notations de (3.14), on a DCD:ZXR+ , donc (3.1I+,i)lentraine que

Pn(A?) e P(A?) pour tout &> O tel que la frontiére AED de A%

vérifie P(bA"}’) =0 .

t -_—? N TeromEe R

I1 existe une suite »_ T2 telle gue P(?)A.? )=0. On a Pn(A?) <
n,,n - o, 3 o :% n ® ¢
P (Arq} s llm(q) P(LY ) =P(AY), et 1im(n) PR(AL ) =P(A, ), ce qui
implique: 1lim sup(n)an(A?)é P(A?) . D'aprés la erinition de & ()
on a P(A%R)« pfy(n)/2, donc il existe n (?)eW tel que
n n n
nyn () sewess Pr(sup, (G, -G Y» 0 = o f ().
o} inp ti ti-—’.}. C TR

Enfin, comme G est croissant, cn en déduit gue

- Pl R ST o ‘n - n o 3 < - “ry V
(4.9) = nrn () e Posupy 0 (Grp oy v 8) 220 5 pipl .

2éme étape: utilisation de (4.1). Soit {3'1=f/_3aNfN(vg) et 5=d(n)) .

Il existe qeN tel que gquv>2N. Soit 7,= ;"‘l/q et &%= 57(3’2)/‘3 g,
- ) \/ ol : 1 5dui L |
n, =n (e,)Y n (7). On déduit de (4.9) que

n P 2 AL . <t
j P (sup, .y Clpaman - G )= 2e/3ayf (7)) < ¢/3ay
n = n’l a4 3 Pn( . (,11’1 Gn) % 2t/ f (y )) \;/
L supy _y (E(gpanyan = G¢)7 Saa I % < v/3qay

Un calcul élémentaire, basé sur (4.1), montre alors que
o ; p cyl N -
| P (sup 5X(t+s)/~.ln' Xt %)

(Lf'.lo) nzn ’T & Tn,T~:N =-‘-'==_-_»_';:¥, \: 8«8
10t ¢ 2 PP (sup P g2 -0 ¥ ¢/q
L s« at i T (t+s)AN g iFo= .

Zime étape: comstruction de la subdivision de (O,N . Pour chague ncN
PU N q

‘o . n A
on définit par récurrence les F ~-temps d'arrét:

n
i+l

n

(4.11) Sy = 0, S = N/Ainf(s »S0: x2-X

i* s o
L'implication (4.10) entraine:
D(sPan, S‘;‘an‘ +7) = ¢

P > -
! i i<l
(4'12) nzn :‘-::::::;?{
z 0y P W S no_ LR -
L PH(S{ <N, S{<S8] ,+8') < £/q.
n

Comme S = Z’.Lc_:k:q( " S, 1) , 11 suit de la premiére inégalité (4.12):

T

oy @l . L Npegh _ o .
N PR(SE<N) = EN(S *gsga‘Ni) = L peg® WSy sk_l)xisgdm,,


http://if.ll

YAV

> Z’lsksq P ({s <N}N is <N, st

> qun(Sg<N) - qf€.

n
w = Seq <D

Comme g0>2N, on en déduit que

n _ n n_.n ' R
Soit enfin A" = ﬂ’lﬁisqis.t’N s ou S, Si_,l?Q } . La seconde iné
galité (4.12) entraine que

(4e14) npn ———p PU(AY) » 1 - £,

L4éme étape: évaluation de wN.'(Xn,a') . Si weAnﬂ{SalzN} , les points
{S:(u) :0<i<q} constituent une subdivision de [0O,N] appartenant a
d(N,0) . D'aprés la définition (4.11), on a !X -Xn |l<2% ei

S ss<t<s? Donc¢ sur Anﬂ{s =N} ona w (Xn 9')<2f7. D'aprés

i+l
(4 13) et (4.14) il viemt slors

nyn, —— PR (x",60)z 27 < 3¢,

de sorte que la suite (X") vérifie (1.2,11), et le théoréme (4.8)
est démontré.m

§c ~Le théoréme général. Nous avons montré dans la partie 2, en exhibant
le contre-exemple (2.14), que le théoréme (4.8) m'est pas valide sl dans
(4.8,11) on supprime 1l'hypothése de continuité des processus limite des
Gn, et ceci mdme lorsqu'on remplace (4.1) par (4.5). Pour obtenir le
résultat cherché, nous alions devoir remplacer la condition (4.8,11) par
l'une des conditions (2.4), (2.5), (2.6) ou (2.7), ou par l'une des con~
ditions plus falbles suivantes, Dans 1'énoncé de ces conditions, n&us
utilisons les notations (3.13).

(4.15) (1) Les processus G convergent en loi vers un processus c® .
(i1) W>0, ¥uel®, #131, ¥0>0, ¥¢>0, Jo'e 10 U'E,Jn elN,
tels que si nzn, i1 existe R" e’I' avec

PRUTI(w) =) ANSRY ]+ PH(TJ(w) s N +0, R*2T0(u) -0*) < £.

Cette condition compliquée signifie que, O et N étant domnés, on
peut trouver un En‘-temps d'arrét R® qui est compris entre T:(n) -G
et T:(u) -0' 13 on T?(u)sN-ra- et qui est supérieur a N 1la on
T?(u);NH", cecl avec une probabilité aussi proche qu'om veut de 1,
le point important étant gque o' ne dépende pas de n ., Cela entraine



en particulier que Tz(u) est g_‘n-accessible; en général, dlailleurs,
G% “est zn-prévisible, donc T?(u) également, et cette condition .si-
gnifie simplement que les- Tz(u) peuvent 8tre annoncés par des temps
d'arrét R" qui sont "uniformément (en n ) loin" de T;(u) .

(4.16) (1) Les processus G convergent en loi vers un processus %,
(11) W>0, ¥wueU®, ¥ix1, ¥£>0, ¥17>0, Jo>0, In eW, tels
que si nFn, et si 8"e 'gn , on ait

Pn(T;(u)-o'<Sn<Ti(u)‘5N, len(u)sn‘>7) €¢ .

Enfin, on peut évidemment }emplacer les conditions (1) c¢i-dessus par
la relative compacité de la suite (Z(6") tnel) . On peut alors énoncer
la condition suivante (4 me pas lire), encore plus affreuse que les pré-
cédentes, mais plus faible.

(4.17) (1) La suite de lois (X(G") : neW) est relativement compacte.
(11) de toute sous-suite infinie NOCN on peut extraire une
sous-sous~sulte infinie m,lclio telle qu'il existe une partie
U de 7]0,w[ & complémentaire démombrable, avec: ¥ >0, ¥uel,
¥i21x’1 ¥£>0, ’f‘rpo, Jo >0, an_e]!‘l,‘l tels que si nzn,, ne]‘i,l,
§° €T, on ait

Pn(T:(u) —o‘<sn<T2(u)<N, }Axn(u)sn)> 7) $§ .

Nous nous proposons de montrer le théoréme suivant:

(4.18) THEOREME: Supposons gu'on ait (4.5). Si

(1) la suite de lois (Z(xg) :neXN) sur IRd est relativement compacte,

(11) on a 1'une des conditions (2, 2. 246 2 ol .16),

ou (4.17),

alors la suite de lois (X(X") :neN) sur D( [O,col’.;]Rd) est relative-
ment compacte.

Etant donmé (4.6), ce théoréme entraine la validité du théordme (2.8)
lorsque dans (2.8,11) on utilise l'une des conditions (2.4), (2.5),
(2.6) ou (2.7). On a les implications suivantes, entre ces conditions:

(4.19) PROPOSITION: On a: (2.4)€==X2.5)==3(2.6) &=X2.7) r=p(4.15), -

11 suffira donc de montrer (4,18) sous l'hypothése (4.17). Mais, en



el
5.

invoquant le '"principe des sous-suites" déja utilisé plusieurs fois on
se raméne & supposer qu'on a (4.16), & ceci prés que 1® est remplacé
par um ensemble U dense dans J0,®m[ et contenu dans u®

La démonstration de (i4.18) va suivre les mdmes étapes que celle de
(4.8). Cependant, la premiére étape de (4.8) ne peut pas se transposer
telle quelle, car a® niest pas nécessairement cohtinuo, ni a~-fortiori
uniformément continue. Cependant, dans une étape préliminaire, nous
allons montrer que les 6" sont "presque équicontinus" aux pbints Tz(u):

(4+20) LEMME: Supposons qu'ow ait(4.16,1), On a alors: VueU®, ¥1z1,
¥¢p>0, ¥p'>0, Ib>0, jn,le:N tels que

n
n?!»l Ty P [Gn(n)Tg(u) +b - Gn(u)T?(u) -b * e ] - ?.

(par convention, Gg =0 s8i 8<0),

Démonstration., G% est définl sur un espace probabilisé (.(z,g‘,P) . Comme
G®(u) est continu en T;_’(u) , 11 existe une variable T(«~)>0 telle que

Gcm('u)’l"‘w(u) +T' Gm(“)T‘C"(u) < f.

Il existe b>0 tel que P(b<T)>1-P'/2 et que AG“’(u)Tm(u) +p =0
Pe8. On déduit alors de (3.14,1ii) que

n : ® ®
Z(G (u)T?(n)*’b’G (“)T?(u)-b) —> A(a (u)‘l‘g)(n)*'b-’G, (u)Tg’(u)-b) .
On montre alors, exactement comme dans la premiére étape de (4.8), que
nr,n n
® i)
é P(G' (n)Ti‘)(“)+b - G (u)Tf(u)-b)f) .
I1 existe donc nlell tel que sl Bz 0,y on ait

e
P*(a" (u)Tn(u)+b-G (u)Tn(u) p2f)= P@E% (u)Tm(u)+b -a® (u)T“’(u) b>(’) =

P et

< 5 +3 = ¢'.n

Démonstration de (4,19). On a déJa wu les implications: (2.4)=>(2.5)
. o) (2,6) €&=>(2.7), et 1'implication: (2.16)= (2.17) est évidente,

Supposons qu'on ait (2.6). On a évidemment (4.15, i). Seit N>0, ue Um,
iz’.l., c>0,£>0. Comme a® est Fm-prétisible, T (u) est un temps
F -prévisible, donc il existe un F ~-temps d'arrét R tel que R<Tm(u)
et que



(4.21) P(R<N<TP(w) - §) < /6, P(R<IP(u)-5<w) = €/6,
Il existe o'e JO,9/4[ tel que
(4.22) p(mf(h) - 20'< R<w) < £/6.

Enfin Tn(u)-——-—P—> T?(u) d'aprés (3.19), donc il existe noeN tel que
8l X zn,

(4.23) P[{T“’(u)<m,w (u) - T“°(u)l><r‘3U{T (w) =, Tj(w) <N+ }] = €/6,
En assoclant (4.21), (4.22) et (4.23), on arrive &
PP(T](u) - HARZR" ] < £/2
PUTI (W) N+, R 2T{(w) =0") s €/2,
et on a (4,15).
Supposons emfin qu'on ait (4.5) et (4.15). Soit N>0, ueU®, 121,
£>0, >0, D'aprés le lemme (4.20) il existe b>0O et n,_LeIl tel que
(4e2k) 2By s P[0 (g y) 0, = O (Wgn g7 e/hayte(H ] < €/8ay .

Dlaprés (4 15,11) il existe R,z By et o>0 tels que si n2>n, il
existe R® eT avec

P'(aM) < 2A8——, ot A" =

{75 (u)> N+, R <N}U T8(u) < N+b, B < T} (w)-b} {1} (u) < N+,
R" > T} (u) -5},

(4425)

8i alors T =T{(uw)AN et VUaR"AT", on déduit de (4.24) et (4.25) que
D3N, ey Pn[_(}m(u),rn - Gn(u)vn = E/ua.NfN(g)] < €/hay,
donc d'aprés (4.5) il vient par um calcul facile
7
(4:26) n3n_ —p P'(B") < £/2, od Bn={supvn<3£Tn’Xn(u)a-xn(u)vn]> 3}

Soit alors Snegn. Sur (Bn)c on a Mxn(u)]sq sur l'intervalle
stochastique ]]Vn,'l‘n]]; si ue(An)cﬂ(Bn)cnfT:(u)-o_'<sn<‘1‘2(u)£N}
on a Tn'a'l‘;(u) et RU=2Vl<s®< T, donc 1AX2(u) gy |< 7. D'aprés
(4.25) et (4.26) on a donc |

B3 R =y PP[T}(0) -0 < 5" < T} (u) <N, 1axn(u)sn|> 7] < ¢

et (4.16) est vérifié. o

Passons maintenant & la démonstration du théoréme (4.18). On sait
qu'on peut supposer qu'on a (4.16), 4 ceci prés que U® est remplacé
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par un sous-ensemble U de UP , dense dans JO,®[. D'aprés (4.7), 1l
nous suffit de démontrer que la suite (X") vérifie (1.2,11), et & cet
effet on fixe ume fols pour toutes N>0,£>0,7>0,

lére étapé:{. la "gres’qﬁe équi-cohtinuité uniforme" des G (u) . Comme
Gn(u) é n sy le corollaire (1 3) entraine la relative compacité de la '
suite (X(G®(n)) 1 neX). Donc si ¢>0,u>0, 11 existe 2(u,p)ell
et 9(u,g)>0 tels que _ ) R

A

nzn,(u,p) =— Pn[w (6" (u),6(u, p)) ? (’] < Pf (7).
5L w=<p on a AGY (u)< ¢ 1identiquement; par ailleurs 6% (ut) < 6% (u)
sl u'su, donc si u'su=<p 1l vient :
{sup, _y (6™ (u* )(t+6(u PIAN a"(u! )t]>3{’} < {'N(G (u) 9(11,(’))?(’}
et on en déduit que

(4.27) u'su<p, n>n (u,?)

2éme Stape: premiére utilisation de (4,5). Soit Pq = E/hayte(7)

ye 10,(’1[, 6= 9(""1’()’1)‘ o Il existe qeN tel que q8>2N. Soit
?Zafl/q ’ elo,q.l/\pzﬂ et A = 9/\0(\12,(!2) « Soit enfin ueUﬂJO uac
et n,= nz(ul,pi)\/na(ua,()a) . On déduit de (4.27) que

PP[sup, .y [67(0) (4opryAN - Gn(“)t]?“/‘*qanfn(”l)] < E/hqag.
D'ap:és (4,5) 11 vient alors

P*[sup, _, | XM(0) (qygypn = KWy |2 7] <8

(4.28) n=zn ,TeT yT<N -;{
p" SUPg _ o | x® (u)(T+B)AN X (u)T|>"Z]<€/q

Zéme étape: premiére subdivision de [O,N]. Pour chaque .n'ell on
définit par récurrence les Fn-temps d'arrét

(h29) 85 = 0, SN = N/\inf{t>s b X% (0), - X (u)sn\>”l}

od u est le nombre fixé dans la seconde étape., En utilisant (4 28) et
g0 >2N, on momtre exactement comme dans la 3éme étape de (4.8) que

(4:30) D2n, w— P"(s:<n) < 2%
. n,,n . n n o n n
(u.}l) n}na muznép (A ) ?1" E, ou A = ﬂléi‘qisiz}" ou 31-31_13 6'}.

81 jusqu'a présent la démonstration a suivi de pr&smcelle de (4.8), 11
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nous faut maintenant introduire des étapes supplémentaires, car les
relations (4.29), (4.30) et (4.31) ne concernent que les processus
X% (u) ; autrement dit, 11 faut examiner les sauts de X" aux temps
T:(u) .

Léme étape: étude des temps Tl.;(u') . D'abord, il existe 0¢]0,0'/2[
tel que m=N/r soit enti.oer et que P(n’l-:—iém{Ti (u) -Ti_,l(u)>0'})
?21-¢/2, Comme uelUcU , (3.14,ii) entraine qu'il existe n3em

avec:
(4.32) n3n,—sP™(BY) >1-¢, o 3" =[], frhw -1} (w>oh

D'aprés (4.16,1i) 1l existe o¢'e 10,8'/2[ et n XN tels qué

N

nzn A<ism,s"c '_Ijn Pn['l‘:(u)-a'< sP< Tg(u) <N, |ax%(u) ol >n]1< €/mq .
= S

4?
Par suite,

(4.33) nznu——»p“[ﬂuism ﬂigm {Ti(u) -a'<S§<T§(u)£N,
jax™(w) 5 | >t < €.
ok

D'aprés (4.20) il existe o¢"¢ ]0,8'/2[ et n,cN tels que

ny x;l,lgism —-an[Gn(u)T,i](u)M,,, - Gn(“)‘l‘?(u) > €/2mqanfn(-;l)] < E/quaN ’

et (4.5) entraine

. £
ny n,l,’ls ism —gpn[aupss‘r" }Xn(u) (T‘;(u)m)/\N - Xn(u)Tg(u)AN‘; %] < ;71. ,

d'ou
(4434) “?%”@Pn[ﬂigism n,lgj‘q{T;(u)<S!;<T;_x(u)+a",
|ax"(u) a |7 1H]< €,
J
En combimnant (4.33) et (4.34), omn arrive a:
az 5 \/n, — PMCY) 2 2-28, oa ¢ =
(4.35) [ n n_ 0 n,.n n }]c
{Ti(u)-rr'< SJ<Ti(u)+o*',Sj;‘Ti(u),\Ax ~(“)‘sn |>7 .
. | ;
Séme étape: seconde subdivision de [O,N]. Soit _noqu\/ 32Vn3V D, ,

p=aActAen, et EM = aA"()8%()c"f) {S::N}. D'aprés (4.30), (4.31),
(4.32) ot (4-35),_0n a

(4.36) nzn

1si<m 1sj=<q

o--a,.p“(E“)ya-ee.

Fixons w €E®. On considdre la subdivision O = to < t,l L eue <tp =N

de [O,N] constituée des points suivants:
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- les Tzi]‘(u) tels que Tn(u)éN (donc 1i<m, car w eBY) ’
- les S? qui n'appartiennent pas a U,l‘:‘_‘ JT (u) - o*' , T2 (u) +oul
- les points O et N,

Comme o'< 9'/2___ et o"<g'/2, et comme ueAnﬂBn y 11 est facile de
voir que i'.i- ty4zf 51 1lsisp-l, donc la subdivision {ti} appar-

tient & T(N,p) .

Comme tous les ‘I'?_(u) guil sont inférieurs & N =sont des points de
la subdivision, on a Xn‘-X’€=Xn(u) -Xn(u) pour t,=s=t<t, .,
pour tout i<p-1. Par ailleurs un 1ntervalle Jti,ti L contient
0,1,0u 2, temps S‘1 et dans les deux derniers cas ces S. sont
dans des intervalles du type ]'1‘ (u) -0 T (u) +onl, donc vérifient
|ax™ (u)sg }s'q. Enfin d'aprés (4.29), on a '

sups;;<s<sg lX (W, - X (u)snl <M.

Il est alors facile d'en conclurs gue pour tout i<p-1, on a
SUPy_ peest<t | xg-X3 |« 27 (resp. 574, resp. 87)

n
8i jti’tiﬂz contient O (resp. 1, resp. 2) temps SJ.

Finalement, on a montré que E'c {wN(Xn,Q)é 873, donc

nen B Pn[wn(xn’e)>80l] = 6 €

°

d'aprés ‘(14.36), et le théoréme (4.18) est démontré. @

(4.37) REMARQUE: Nous avons énoncé les théorémes (4.8) et (4.18) pour des
processus d-dimensionnels, car nous avions en vue l'application aux semi~
martingales,

Mais on a bion-siir des résultats analogues si les X" sont & valeurs
dans un espace polonais ¥ muni d'une distance ¢ . Les théorémes (4.8)
et (&.j;B) sont emcore valides, avec les modifications suivantes:

(a) dans les conditions (4.1) et (4.5) il faut remplacer }Xn(u)s-xn(u)sl

par  P(X™(u) X (u)g) ; |

() dans les conditions (4.16) et (4.17) il faut remplacer le (u)snl

par  p(X*(Wgn_,X"(u)gn) .
(c) 11 faut remplacer (4.8,1) et (4. 18 i) par la condition: ¥X >0, ¥$>0
3K compact de ¢, In eN, tels que
B2N — Pn(ﬂg<N {X eKj) 21 - €.
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En effet la condition (c) est celle par laquelle il convient de rempla-
cer (1.2,1) lorsque X" est & valeurs dans %, tandls que la condition
(1.2,11) reste inchangée (avec bien-siir P(f£(t),f(s)) au lieu de
j£(t) - £(8)| dans (1.1)). Les démonstrations de (4.8) et (4.18) sont
alors strictement identiques, & ceci prés que le lemme (4.7) est inutile.®
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