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E X I S T E N C E E T U N I C I T E D ' U N E P R O B A B I L I T E I N V A R I A N T E POUR 

DES T R A N S L A T I O N S A L E A T O I R E S DE l R m 

E m m a n u e l L Ê S I G N E 

S o i e n t a j , a 2 * ' # * ' a n ^ ^ m 
D , , D o • • . . » p d e s f o n c t i o n s m e s u r a b l e s de 1R d a n s K l n K 2 * K n 

[ 0,11 t e l l e s q u e l p , =1 
i = l 1 

On c o n s i d è r e l ' o p é r a t e u r m a r k o v i e n P d é f i n i p a r : 

P f ( x ) = l pAx) f ( x + a . ) 
i =1 

C e c i c o r r e s p o n d a u p r o b l ê m e p h y s i q u e d ' u n e p a r t i c u l e s e d é p l a 

ç a n t d a n s l ' e s p a c e e n p a s s a n t d u p o i n t x a u p o i n t x + a ^ a v e c u n e 

p r o b a b i l i t é p . . ( x ) . 

On s ' i n t é r e s s e i c i â l ' e x i s t e n c e e t l ' u n i c i t é d ' u n e p r o b a b i l i t é 

i n v a r i a n t e p o u r l ' o p é r a t e u r P . Ce f a i s a n t , o n é t e n d a u c a s m u l t i d i m e n s -

s i o n n e l d e s r é s u l t a t s de F . N o r m a n . 

1- E X I S T E N C E 

P r o p o s i t i o n : 

S i A e s t u n e p a r t i e de l R m o n a é q u i v a l e n c e e n t r e : 

i ) V K > 0 , n { X e K m | x . a < K } e s t u n c o m p a c t . 

i i ) I l n ' e x i s t e p a s d ' h y p e r p l a n d e K m t e l q u e A s o i t c o n t e n u e d a n s 

u n d e m i - e s p a c e f e r m é d é f i n i p a r c e t h y p e r p l a n . 

i i i ) I l n ' e x i s t e p a s de f o r m e l i n é a i r e n o n n u l l e s u r ] R m d o n t l a 

r e s t r i c t i o n à A s o i t p o s i t i v e o u n u l l e 

D é f i n i t i o n : 

U n e t e l l e p a r t i e f i n i e A s e r a d i t e b i e n r é p a r t i e . On p e u t 

r e m a r q u e r q u ' u n e p a r t i e b i e n r é p a r t i e a a u m o i n s ( m + 1 ) é l é m e n t s . Un 

e x e m p l e de f a m i l l e b i e n r é p a r t i e e s t : 
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si (e^, — è m) esjj une base de P m , on pose A * (e^,.. . e m , — e j , . . , -e r o ). 

Posons W(x) = l a. p.(x) 
1=1 1 1 

Théorème d'existence 

Si les p i sont !continues et si il existe une partie bien répartie 

A de telle que : If a e A, ] M,e > 0 , V x€ R m , x.a > M * 

W(x).o < -e . Alors il existe une probabilité P-invariante. 

Remargue : la condition ci-dessus énoncée est du type "l'infini est 

réfléchissant" pour la chaine de Markov. En dimension 1 elle de traduit 

par : ïim S u p W(x) < 0 et lim inf W(x)> 0 
x-»-+« x->+°° 

Preuve du théorème : 

Soit ae A 

pour x > 0 , on considère la fonction x **• e X ^ x ~ a ^ 

P ( e M x - a ) } = F f x . A ) e x < x - a > a v e c F a ( x , A ) = f P l ( x ) e < a i " a > 

a a i*l 1 

F (x,x ) = 1 + A(W(x).a) + A z g ( x , A ) avec g (x,*) = I P l ( x ) I W a> 
° a a i = l 1 k * 0 (k+2) ! 

. 1 P 2 I ar°l 1 2 ' ai , al 
Pour A * 1, {g„(x,A)|<i J p.(x) (a..o)£ e 1 ±j max (a,.a)' e 1 = G 

a ù i=l 1 1 L l<i<n 1 a 

On sait que : 3 M , e > 0 , V x£ K m , x»a >M =->W(x) a < -e 

Donc pour x. a > M et A < t/^Q » * on a : 

F a ( x . A ) <1 - Ae+ A 2 G i l - A | = C a ( X ) 

C ( A ) < 1 

x ( x a) A[(x+a i ).o] A[(M+a.).o] 
Pour x«a <H , on a : p( e

Al*-<*J) £ m a x e ^max 1 = D ( A ) 
l<i<n l<i<n a 

Pour x6R m et A < E / 2 6 ,1 on a : P ( e X ( x , a ) ) < C A ( A ) E

X ( X * A > + D J A ) 

V k e w * , p k(e x^ x- a)) < c ( A ) P k _ 1 ( e X ( x , o t )) + D (A) 

d'où V le w* p k

( e

x ( x - 0 > ) < AliL + C ( A ) e x ( x ' a ) a 

1 - C ^ A ) A 

Fixons x suffisamment petit et x e l f . 

Posons fjty) « e x ( y - a ) et E^ = T^fxT + c«<*> e X* X' a ) 

On a : y k e U * , P k (f )(x) < « 
a — a 
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i k i 

On définit une suite de probabilités par y k - ^ J e x p (k>0) 

où e y est la probabilité de Dirac au point x. 

On a : Vie € N* , W f c ( f a ) = \ \ pVtt)(x) < E.a 

Soit ri > 0 . ] a a > 0 . Vy e R m- , y . « > a o - f a(y) > ~ 

d'où y k ( y e R m | y . a > eQ < n (k>0) 

Finalement : 

Va e A, Vn > 0 , 3 a a > 0 , Vk > 0 , y k ( y 6 R m | y.a > a^} < n 

soit a « max a„ 
a€A a 

Vr, > 0 , 3 a > 0 , Vk > 0 , M R [ 0 ë A <y R m I y-« > a>3 < * • card A 

Vn* > 0 , ^ a > 0 , Vk' > 0 . n k [ a g A (y I y-« 1 a>l 1 i"*' 

d'où, d'après l'hypothèse : 

Vn' > 0 , 3 e compact, Vk *> 0 , u k(c) 1 

c'est-â-dire que la suite ( v k ) k > 0

 e s t équitendue. et donc vaguement 

relativement compacte. On peut en extraire une suite (w n ) convergeant 

vaguement vers une probabilité p . Les étant continuel, on a : 

f continue bornée P f continue bornée. Donc y _ P converge vaguement 

vers y P . * 

Or M P - v converge vers 0 . d'où y P = v 
n k n k 

On a ainsi trouvé une probabilité invariante. 

2 . UNICITE 

On suppose à présent que : / n = m+2 

w ; 0 

. p i - - " p . + i
> 0 
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Théorème d'unicité 

Si le semi-groupe engendré par * a i • • • • * a

m + i * est dense 

dans R m

f alors il existe au plus une probabilité P-invariante et* 

si elle existe, elle est équivalente â la mesure de Lebesgue. 

Proposition 1 : 

Soient a i > - - - > a

m + i € R m ; a i = (aj 9..• fa"). 

On pose 

<x Y \ • • • \ 

D ( a l f . . . f a m ) . «J ; . D | | + 1 

a 1 a r o 

a m • '• a m 

On définit de même- : = °( ai»-• • * aj-i* ai + i>* • • >an|.|.i) 

(l<i<m) 

On a : Les a i engendrent un s o u s-groupe dense de R m si et seulement 

si les Dj (l<.i<m+!) sont algébriquement indépendants. 

Proposition 2 : 

Soient a i * * ' ' > a

m + i
 € ^ 

Les a^ engendrent un semi-groupe dense de R m si et seule

ment ils engendrent un sous-groupe dense de R m et { a ^ , . • • f

a

m + j î 

est bien répartie. 

Preuve du théorème : elle se fait en trois étapes : 

a) toute probabilité invariante est absolument continue par rapport 

à la mesure de Lebesgue x. 

b) toute probabilité invariante est équivalente â x . 

c) unicité. 
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a) Soit y une probabilité Invariante. 

Soit f une fonction vérifiant f(x) - f f x + a ^ (x€R r o, 1-2,...,m+l) (1) 

On a : 

m+1 
/f(x) dy(x) * /Pf(x) dn(x)-- / l P.(x) .ffx+a,) dy(x) = 

1«1 1 1 

m+1 
fPAx) ffx+a.) dy(x) + /( l P,(x)) f(x) dy(x) = 

1 1 1*2 1 

/ P ^ x ) f(x+aj) dy(x) + Jf(x) dy(x) - / P ^ x ) f(x) dy(x) 

D'oÛ : 

/ f ( x + a i ) Pj(x) dy(x) = Jf(x) P ^ x ) dy(x) 

La mesure P^.y sur G = ^ | — est Invariante par la rotation 

g •* g • aj i=2 

Le semi-groupe engendré par {a^,...»a m +j} étant dense dans 

R m , on a : 

- (a 2,...»a r o +i) est une base de ftm, et donc G est un groupe compact. 

- {k 8^ mod(a2».••»a r a +j) f k e 2} est dense dans G. 

La rotation g •* g + a^ est donc uniquement ergodique. 

La mesure P^.y sur G est proportionnelle â la mesure de Lebesgue. 

C'est-a-dlre : 

/ m f(x) Pj(x) d y ( x ) > este x / m + 1 f(x) dx (2) 

1=2 1 

Supposons : 11 existe B boréllen de fcm vérifiant : A(B) * 0 

et y(B) > 0. Alors 3 n2» • • • * n

m + i
 e 1 t e l s c' u e 

m+1 
B* » B n n (n. a 4,(n.+l)a.( vérifie : 

1-2 1 1 1 1 

X(B') = 0 et y(B') > 0 . 

On pose B" - k 2 , . ^ , k m + 1 € l < B < + k 2 a 2 + " * + k m + l W 
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1 B.vérifie ( 1 ) , a o n c ( 2 ) . 

D'où : 0 = / P,(x) d y ( x ) ; impossible car > 0 et y ( B H ) > 0 
B " 1 

conclusion : y << x 

b) Soit S * | X " 0 = { S > 0 } 

On a : n ( A ç ) = 1 

A 0 0 } * P(l f l ) » 1 y-p.p. 
P(l« ) < 1 A 0 

On définit par rêcurence : A n + 1 = A R n {x|P(l A )(x) » 1) (n>6) 

On vérifie f a c i l e m e n t p a r récurrence que u(A n) • 1 

Posons A = n £ 0 A R . 

On a : y ( A ) = 2 

x s A -» V n >. 0 , K s A n + 1 * Vn > 0'P(1 A )(x) « i " * 
n 

P(l A)(x) * 1 

Notons S le s.cn1-groupe engendré par a i » a2»*•• , am+l * 

pl'*'** Pm+l é t C f i* : strictement positives, on a : 

Vx € A, P(l A)(x) = 1-.* Vx s A , x+a 1 € A(1=l,...,m+l) 

* Vx s A , Vs e s, x+s e A 

y(A) * 1 - X ( A ) > 0 

Il existe K ccinpact c ' a R 1 * tel que x(A n'K) •. * 0. 

Vs e S , A c h ( ( A n K)•+ s) « 0 

Vs e $ , / l « n i f ' ( y - s ) o y = 0 

0 R / /. 1 N - ( Y * X ) G S t u n e fonction continue de x (11 suffit 
A A ÎC 

pour le voir d'approcher l^n^ par des fonctions continues â support 

compact). 

Cette fonction continue s'annule sur S, donc sur tout R m 
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D'où : 

0 * ^ . c W ^ " x > d* d x a / c / J A n K ^ " x > d x d y * x < A n K > *<-A°> 

" A 
on en déduit : x(A c) « 0 

Or Aq 3 A ; A(AJj) - 0 c'est-à-dire g > 0 x-p;p. 

conclusion : y i» A 

c) Soient M et v deux probabilités Invariantes. 

Supposons yjfe v 

On a alors ( v - v ) + et ( v - v ) ~ sont deux mesures finies non nulles. 

(y-v)P • y-v = ( y - v ) + - ( y - v ) ~ ( y - v ) + < (y-v) +P 
} =* 

(y-v)P « (y-v) +P - (y-v)*P ( y - v ) " < (y-v)"P 

Or 

( M - v ) + P (1) « (M-v) +(l) ( y - v ) + . (y-v) +P 
donc 

(M-v) P (1) » (y-v) (1) ( y - v ) * - (y-v)"P 

Ceci est Impossible car ( y - v ) + et (M - V)" qui sont mutuel

lement singulières ne peuvent être toutes deux équivalentes a la 

mesure de Lebesgue. 

D'oQ l'unicité de la mesure P-1nvar1ante. 

Démonstration de la proposition 1 : 

SI a i » « * - » a

r o + i engendrent un sous-groupe dense de R m , on 

a nécessairement que a ^ , . . . , * e s t u n e D a s e de R m . 

-m 
ffe77+77+â~T e s t u n 9 r o u P e compact. 

1 m 

Le groupe engendré par a i » * * * » a

m + i
 e s t dense dans R1" si 

et seulement s1 la rotation Induite par a f f l + 1 sur G est ergodlque. Pour 

cela, 11 faut et 11 suffit que Vx caractère de G, x ( a m + 1 ) « 1** x = 1 

2 1 t1f« x ) 
les caractères de G sont les x •* e i a* ' 

avec <x e ffi tel que a ^ â ^ e 1 pour l<1^n\ 
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On a d o n c : 

L e g r o u p e e n g e n d r é p a r a ^ , . . . ' a m + l - e s , t ^ e n s e d a n s ^ m s"* 

e t s e u l e m e n t s i l a s e u l e s o l u t i o n d u s y s t è m e [ a , a . e Z p o u r l * i < m + l j 

e s t a » 0 • 

N o t o n s a = ( a j , • . . 9a^ e t c o n s i d é r o n s T e s y s t è m e ( 1 ) : a . a ^ = 

On n o t e D ( i , k ) l e d é t e r m i n a n t o b t e n u e n r e m p l a ç a n t d a n s 

D | n + ^ l a i è m e c o l o n n e p a r k^ ( l i i l ^ ) 

k 

l e s y s t è m e ( 2 ) : <*.à^ = k^ l l i ^ m e s t u n s y s t è m e d e C r a m e r q u i a d m e t 

p o u r u n i q u e s o l u t i o n : 

G - - P L * ' K ) K i < m 
1 u m + l 

l e s y s t è m e ( 1 ) e s t d o n c é q u i v a l e n t à : 

•i - >i1i" e t
 a - ^ i - k,.i 

s o i t 

«i • ^ H 1 I I , - N E T - L D < i , k ) = k ™ + i 

m + i i = i 
m • m 

u n c a l c u l de d é t e r m i n a n t s m o n t r e q u e : £ a ^ + ^ D ( i , k ) = - . J ^ k,. 

l e s y s t è m e ( 1 ) a d o n c u n e s o l u t i o n s i e t s e u l e m e n t s i 

i = l 1 1 

C o n c l u s i o n : l e g r o u p e e n g e n d r é p a r ( a ^ , • . . , a j ) : e s t d e n s e d a n s R m 

s i e t s e u l e m e n t s i l e s s o n t a l g é b r i q u e m e n t i n d é p e n d a n t s . 

D é m o n s t r a t i o n de l a p r o p o s i t i o n 2 

S o i e n t a i ^ t e ^ s ( l u e 

- i l s e n g e n d r e n t u n s o u s - g r o u p e d e n s e de K m 

- i l n ' e x i s t é p a s d 1 h y p e r p l a n de I R m t e l q u e t o u s l e s a . a p p a r t i e n n e n t 
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à un même d e m i - e s p a c e f e r m é d é f i n i p a r c e t h y p e r p l a n . 

M o n t r o n s t o u t d ' a b o r d ; 

1 m*̂  1 

i l e x i s t e ( m + 1 ) s u i t e s c r o i s s a n t e s ( s t r i c t . ) de W ( n | C ) | ^ > o * * * " * ^ n k ^k>0 

t e l l e s q u e : 
m+1 . . 

l a s u i t e ( ]> n. a ) e s t c o n v e r g e n t e . 
i = l K k>0 

P o s o n s , p o u r x e ] R m f ( x ) = ^ ç ^ , , . . . . ^ ( x . a ^ 

f e s t c o n t i n u e . 

x / 0 •» f ( x ) < 0 d ' a p r è s l ' h y p o t h è s e . 
f a d m e t d o n c u n m i n i m u m - n ( < 0 ) s u r l a s p h è r e u n i t é . 

2 2 
S o i t K, = s u p I l a i 1,1 e t K 9 = i n f | | a . | | 

1 l ^ i < m + l n c l < i < r a + l 1 

s o i t x e R m t e l q u e | | x | | > K x 

^ b j e . . . a m + 1 ) t e l q u e x . b j < - n | | x | | 

M x + b j M 2 = ! | x | | 2 + M b j l l 2 + 2 x . b j < | | x | | 2 + [ I b ^ l 2 - 2 n | | x | | 

< | | x | | 2 + M b ^ l 2 - 2 n K j < | | x | | 2

 + M b j U 2 - 21 I l> x I ! 2 

- I M I 2 " l l b j l l 2 ± l | x | | 2 - K 2 

D o n c : d è s q u e ( | x | | > 

5 b

x

 G fa j_ a m + 1 l t e l q u e | j x + b j | | 2 < | | x | | 2 - K 2 

N o t o n s S l e s e m i - g r o u p e e n g e n d r é p a r l e s a^ 

On d é d u i t de c e q u i p r é c è d e q u e : 

V x e R m , 3 s G s , | | x + s | | < K j 

On d é f i n i t u n e s u i t e ( s k ) k > Q d a n s S p a r r é c u r e n c e : 

s 0 . 0 

s k é t a n t o b t e n u , o n p o s e s ' k = s k + al + a 2 + . . . + a m + 1 

o n c h o i s i t s " k e S t e l q u e | | s ' k + s " k | | < K j 

e t o n p o s e s k + 1 = s ' k + s " k 
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A m+1 
L a s u i t e ( s | < ) j c > o a " i n s * j d é f i n i e e s t b i e n de l a f o r m e ( ï n k a i ^ k > 0 

a v e c l e s ( n j^)| c >o s t r i c t e m e n t c r o i s s a n t e s . 

C e t t e s u i t e e s t c o n t e n u e d a n s l e c o m p a c t de F . m : { x II M i l l i 

o n p e u t d o n c e n e x t r a i r e u n e s o u s - s u i t e c o n v e r g e n t e q u i v é r i f i e b i e n 

l e r é s u l t a t s o u h a i t é . 

m+1 ^ 

A p p e l o n s a l a l i m i t e de l a s u i t e ( n k a^j^o a i n s i 

o b t e n u e . 

S o i t x € R m e t t > 0. 

On v a a p p r o c h e r x ~ a p a r u n é l é m e n t du g r o u p e d e n s e e n g e n d r é p a r l e s 

a i : 3 g r . . . , g m + 1

 e Z t e l s q u e 

l l x - a - ( g 1 a 1 + . . . - K W l a m + 1 ) | | < \ 

d'autre part : 
m+1 i 

3 k Q > 0 tel que k>k - | | a - \ n k a ^ | < j 
j i ~ 1 

e t p o u r l_<i<_Tmfl 

1 k . > 0 t e l q u e k > k . + z . + n 1 ^ 0 
1 ~ ~ 1 1 k 

o n c h o i s i t k = max ( k o » k i » • • • » k

m + i ) 

o n a : 

l lx - C ( Z l + n{) a x *...+ ( z m + 1 + a m + J | | < 

| | x - ( z ^ + z m + 1 a m + 1 ) - a|| + ||a - ( n \ *x +...+ < + 1 a m + 1 ) M < e 

et ( 2 l + n^aj +...+ ( z m + 1 + n"
+ l) a m + 1 e s . 

C o n c l u s i o n : S e s t d e n s e d a n s R m . 
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