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FRONTIERE DE FURSTENBERG. PROPRIETES DE CONTRACTION 

ET THEOREMES DE CONVERGENCE• 

Yves GUIVARC'H et Albert RAUGI 

1 . PRELIMINAIRES ALGEBRIQUES. 

Nous donnons ci-dessous une description des décompositions d'Iwasawa, 

de Bruhat et polaire, d'un groupe de Lie semi-simple. Cette description résume 

des résultats classiques, exposés, par exemple, dans [5] . 

Soit G un groupe de Lie ayant ( « p [ . ] ) pour algèbre de Lie. Nous appelons 

ad la représentation adjointe de ̂ (i.e. ad X(Y) = [X,Y] , ¥X,Y e • Nous disons 

que G [resp.^] est semi-simple si la forme de Killing 

B(X,Y) = tr(ad X, ad Y) , (X,Y E ), 

est non dégénérée. 

( 1 . 1 ) Lorsque J£ est une algèbre de Lie semi-simple il existe des décompositions 

^ = K © P de J en la somme directe d'une sous-algèbre K et d'un semi-espace JP 

vérifiant : 

i) [X.Hl c K IK9 9 1 c 9 , [ P , ? ] c X 

ii) La restriction de la forme de Killing à K [resp. à 9] est définie néga

tive (resp. définie positive). K. et P sont orthogonaux pour B. 

Ces décompositions sont dites de Cartan. 

[Par exemple si £r = si (d,K) ={ matrices carrées d'ordre d.à coefficients 

dans K (=IR ou (C) de trace nulle}, ou plus généralement si ̂  est une algèbre de 

Lie semi-simple auto-adjointe de matrices (i.e. X E ij => ^ X E ), alors la décom

position d'une matrice en la somme d'une matrice antihermitienne et d'une matrice 

hermitienne est une décomposition de Cartan]. 



- 2 -

Du fait que la forme de Killing est définie négative sur Vi © i ? , 

il résulte que l'algèbre de Lie de matrices ad( K- © i ?) est la conjuguée par 

un élément de GL(dimJ^, C) d'une sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie des ma-

trices antihermitiennes. Autrement dit, il existe une base de la complexifiée C£ 

de <dj> dans laquelle les matrices ad X, X £ YC (resp. X G ? ) sont antihermitiennes 

(resp. hennitiennes). 

Choisissons une sous-algèbre abélienne maximale GL de ? . Il existe alors 

une base de ^ dans laquelle les matrices de ad CL sont diagonales. Les éléments 

diagonaux de ad Cfc définissent des formes linéaires réelles sur (SI appelées racines. 

Appelons A l'ensemble des racines et, pour tout a € A, posons 

^ a = {X € ̂  : ad H(X) = a(H) X, ¥H € a} ; nous obtenons la décomposition 

^ ~ a f A 

Appelons a l'automorphisme involutif de J£ 'défini par a(X) = X, si 

X € 9 et a(X) = -X si X € X , On vérifie facilement que : 

i) si a € A, alors (-a) € A et - ^ ^ j = a (^ J ,¿ 0} 

ii) ^ Q = c>4© <1, où ^ = {X G K. : [X,ûg = ( 0 ) } . 

Soit <$,' l'ensemble des points de (Si où aucune racine de A - {0} ne s'an

nule. Les composantes connexes de CL' (en nombre fini) sont les chambres de Weyl. 

Choisissons une chambre de Weyl W et notons A_5 [resp A ] l'ensemble des racines, 

non nulles, négatives [resp. positives] sur W. 

Posons A p= © -H et # = © 88 <j(¿f). 
a€A_ a^A^ 

Des inclusions, 

(avec la convention ^ a + g
 = (0) si a+B ? A), il résulte que \X et oV* sont des 
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sous-algèbres de Lie nilpotentes de ^ . Gt © S et & © sont des sous-algèbres 

de Lie résolubles de *J et nous avons 
* ^ <\, 

<X = [a,,\ô ] , oV = [a, o\ ?] . 

On obtient alors pour ̂  les décompositions, dites MdfIwasawa", 

= c V © CSt © Vî. et aL£1 = cV © <St © K • La seconde se déduisant de la première 

par l'automorphisme a. 

Ces décompositions dépendent des choix : de la décomposition de Cartan ; 

du sous-espace abélien maximal Q. et de la chambre de !*teyl W. On montre que deux 

décompositions dTIwasawa se déduisent par un automorphisme intérieur. 

Dfautre part, nous obtenons aussi la décomposition dite "de Bruhat" : 

^ = A P © & © £ . 

( 1 . 2 ) Désignons par N, N, A et K les sous-groupes de Lie connexes de G ayant 

respectivement cV , , Û et X pour algèbre de Lie. N et N sont des sous-groupes 

nilpotents simplement connexes de G. A est un sous-groupe abélien simplement con

nexe de G, donc isomorphe à ÛR^ 1 3 1 1^, + ). K contient le centre discret Z(G) de G 

et le quotient K/Z(G) est un groupe compact. 

Appelons Ad la représentation adjointe de G. Soient a G A, X € et 

a ̂  A ; écrivons a = exp H avec H ̂  Q nous avons 

Ad a(X) = Ad (exp H) (X) = Exp ad H(X) = e 0 6 ^ X ; 

autrement dit, 

Ad a(X) = S>a(a) X, 

où cp^ est un homomorphisme de A dansJR+. 

Appelons M (resp. M') le centralisateur (resp. le normalisateur) de A 

dans K. M et M F sont des sous-groupes fermés de G ayant pour algèbre de Lie. 

Comme M et M 1 contiennent le centre Z(G) de G et comme K/Z(G) est compact, IV /M 
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est un groupe fini, appelé le groupe de Weyl. Chaque élément de M' permute les 

chambres de weyl. Le groupe de Weyl opère de façon simplement transitive sur 

l'ensemble des chambres de Weyl. 

Ceci dit nous avons pour G les décompositions suivantes : 

1) Décomposition d'Iwasawa de G. G = NAK (ou G = KAN, ÎÏAK, K M ) 

L'application qui au triplet (n,a,k) associe le produit nak est un iso-

morphisme de variétés analytiques de N x A * К sur G, 

2) Décomposition polaire de G. G = К exp W К 

Tout élément g de G s'écrit k̂  exp a k^, avec k^, E К et a G W (fer

meture de la chambre de Weyl W dans Ci). L'élément a est déterminé de façon unique . 

Lorsque a € W, les autres décompositioris de g s'obtiennent en remplaçant le cou

ple (k^,k^) par (k̂  m, m 1 k^) avec m <= M. 

3) Décomposition de Bruhat de G. G = U Nm îÏAM 
m€H'/M 

• (ou G = U Nm NAM = U | m NAM U Nm ÎÏAM) 
m€M'/M m<=Mf/M m€M'/M 

Choisissons des représentants пь , 1 ̂  i ̂  s, dans M f des éléments de 

M'/M. Alors G est la réunion disjointe des sous-variétés Nnu flfAM, 14 i £ s. 

NNAM est une sous-variété ouverte de G et les autres sont des sous-variétés de 

dimensions strictement plus petites. L'application qui au quadruplet (u,u,a,y) 

associe le produit uua y est un isomorphisme de variété analytique de N x N x A X M 

sur l'ouvert NNAM de G. 

Pour tout m G M f, nous avons 

(m"1 Nm) = [(nf1 Nm) П N][(m"1 Nm) П N] ; 

et par suite 

Nm ANM = m [(m"1 Nm) П N] А Ж = (N П m N m""1 ) m ANM. 
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Le groupe nilpotent (m 1 Nm) O N admet pour algèbre de Lie 

© X • 
{ot€ A, :ao Adm€ A_} 

Par suite (m"1 Nm) H N = N <=> aoAdm S A_, ¥a € A_ <=> m G M. 

Lorsque m envoie A_ sur A + (i.e. lorsque m correspond à l
félément du groupe de 

Weyl qui envoie W dans (-W)), nous avons (m 1 Nm) rï N = {e} et Nm A = m A&M. 

Dans la suite nous noterons m s un représentant dans M
f de l'élément de 

groupe de Weyl qui envoie W sur (-W). 

( 1 . 3 ) Exemple. 

G=sSL(dJR) N = {matrices triangulaires supérieures réelles à éléments diagonaux 

égaux à 1} 

N = {matrices triangulaires inférieures réelles à éléments diagonaux 

égaux à 1} 

A = {matrices diagonales à coefficients strictement positifs, de déter

minant 1} 

K = SO(d) = {matrices orthogonales de déterminant 1} 

/ £ ! (°>V d 
M = {I '• ] : e. - ±1 , n £. = 1} 

l(o) -zj 1 i-1 1 

Décomposition d'Iwasawa : G = NAK (ou KAN) 

P 1 . ( 0 ) 1 d 

Décomposition polaire : G = K Exp { '• : £ x- 5 0, x, v< ... N< x } K 

L(0) *x J i-1 1 1 d 

Décomposition de Bruhat :tfpour d = 2 , M' = { ± 1 , ± ( ^ ¿ ) } , 

d'où G = N NAM + N ]

Q) NAM = N NAM + (° ¿) NAM 

N NAM = {(* *) G SL(2JR) : d f 0} et (̂  ¿) NAM = {(* € SL(2JR) : d = 0 } . 
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«pour d = 3 , le groupe de Weyl admet les représentants 

suivants dans M' : 

/ 1 0 0 , / 0 - 1 0x , 0 0 1 ^ 

{I,m2 = 0 0 - 1 , m 3 = 1

 0 0 I ' m U = 1 0 0 J » 

\ o 1 o ' \o o v \ o 1 o ' 

0 , 0 0 0 , 

m = 0 0 1 = I 0 - 1 0 } . 
5 \ 1 ....P. 0 / M 0 0 / 

On vérifie que : 
a22 a23 

N ANM = {((a. .)) € SL(3JR) : a # 0 et A = # 0 } 
a32 a33 

Nm 2 A^M = ^((
aij) G SL ( 3 ^ ) : a ^ = 0 et A # 0} 

Nm 3 AÎÏM = { ( ( a ^ ) ) € SL(3JR) : / 0 et â = 0} 

Nm^ A^M = {((a.^)) 6 SL(3JR) : a 3 3 = a 2 3 = 0 , a 3 2 i 0} 

№n 5 ANM = {((a^)) € SL(3JR) : a 3 2 = a 3 3 = 0 , a g 3 # 0} 

Nnv ANM = {((a..)) € SL(3JR) : a „ = a o Q = a 0 0 = 0} = mc ANM. o îj <o o 

Ces parties de G, en projection sur G/AÎfM sont des orbites de N et elles 

s'interprètent géométriquement comme suit. Comme AÎfM est le stabilisateur du cou-

pie des sous-espaces engendrés par e 3 seul et (e^e^) > l'espace homogène G/ANM 

3 v y 
est l'espace des drapeaux de ]R , c'est-à-dire des couples formés .de deux sous-

. x . 3 
espaces emboîtes de dimension 1 et 2. D'autre part, l'espace des droites de IR 
n'est autre que le plan projectif fl?^ et G/ANM s'identifie donc également à l'en-

2 
semble des éléments de contact à û? , c'est-à-dire des couples (x,[x,y] ) formés par 

2 
un point x 6 P et une droite passant par ce point et notée [x,y] . Alors, en notant 

2 

de la même façon vecteurs et points correspondants de P , les éléments m^ du 

groupe de Weyl se projettent suivant les 6 éléments de contact 
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e1 

( e 3 , [ e 3 , e 2 ] ) , ( e 3 , [ e ^ e ^ ) , ( e 2 , [ e 2 , e 3 ] ) J V 

e Z _ * e-\ 
dont les orbites sous N sont respectivement : 2 3 

- tous les éléments de contact d'origine extérieure 

à la droite [e^e^] et ne passant pas par ê  (dim 3) 

- tous les éléments de contact passant par ê  mais d'origine non située 

sur [e1 ,e2] (dim 2) 

- tous les éléments de contact d'origine sur ieye2^ m ais ne passant pas par 

e 1 (dim 2) 

- tous les éléments de contact passant par mais distincts de {e^9[e 9e^ ) 

- tous les éléments de contact d'origine mais distincts de (e^te^e^]) 

- l'élément de contact (e^,[e^,e^] ). 

a» - 1 

(1.U) Les groupes NAM (ou NAM = m s NAM m s ) de la section ( 1 . 2 ) sont des sous-

groupes fermés moyennables de G : en effet NAM est une extension compacte du grou

pe résoluble NAZ(G). Comme deux décompositions d'Iwasawa de G se déduisent par un 

automorphisme intérieur, ces groupes s'obtiennent, à partir de l'un d'eux, par 

conjugaison. En fait nous savons ([* ] théorème ( 1 . 1 0 ) ) que ces groupes sont des 

sous-groupes moyennables maximaux de G. 

( 1 . 5 ) Définition. Nous appelons sous-groupe parabolique de G, tout sous-groupe 

fermé de G contenant un des sous-groupes NAM . 

( 1 . 6 ) Donnons-nous une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G et le sous-

groupe moyennable maximal NAM correspondant. 
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D'après ([1 ] , § 1 1 ) , nous savons que les sous-groupes fermés de G 

contenant NAM sont les sous-groupes Pg définis de la façon suivante. 

Désignons par A_ 1'ensemble des racines qui ont servi à définir N ; par 

E l'ensemble des racines simples de A_. [Rappelons qu'une racine de A_ est simple 

si elle n'est pas la somme de deux racines de A ; tout élément de A_ est alors, 

de façon unique, une combinaison linéaire à coefficients entiers positifs de ra

cines simples] . 

Soit 0 un sous-ensemble de E ; posons Ag = (a 6 A : (a) = 1 , Va € 0} 

et appelons Kg le centralisateur de Ag dans K ; alors Pg est le sous-groupe pa

rabolique Kg AN = NAKg. L'application 0 —• Pg est visiblement croissante et de 

plus P 9 n P Q , = P 3 r 0 ( , P 0 = M, P ^ = G. 

Notons [ 0 ] le sous-ensemble des racines de A qui sont des combinaisons 

linéaires à coefficients entiers de racines de 0 ; l'algèbre de Lie de Pg est 

alors © 

a£[0]UA_ d C L 

Tout sous-groupe parabolique de G est donc un conjugué d'un des sous-

groupes paraboliques standard Pg, © C E . En outre, tout sous-groupe parabolique 

est son propre normalisateur. 

% % % 
Nous notons Pg le sous-groupe parabolique Kg AN = NAKg. L'algèbre de 

Lie de P~ est Q> JLP . 
U ( * E[0 ] U A + < / a 

Nous avons 

G = U N m P p (= U Nm P = U Nm P = U Nm R j , 
m^M'/M^ U m U m W

 m

 y 

où Mg = M'rï Kg. La sous-variété Nm Pg s'écrit aussi m N331'® Pg, où N311'® est le 

sous-groupe de Lie connexe de N ayant © pour algèbre de Lie 
<*3&_o Adm) n f [0]nA_^a * 6 
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L'application qui au couple (u,p) associe le produit up est un isomor-

e 0 ^ e 0 °o 
phisme de variétés analytiques de N 5 x P Q s u r 1 , Q U v e r t N ' Pq de G. 

( 1 . 7 ) Considérons une décomposition de Bruhat de G, soit 

G = U Nm NAM. 
me Mf/M 

Pour tout m € M'/M, appelons W la fermeture de la sous-variété Nm NAM 

dans G. W est la réunion de Nm ÎÏAM et d'une réunion W de sous-variétés Nm' NAM, 
m m 

% % 

m' € M'/M, de dimensions strictement plus petites que celle de Nm NAM. Nm NAM est 

un ouvert de V 9 pour la topologie induite, m 

Pour tout élément g de G et tout m £ M'/M, g W n y est soit égal à W 
m m m 

soit contenu dans une réunion finie de translatés de W . 
m 

( 1 . 8 ) Exemples. 

. G = SL(2JR) 

W = G et W = nu îfAM . 
e m ° 

s 

Les sous-groupes paraboliques de SL(2JR) sont SL(2^R) et les conjugués 

de NAM (ou NAM). 

. G = SL(3JR) 

We = G ' Wm = N ^ m

2 '
m U ' m 5 ' m 6 } ^ A M 

W = N {m-,m, 9mc9mA NAM , W = N {m, 9mA SfAM m^ m^ *+ o 

W = N {mr,m^} ÎÏAM , W = nv &AM . 
m 5 5 6 mg 6 

Les sous-groupes paraboliques de SL(3JR) sont SL(3JR) et les conjugués 

des sous-groupes NAM (ou îfAM), {((^j)) e SL(3^) : = a 3 1 = 0} et 

{ ( ( a - ) ) e SL(3JR) : a^ = a ^ = 0 } . 
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2. RESULTATS PRINCIPAUX 

A ) Suit es _cont r act ant es . 

(2.1) Définition. Nous disons qu'une suite {g } - d'éléments de G est contractante 
• n n̂« l ————————— 

si pour une décomposition polaire G = K exp W K de G, g s'écrit x a k avec 
n n n n 

x , k G K, a E exp W et q> (a ) 0 , pour tout a E A . 
n 5 n n ^ 'a n 

Nous allons à présent étudier de telles suites ; en particulier nous al

lons voir que lorsque {gR} est une suite contractante, alors la propriété énoncée 

est vraie pour toutes les décompositions polaires (corollaire (2.3)). 

(2.2) Lemme. Soi£ u^ [resp. u ] une Acuité, d'ttzmcntA d'un compact C de N [Kup. de N] 

Soit a une 6uitz dJo.lzmcYvU de A tzllz que. cp (a ) + 0 , ¥a 6 A . Mou 
n ^ ~ a n -

<\, — 
u a [/LC^p. a u ] ZCJuX x b k CLVdC x , k G K, b E exp W tdlA QUC 
n n n n n n n n n n 

x e, k e e-£ a b 1 e. 
n n n n 

Preuve. Ecrivons u a = x' b k' avec x', k' e K et b e exp W. 
n n n n n n n n 

1 ° ) Supposons que la suite x^ converge vers x. 

G possède la décomposition de Bruhat G = £ Nm AMN. Soit m 6 M' 

% m 6 M'/M 
tel que x E Nm AMN. x appartient alors à l'ouvert K n NAM Nm de K ; si bien qu'à 

partir d'un certain rang x^ s'écrit : 

x' = v v c Y^ m n n n n 'n 

avec v € N, v E N, c E A, y € M tel que v v, v v c c Y Y et 
n n n n n n ' n 5 n 

a» 
x = v v c y m. 

Nous avons alors : 

u a = x ( m b m k 
n n n n n 

en posant k = y mk' et x = x'(y m) 1 = v v c v v c 
n n n n n n n n n 
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— 1 ̂  -1 % ^ 
Comme a u a et a v a convergent vers e, de 1'égalité 

n n n n n n ° ' & 

(a u a ) = (a v a ; (a v a ) [a c (m b m )] k , 
n n n n n n n n n 1 n n n n n* 

il en résulte (continuité de la décomposition d'Iwasawa G = NAK) que : 

1 ) a v a e ; ce qui entraîne v -> e = v 
n n n ^ n 

2) c a 1 (m b m 1 ) e ; ce qui entraîne que cp (m b m 1 ) -> 0 ¥ct € A , 
n n n ' ot n — 

donc m b^ m 1 € exp W, à partir dfun certain rang ; par suite (puisque b^ 6 exp W) 

m E M et m b m 1 = b . 
n n 

3) k n - e. 

Mais alors nous avons aussi x v c € A n K = {e} . Et le lemme est 
n 

ainsi prouvé, dans le cas considéré. 

2 ° ) Cas général. 

D'après la première partie les valeurs d'adhérence de la suite x^ sont 

dans M ; autrement dit l'image de la suite {x^} dans K/M est une suite convergeant 

vers l'image de l'élément neutre de K. Nous pouvons donc trouver une suite 
{Y } . de M telle que x = x' Y e. En écrivant u a = x b k avec 
n n n ' n n n n n n 

k = y 1 k', nous sommes alors ramenés à la situation envisagée au 1°). 
n n n 

a(log a ) 
[Ce lemme généralise le lemme U de [T ] qui suppose qu'en outre sup -TTZ r < +°°, 

n P U o g V 

pour a, 8 £ A_] . 

(2 .3 ) Corollaire. SI {g } Z6t une 4uX£e con&iacXayvtz du G, aloià pouA totu 
• n n^ I 

x, y e g la buJjtz {xg y} Vut cuuu>t>l. 
n n^ I 

Preuve. Soit g = x a k avec x , k G K et a £ exp W tel que CP (a ) 0 , 
°n n n n n 3 n n 'et n 

Va e A_. 

Ecrivons x x = kf u b avec k' £ K, u € N et b G A. u et b varient 
n n n n n ' n n n n 
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respectivement dans un compact de N et de A. Appliquons le lemme ( 2 , 2 ) à la suite 

u b a , x g y s'écrit alors x' c l y avec x', £ ^ K et c £ exp ¥ avec 
n n n ' n * 7 n n n 17 n' n n ^ 

q> (c ) + 0 , Va e A . 
a n 

Le corollaire (2 .3 ) s'obtient alors en écrivant 

i y = d u l' avec d e A, u € N et € K 
n n n n n n n 

et en appliquant le lemme ( 2 . 2 ) à la suite c d u . 
^ n n n 

(2.U) Corollaire. SoiX { g } _ une AuÂXe. d1zlzmdYvU de G. MOKÂ nouA avoru> Vzoui-
n n̂ . 1 ^ 

vo£ence : 

i) g admet une. dzaompoAi£Lon potcuOiz x a k tztlz quz 
n n n n ^ 

x -* x e NAMN et cP (a ) -> 0 ¥a e A . 
n ^ a n 

ii) g adme£ £a dlcompoàÂjtlon d'Tu)cu>awa u a' k' (u e N, a' € A, k' € K) 
n ' n n n n ' n ' n 

ttllz qua u u, cp (a') + o ¥a e A e t k' = k" k ou {k"} e s t une 4u£te d ' ê £ e -
n » a n - n n n n 

ment de K convztigzant \J<MA un zlzmmt de M. 

Q 
Dans ce cas on a nécessairement ç (u) = ç (x) ; où ç : G /^^j • 

Preuve. i) => ii). 

Ecrivons, avec des notations évidentes, 

x = u b m u € NAM N—*x = u b m u . 
n n n n n 

- 1 ^ - 1 a. ^ 
Alors a ̂  u a -* e et a u a s'écrit v c k" avec v € N, c € A, 

n n n n n n n n n n ' n ' 

k'1 E K tels que v e, c e et k M e. 
n n ' n n 

D'où g s'écrit u' a' k' avec 
n n n n 

u ' = u (b m a v a m b ) u 
n n n n n n n n n 

an = an bn cn e t c ? a

( a A ) " ° ¥ a G A -

k' = m k M k . 
n n n n 
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ii) -> i). 

Ecrivons u = i u Ъ avec l €= К, b e A et u 6 N. Il suffit alors n n n n n n n 
d'appliquer le lemme ( 2 . 2 ) à la suite u b a 1. ^ ^ n n n 

В) Théorèmejorincipal. 

( 2 . 5 ) Définition. Soit SAM un sous—groupe moyennable maximal de G. Une mesure de 

probabilité v sur l'espace homogène В = G/&AM est dite irréductible si 

gv( ç(Nm)) = 0 , Vg e G , ¥m G M'/M - {ê} ; 

où ç désigne l'application naturelle de G sur B. 

Si y est une mesure de probabilité sur G, nous appelons T^ (resp. G^) 

le semi-groupe (resp. le sous-groupe) fermé engendré par le support de u. 

. ( 2 . 6 ) Théorème. Soient y unz mzsuAz dz рлоЬаЫШе. SUA G zt { Y
l b > 1

 a n e *uitz 

dz v.a. indépendante* et de £ot y, dë^enie* SUA an espace pAobabitisz {Q,1>JP), 

à valzuAS dan* G. 

Sappo4on^ que conttenne une 4tOte contAactantz [аЦ. ( 2 .7 ) ) et que 

zt szs souA-gxoupzs d*indice ^lïii ne soient раб contenu* dans un sous-gAoupz рала-

botiquz pKopKz de G. 

Soiznt G = NAK une décomposition d'iwasawa de G et G = К (exp w) к 

£a décomposition polalxe de G еаллео pondante. (W e<st La ckambiz dz Wzyt qui a 

szAvi à dz^inin, N ) . Hous appe^ona M Iz czntAaLLbàtzuA dz A dans K. 

A£O/L6 i £ ex is te unz uniquz тел иле dz piobabititz \i-invaAiantz SUA 

В = G/NAM zt czttz толике est ivizductiblz [аЦ. ( 2 . 5 ) ) . VOUA toutz телике dz рло-

babitlté iXAzductiblz X SUA В zt роил tous y, g e G, la suitz dz mzsuAZ 

{y Y, ... Y g À} „ converge P-p.s. VZAS unz телике dz ViKac e „ indépzndantz i n n^.i y»^ 
de g. 

Ce р1ил, si поил zcKivonù y Y 1 ... Y N g = x^ a n avec x n, k n E К 

et a n € exp W, аЛопл l'imagz dz x n dans G/NAM converge p . 4 . \)ZAS la v .a . y.Z 

et роил tout a € д_, £a 4 u i t e { ф ^ 3 ^ ) } convzKgz VZAS геко. 

file:///i-invaAiantz
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En prenant B' = N A M N G e t l a m a r c h e aléatoire gauche Y n ... Ŷ.» o n a 

évidemment un résultat analogue. Si ç' désigne l'application naturelle de G 

sur B', on en déduit que les lois des v.a. £'(k ) sont les mêmes que celles 
n 

d'une suite de v.a. convergente. D'où le corollaire : 

( 2 .7 ) Corollaire. Avec l&s hypothzA&> zt Zz6 notation* du tkzotàmz 12.6), VÂjnagz 

dz Za ALUXZ {kn> dam N A M \ G converge en ZoZ vziz V unZquz meAaAz de pn.obabllitz 

\i-invaAZantz 6mi N A^sG. 

D'autre part d'après le corollaire (2.U), nous avons aussi : 

(2.8) Corollaire. Avec Zzà hypothzbïA zt ZZA notations du tkzon.zmz [2,6), zc/U-

VOUÔ y Y- ... Y g = N A K avec N G N, A G A et K G K. J 1 n ° n n n n ' n n 

kZotu Za àuUXz N n converge p.*. ve>t6 unz v.a. ayant y.Z pou/i Zmagz 

dam G/NAM ; pouA tout a G A_, Za Aultz ^f A(A N) converge v&u ZZKO zt Za AuZtz 

£ ' (K ) converge en ZoZ vzsu VuYiiquz mzàuAZ dz pKobabiZÀXz \i-ZnvaAlantz 6UA 

B ' - N A M N G ' 

C ) Preuve_du_theorème_(_2_L6 ) . 

La démonstration découle de plusieurs lemmes. 

(2.9) Nous désignons par ç l'application naturelle de G sur B = G/NAM. 

Soient a G A et u G N : écrivons u = exp Y X avec X G -V . Pour tout élément 
aG A_ u 

m de M', nous avons 

ç(a u m) = ç (a u a 1 m) = exp( 7 cp (a) X ). Ç(m) 
aG A_ 

puisque B = £ ç (Nm), nous voyons que 1'homéomorphisme de B associé à un 
m G M'/M 

élément a de A est déterminé de façon unique par la famille des réels 

file:///i-invaAZantz
file:///i-ZnvaAlantz
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{cp^(a), a E Z} ; où Z désigne l'ensemble des racines simples de Д_ (voir ( 1 . 6 ) ) . 

Ce qui n'est pas étonnant puisque a lui-même est déterminé par cette famille ; 

il suffit de noter que Z engendre c5L . 

Réciproquement considérons une famille de réels positifs ou nuls 

{r , a € Z}. Nous définissons une transformation т({г . a £ E}) de B, en posant, 
a a ^ 

pour m G M' et u = exp ( £ X ) G N , 

T( ç (u m)) = exp ( £ г X ) . ç (m) ; 

аед_ a a 

où, pour a G Л - Z, r se déduit de façon évidente des réels {r , a G Z}. 

Il est clair que t({r , a G Z}) s'écrit a о т({б , а £ Z}) avec 
а а a 6 A et б € { 0 , 1 } , Va G Z. L'élément a de A n'étant unique que si r > 0 , а а 

Va € Z. 

Nous notons \ l'ensemble des transformations de В associées à des 

éléments {6 , а € Z} de { 0 , 1 } ^ . а 
Nous avons 

( 2 . 1 0 ) Lemme. Vz tomtz ALUXZ {g^} d1zlzmzYitb dz G, on pzut zxJyiaÂJiz unz боид-

t>uU£z {g \p( n ) } PouA àJLqmzttz il zxLbtz dz* zlzmzntA x, к € к, a 6 A zt т e - ç 

tzlZz qaz, роил tout z аррал^епаки!: à Vouvztit ç (k 1 N) de B, £a ALUXZ {gy(n)
 , z^ n>i 

CjnvznQZ \)ZhM x a т k.z. 

La 4ttc£e {g } сокы^ас^ап^е 4^ e£ Azulzmznt toutz* "ьол VCLIZUAA n 
d*adkzizncz x a т к" 4on£ tzllz* quz т соАЛ&дропаг à £'e£emeru!: na£ de { 0 , 1 } . 

Preuve. Ecrivons g = x a к avec x , к 6 К et a € exp W. Nous avons °n n n n n ' n n 
Я 'лД 3- ) e [0*1] c&r a € exp W. Choisissons une suite d'entiers {^(n)} ̂ , telle et n n n- î 

que : 

Ч ( п ) "* k ' ^ ( n ) "* x e t ¥ а € E > % ( a T ( n ) ) - Х а € • 
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On vérifie aisément que pour tout z6 ç (k 1 N), 

Sv|/(n) - z x т ( { Л
а » а e 2>) k- z-

Ce qui prouve la première assertion du lemme. La deuxième assertion 

est évidente. 

( 2 . 1 1 ) Lemme. SoÂX {gn> une òcuitz d'zlzmzYitb dz G zt g une гие̂ иле eie pAobabiZÂXz 

InAzductiblz 4ал в £е££е que £а -òux̂ te de телилгл ^ n - ^ n ^ zonvzigz vqju une те

киле de Vinaz z . EcsLivoriA g = x a к avec x , к 6 К zt a E exp W. 

и °n n n n n n n ^ 

klohà la. OUÂXZ ç (x ) converge иелл и e t g n eó£ une -óuXte c o n t a c t a n t e , 

ò̂ cen quz, роил tomtz VYIZAUAZ dz pKobcibUJJLZ ViAzductibtz X лил В, gn-X converge 

v2/u e . 
и 

Preuve. On voit aisément que les seules valeurs d'adhérence x a T k de la suite 

{g n) sont telles que : 

i) T est l'élément de -| associé à l'élément nul de { 0 , 1 } . 

ii) ç (x) = u. 

De i) il résulte (lemme ( 2 . 1 0 ) ) que {gn} est une suite contractante. 

De ii) il résulte que la suite ^ x
n ^ n'admet que la valeur d'adhérence и ; ce 

qui montre que ^^ x
n^ converge vers u. 

( 2 . 1 2 ) Lemme. Soit и une mzòuAZ de pKobabWitz ÒLLA G tzllz quz Gy zt òte ьоил-дкоирол 

d'Incitez ^tni ne òolznt рал contznuò danó un òouA-QKoupz pasiaboLLquz ркор/iz dz G. 

Мокь toutz mzòuAz dz piobabttltz \i-lnv<vUcLwtz v ÒLLA В zòt tiAzductiblz. 

Preuve. Identifions les sous-variétés V/ , m £ M'/М, de G définies en ( 1 . 7 ) à leurs m 
images dans B. 

Considérons une sous-variété fermé de dimension minimale W , m S M'/М, 
m 

telle que v(g 1 W ) > 0 pour un certain g £ G. Puisque pour tout g S G, la sous-o m о 
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variété g W П W est soit égale à W , soit contenue dans une réunion finie de m m m 
translatée de W^, il en résulte que, pour tout 6 > 0 , l'ensemble des sous-variétés 

g 1 W , g € G, vérifiant v(g 1 W ) > ô est fini. Il existe donc un élément h de G m m 
tel que v(h 1 W ) = sup v(g 1 VT ) et l'ensemble 

m gCG 
^ = {g~1 W m : v(g _ 1 W ) = v(h"1 W m)} est fini. 

L'équation de convolution 

v(h~1 4) = 1 / g.v (h"1 w ) y k (dg), 
m k*1 2 G Ш 

nous montre alors que T^, et par suite G^, applique dans lui-même. Le conjugué 

h 1 G h de G possède alors un sous-groupe d'indice fini laissant invariant W . У У m 
Ce sous-groupe d'indice fini est donc contenu dans le sous-groupe parabolique 

de G laissant W invariant. Nous devons donc avoir P w = G ; ce qui implique que m m 

W m = B (i.e. m = e ) . 

( 2 . 1 3 ) Lemme. SoZznt y иле IMZAUAZ dz piobabltutz ыхл G zt { ^ Ь ^ иле *>uûXz dz 

v.a. indzpzndantzA zt dz loi y, dzfanizà лил (fi/bJP), à VCLZZUAA daru> G. Soi£ v 

une тебиле dz pKobabltitz \i-in\ja/uLantz 4ал в. Woaô appe£onô X n £e pnoduûJL Y 1-..Y n 

zt поил notons X la mzAuAz £ y11. 

n^1 2 

A£o>tô роил IP © \-pxzAquz tout (OJ,Ç) € fi x G, £¿4 ALbltZà dz mzàuAZA dz 

pKobabZtctz ^ х
п ( ш ) - v } n > 1 ^ {Xn(a>) £ - v } n > 1 сокиелдеп^ vaguzmznt vzià la mzmz LL-

rnltz 0(ш). 

Preuve. Elle repose sur la théorie des martingales et sur une idée utilisée dans 

([6] lemme ( 1 . 7 ) ) . 

Notons C(B) l'espace des fonctions continues sur B. Pour tout cp 6 C(B), 

la fonction Fqj (g) = g v(Cf ), g € G, est une fonction y-harmonique bornée sur G 

(i.e. / F̂p (g g') y(dg') = F^ (g)). Il s'ensuit que la suite de v.a. {F^ 

est une martingale bornée ; par conséquent F^ (X^) converge IP-p.s. . 

file:///-pxzAquz
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D'autre part, pour tout cf e C(B) et pour tous entiers p et r, nous 

avons 

P ? r-
I TE [/(F Q )(X K Ç) - F ( X K ) )

¿

 y

r(dÇ)] = 

! [ / F¿(g) y k + r (dg) - / Ûe) 1 

k=1 G G ^ 

(en utilisant le fait que F^ est y-harmonique) 

v< 2 r ïcp 1̂  . 

On en déduit que pour F © X-presque tout ((D,Ç) e Sì x G, 
OO 

£ (F^Ot (o>) Ç) - F ^ X ^ Î D ) ) ) 2 < +00 ; 

k=1 ^ ^ 
ce qui entraîne que pour P © X-presque tout (ÎD,Ç) e fi x G, 

lim F^ (X (ÎD) Ç) = lim F^ (X ((D)). 
n n ^ n 

Le lemme ( 2 . 1 3 ) se déduit alors de ce qui précède en notant qu'une 

suite de mesures de probabilité {vn} sur B converge vaguement si et seulement si 

la suite í v

n(^¿)} n >i converge pour une suite dense {cp ¿}¿ > 1 ele C(B). 

( 2 . 1 M Lemme. Solent y une me¿uA.e de pnobablZlte àuA G et v une mzAuKe de proba

bilité, \i-Invariante, ÒLLA B. Suppoòonò que contienne une òulte contractante 

et que toute mesure de probabilité \i-Invariante òur b òolt Irreductible. 

KIOHM la òulte de meòureò {x v = Y....Y v} _ converge p.4. ver¿ une 

n 1 n n^1 3 ¡ 

mesure de Vincici. 

Preuve. D'après le lemme ( 2 . 1 3 ) , nous pouvons trouver une suite {Ç.}. dense 

dans T et un sous-ensemble mesurable fi' de fi de IP-mesure 1 tels que : 

(*) VCD e fi' , v i ^ 1 , lim X ((D) £. .v = lim X (<D) .v = 0(<D) . 
n i n 

n n 
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Soient GO E et X(OJ) a(oj) T(OJ) k(o)) une valeur d'adhérence de la suite 

{X (ou)} . (lemme ( 2 . 1 0 ) ) ; c'est-à-dire que, pour une suite d'entiers {^(n)} 
n n£J n>i 

X (n)(o)).z - x(u>) T(U>) k(oo).z , Vz e ç([k(oj)l~1 N). 

La mesure v étant irréductible, de (*) il résulte que 

¥i >, 1 , x(o)) a(o)) T(OJ) k(oo) Ç^.v = X(OJ) a(oj) T(OJ) k(oo).v = 0(OJ). 

En particulier, nous avons 

¥i >, 1 T(O)) k(a)) •Çi.v- = T((JÛ) k(o)).v ; 

ce qui entraîne en passant à la fermeture 

( * * ) T(OJ) k(oj) Ç.v = T(O>) k(o)).v , ¥Ç E T . 

L'élément w de lî' étant toujours fixé, prenons une suite contractante 

} ^1 àe T . Ecrivons Ç = x^a £ avec x , £ E K et a E exp W. Quitte à ^n n^1 y n n n n n ' n n f ^ 

prendre une sous-suite, nous pouvons supposer que x^ x et •+ l. D'autre part 

si x £ k 1 ( O J) N NAM, nous pouvons trouver Ç E tel que Çx E k 1 ( O J) N NAM. En 

effet dans le cas contraire, x serait contenu dans le fermé 

U _ k~1(oj) Nm NAM = (J k~1(oo) N NAM 
m E M'/M-{e} 

de B. Il existerait alors une mesure de probabilité y-invariante portée par ce 

fermé et donc non irréductible. 

Nous avons alors 

¥z E -ç(J,~1 N) , k(a>) Ç Ç z - ç (k(oo)Ç x ) E Ç(N) et par suite, 

puisque v est irréductible et T(OJ) est une transformation continue de ç (N), 

x(o)) k(oj) Ç E v •+ e , w , , v v 

n T(OJ) ( ç (k(oj) Ç x) • 

De l'égalité (**), il résulte alors que T(OJ) k(oo) v et par suite 0(OJ) 

sont des mesures de Dirac. Le lemme est ainsi prouvé. 

Nous sommes à présent en mesure de prouver le théorème ( 2 . 6 ) . 
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( 2 . 1 5 ) Preuve du théorème ( 2 . 6 ) . Sous les hypothèses du théorème ( 2 . 6 ) , toute 

mesure de probabilité y-invariante v sur B est irréductible (lemme ( 2 . 1 2 ) ) . 

Dfaprès le lemme ( 2 . 1 U ) , X^.v converge alors p.s. vers une mesure de 

Diract e . Mais alors, pour tous y, g G G, la suite y X g contracte p.s. la me-
Z n 

sure irréductible g 1 v en la mesure de Dirac e „. D'après le lemme ( 2 . 1 1 ) , 
y • ̂  

y X g s'écrit x a k , x , k G K et a G exp W, avec ç(x ) '> y.Z et J n & n n n n n n r J * n J 

Va G A , cp (a ) P' S'* 0. 

- Mr a n 

Pour toute mesure de probabilité irréductible X sur B nous avons alors 

(lemme ( 2 . 1 0 ) ) y X n g.À e . 

n y. £ 

Enfin la seule mesure de probabilité y-invariante sur B est évidemment 

la loi de la v.a. Z. 

Notons aussi que des lemmes ( 2 . 1 0 ) et ( 2 . 1 1 ) il résulte que l'on a : 

( 2 . 1 6 ) Corollaire. Une buÂXz {g } d'zlzmzntà dz G zàt contAactantz 6l zt Azulzmznt n 

*t pouA toutz mzAu/iz dz piobabZtitz qucu>i-in\)a/iiantz X d'un espace komogznz G/NAM, 

Zz6 t>zutz& v&tzuAA d'adkzKznzz dz ta buLtz dz mzéuAZA {g .A} _ A ont dzt> m<iAuJizb 
n n>1 

dz Vluac. 

Dans ce qui précède, nous avons privilégié les sous-groupes paraboliques 

minimaux de G. 

Donnons-nous à présent un sous-groupe parabolique quelconque P de G et 

considérons "la classe de conjugaison de P M ; c'est-à-dire l'ensemble des sous-

groupes paraboliques de G qui sont les conjugués de P. Nous notons C(P) cette 

classe. 

Posons la définition : 
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( 2 . 1 7 ) Définition. Nous disons qu'une suite {g n} n > :j d'éléments de G est contrac

tante vis à vis de C(P) si pour une (ou toute) mesure de probabilité quasi-

invariante X d'un espace homogène G/'P, P E C(P), les seules valeurs d'adhérence 

de la suite {g .À} sont des mesures de Dirac. 
ri n->« • 

( 2 . 1 8 ) Il est clair qu'une suite {g^} d'éléments de G est contractante si et 

seulement si pour une (ou pour toute) décomposition d'Iwasawa G = NAK de G elle 

vérifie la propriété suivante : 

Désignons par W (resp. A_) la chambre de Weyl (resp. l'ensemble des racines) 

ayant servi à définir N ; par E l'ensemble des racines simples de A . Soit 0 le 

sous-ensemble de E tel que le sous-groupe parabolique P^ (voir ( 1 . 6 ) ) appartienne 

à C(P). Alors g s'écrit x a k avec x , k E K, a E exp W et ex? (a ) 0 , ôn n n n n ' n ' n * ôt n * 

pour tout a E 0 e = E - 0 (et par suite pour tout a E A_ O Ç[Q] ) . 

Nous avons alors le théorème : 

( 2 . 1 9 ) Théorème. Soient y une mesure de probabitite Sur G et {Y.}. une SiUte 
— — — — — — — 2 . 1 ^ » I 

de v.a. indépendante et de loi y. 

Supposons que. contienne, une. suite contractante vis à vis de. la classe 

de. conjugaison c(P) et que G^ et ses sous-groupes d'indice iini ne soient pas con

tenu dans un sous-groupe parabolique propre de G. 

Soit G = NAK une quelconque décomposition d'Iwasawa de G. Désignons par 

w [resp. A ) la chambre de Weyl [resp. l'ensemble de* racines) ayant servi à dé

finir N ; par E l'ensemble des racines simples de A_. Soit 0 le sous-ensemble 

de E tel que le sous-groupe parabolique Pg appartienne à c(P). 

klons i l existe une unique mesure de probabilité y- i n v a r i a n t e v sur 

G/p Q et cette mesure est irréductible [i.e. g v(Nm P Q) = o, Vg E G, Vm E M^/M' -{e}). 

Pour toute mesure de probabilité irréductible X *ur G/P Q et pour tous y, g E G, 
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la. ъилЛг de те4оле4 {y Y 1...Y n g - ^ n > 1 сспиелде ve>t6 une те4иле de Vjuuxxl 

e „ ¿ndepe.nda.nte. de g. Ve. p£oô, пооб гаплмот y Y,...Y g = x a к avec y.z ° 1 n n n n 
x n, k^ G к et a^ € exp w, a & m : Vimage de £a 4tUte x n danô G/Pg converge p .4. 

ve>t4 y.z ; £a 4 ac te Ч * ^ 3 ^ converge p .4. ve^4 гело, роил tout a e E - 0 ; et 

£'tmage de £a 4acte к danô _ \G converge en v/e/ta l* unique, телиле de. рлоЬа-
П 

p 
bilite \i-invcvUante. бил \ . 

F 0 

http://�ndepe.nda.nte
file:///i-invcvUante
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3.- APPLICATIONS 

Nous choisissons une décomposition d'Iwasawa G = NAK de G. Nous désignons 

par A. l'ensemble des racines ayant servi à définir N ; par £ l'ensemble des racines 

simples de A_ et par M le centralisateur de A dans K. 

(3.1) Définition ([3]). Soit E un espace sur lequel G opère continûment à droite. 

On appelle cocycle sur E, toute application continue p de ExG dans ]R vérifiant 

p(u,g1g2) = p ( u , g l ) + p(u.g1,g2) (u e E, g 1,g 2 € G). 

Nous disons qu'un cocycle sur E est K-invariant si, en outre, 

p(u,k) = 0 (u € E, k € K). 

[Nous avons alors p(u,gk) = p(u,g) (u € e, k € k, g € g)1 , 

Nous avons évidemment une définition analogue pour un G-espace à gauche. 

(3.2) Si (k,g) est un élément de KxG, désignons par H(k,g) la composante sur 

dans la décomposition d'Iwasawa N(expC£)K de l'élément kg de G. On vérifie que : 

i) H(k, g lg 2) = H(k, g l) + H(k. g l,g 2) , (k e k, g l , g 2 € G) où k.§1 désigne 

Q 
la composante sur K(^j^) de l'élément kg^ de G. 

ii) H(yk,g) = H(k,g) (Y e M, k e K, g € G). 

Q 
Pour u £ B = .TA*t>* et g £ G, posons alors 

NAM ° 

H(u,g) = H(k,g) 

où k est un quelconque des éléments de K dont l'image dans B est u. Nous obtenons 

alors une fonction de B(G) x G dans (9. vérifiant 

H(u, g lg 2) = H(u, g l) + H(u. g l,g 2) (u e B, g l , g 2 e G) 
* { 

H(u,k) = 0 (u e B, k e K) 

On montre alors que l'on a ( [3] ): 

Q 

(3.3) Lemme : Tout cocyalz K-in\JCuUant 4oA B = M ^ dz la ^onmz 

p(u,g) = a(H(u,g)) , pouA unz zzitainz ûoimz LinzaÂJiz nzzltz a 6UA (S.. 

(3.*+) L'ensemble des cocycles K-invariant sur B forme un espace vectoriel réel 

dont la dimension est égale à celle de l'espace vectoriel réel <3L. Une base de 
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1'espace des cocycles sur В est constituée par {a о н, a £ £} 

(3.5) Théorème. Solznt y une толило. dz pKobabUJXz лил G e£ fYjb > 1

 a n e <suX£e 

de v . a . -Indzpzndantzà zt dz loi y à valzun danà G. 

Sappo40Ki6 que T co^ttcenne une Aiutz con&iactantz (dz£. (2.1)) e£ G 

оЛ 6ZA ьоил-дкоирол d'in&lzz кЫЛ nz àotznt рал contznub danà un ьоил-gKoupz ралл-

botiquz pnjopnz dz G. 

к1окл роил tout u € в zt tout a € д_ 

o(H(u,Y1...Yn)) (-a,). 

Suppo40Ki6 en out/iz quz, роил un cztàcuLn a € д_ f sup |aoH(u,g) | y(dg) <+< 3°-
u6B 

Mou, ь<1 поил appztoYUi v £'unique теаиле de pKobabltitz \i-J-nvaAÀantz 4ил В 

[tkzoKzmz (2.6)}, роил tout и E в, la AuLtz {— а(н(иД...л ) ) } , сопиелде 
n i n n> I 

p . 4 . ue^4 £e лее£ ^tnlcXzmznt nzQcutij f / a ( H ( u , g ) ) v(du) y(dg). 

Preuve!. La première assertion résulte du corollaire ( 2 . 8 ) . 

Lorsque / sup | a o H ( u , g ) | u(dg) < +«, nous savons ([31, lemme (7-3)) que, 
U u€B 

pour tout и E В , 

£ aoH(u,Y r..Y n) ^ т(и) = Iq / в aoH(u,g) v(du) y(dg). 

Le théorème (3.5) résulte alors du lemme suivant, bien connu en théorie 

ergodique. 

(3.6) Lemme. Soit (X,T,A) un bijbtzmz dynamlquz (TA = X) zt f une fonction intzgn.a£z 
n -1 

à vatzute nlzllzb. SI Г on a p.p. lim J foT = аЛопл f fdA < 0. 
n 0 X 

Preuve. Considérons le produit Y = X x ]R et la transformation S de Y définie par 

S(x,r) = (Tx, r+f(x)) qui préserve la mesure v = A&p où P est la mesure de 
n -1 

Lebesgue de B. Comme Sn(x,r) = (ТПх, r+ £ f T (x)) = (ТПх, s (x,r)), il suffit de 
0 n 

voir que si / f dA = 0, alors pour tout e > 0 donné, il existe, pour presque tout 

(x,r) E Y = X x [-£,£] , une infinité d'entiers n tels que Sn(x,r) E Y . 
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Un sous-ensemble A de Y est dit errant pour S, si A est non négligeable 

et les SkA sont disjoints relativement à la mesure v. Montrons que si fdX = 0 , 

il ne peut y avoir de tels sous-ensembles A de Y. Puisque lim — s (x,0) = 0 p.p. 

^ n n n ^ 
on peut trouver une partie B C A non négligeable, telle que, uniformément sur B, 

1 1 k 
lim — s (x,r) = 0 ; par suite, nous avons lim — v( U S B) = 0 
n n n n n - . 

0<k<n 
k 

Mais si les S B étaient tous v-disjoints on aurait 

v( U s kB) = n v(B) ; 
0<k<n 

ce qui contredit la relation précédente. 

On en déduit que lorsque / fdX = 0 , l'ensemble C des points (x,r) de Y^ 

tels que la suite (Sn(x,r)} ne revient pas dans Y £ est négligeable ; car sinon 

un tel ensemble serait nécessairement errant. Si alors n(x,r) désigne le plus 

n ^ 
entier positif n tel que S (x,r) € Y £, une transformation S se trouve définie sur 

Y^ par la formule 

à(x.r) = S n ( x' r )(x,r) . 

Cette transformation préservant la mesure induite sur Y , l'ensemble des 

points de Y £ revenant indéfiniment dans Y^ est de complémentaire négligeable. 

Nous considérons à présent le groupe G = SL(dJR) des matrices réelles 

de déterminant 1 . Nous appelons 1 l'espace projectif associé à 

]Rd = {(ui3...,u.) ; u. €]R, 1<i<d}. 1 a i 

( 3 . 7 ) Théorème. Soient y une meAuAe, de probabilité AUA SL(djR) et l Y

i } i > 1

 u n ^ ^axte 

de v/.a. indépendante* e t de loi y . SuppoàonA que G^ ne *oi£ ni compact, ni contenu, 

ainAi que 4e4 AouA-groupeA d*indice {iïiL, dant> un 6ouà-g/ioupe parabolique, propre 

de G. 
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ШНА, POUA tout u = ( V...,u d) S E d , |(u Y1...YQ|| P , S - (+-) ; POU* tOUA 

u,v <= E d , IL zxÁAtz dzA v.a. C^(u,v) eX Cg(u,v) 

||u Y...Ï H 

° < C 1 < | | v Y l . . . Y j r
C 2 P'3" 

SI гп оиХлг /_ Log ||g|| u(dg) < +- , OLIOAA i » ixpfi&uion 

/ / P(û\g) v(dû) y(dg) , ou p(û,g) = Log H#J». (u d é b i t e an * е р Ш е л * а я * 

de iï dan¿ ЗЕГ), e*t Indépendante, de la телиле de pKobabXJUtl v-lnvaxiante v F 

e¿ noaó avoua, роил ¿ouí и е ]Rd 

¿ Log H и Y^-.Y ! ¡ . 1 p(iï,g) v(dû) u(dg) > 0 . 
i n G F 

Preuve. Nous pouvons supposer que и est de norme 1 et nous écrivons 

и = ( 0 , . . . , 0 , 1)k avec к e S0(d). 

Considérons la décomposition d'Iwasawa G = .NAK habituelle de SL(d¿R) 

(voir ( 1 . 3 ) ) . Pour cette décomposition nous avons : 

CS. = {matrices diagonales réelles de trace nulle} 

£ = {c^,...,^ }̂ , où ¥i € {l,...d-1}, eu est 1'homomorphisme d'algèbre de Lie 

q u l a l(0)'*Xd )
 € associe A. - + 1 . 

l(o) - x j 

Comme tout semi-groupe compact d'un groupe topologique est un groupe 

et comme Ĝ  n'est pas compact, le semi-groupe n'est pas compact. Nous appelons 

alors i le plus grand élément de {l,...,d} tel que possède une suite 

g = x a к avec x ,k G К , a e exp W telle que ф (a ) + 0 . n n n n n n n ^ ^ n 

Posons 6 = {a1 ,. . . , a b l ,a ¿ + 1 ,. . . ,а^} et considérons le sous-groupe para-

bolique P Q de G ; nous avons 

P = {((a..)) SL(d,IR) : a. .=0 , V(i,j) {1,...,d-£} x {d+1 ,d}}. 
-1-J i J 
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D'après le théorème ( 2 . 1 9 ) , k Y1...Y s
 Técrit alors x ( ( 0 ) )k 

1 n 1 1 3 (n) 11 

d d 
avec x ,k € K , 6 (x) <...<&An) et n B.(n) = 1 > "tels que : 

n n 1 — — d i 

i) L'image de x dans converge p.s. vers une v.a. Z dont la loi est 
n P e 

irréductible 

6 
ii) ^ (n) P * S 4 o 

D'après le choix de l'entier l , il existe une constante C > 0 telle que 

c < (n) i 1 , ¥k e { ¿ + 1 . . ,d-i}. 
" 6k+i 

On en déduit que les suites B^Cn) > k € U+l,...,d} convergent toutes 

vers (+00). 

Nous avons alors, 
(3 (n) d 1 / 2 

||u Y,... ïJMI(0,. . . , (*> x ( ; c.. ( 0 ) ) | | = ( I U n(d,k) 8 k ( n ) 2 ) 
n g , n ) k = 1 

d 

D'où : d'une part, 
d 2 

||u Y,... Y II < 6^(n) 7 (x (d,k)) = g,(n) , car x^ € S0(d) ; et d'autre part 
" 1 n"-"d , « n d n 

k*1 

||u Y.-..YJI > e,(n) C d _ 1 l (x (d,k)) 2 . 

Or nous avons 

d ? 

P[{lim inf T (x (d.k).) • 0}] = 0 . 
n k-*+1 n 

En effet dans le cas contraire la loi de Z chargerait l'image de 

{((a..)) G SL(d,B) : a = . . . = a = 0} dans G/£ . Mais cet ensemble de 

1 J Œ , 36+ I CL j U . 

matrice est contenu dans le complémentaire de N 6' 9 P a , car toute matrice ((a. .)) 

de N 6' 9 P. vérifie 

u 
aUl,i+1 ••• a2.+ 1,d 

1 '. ï 0 . Si bien que la loi de Z ne serait pas irréductible. 

ad,£+1 ... ad,d 
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On en déduit les deux premières assertions du théorème (3.7). 

L'application p(u,g) = Log , où u est un quelconque représentant 

d d— 1 
dans 1R de u , est un cocycle sur F x G. 

Lorsque contient une suite contractante vis-à-vis de la classe de 

conjugaison de Pr , , nous avons 1

N ~ -E^-V 0 et il existe sur P d 1 

{ V " - ' a d - 2 } 6 d ( n ) 

(̂  Pr \G ) une unique mesure de probabilité v y-invariante (théorème (2 .19)) 

Dans ce cas, nous savons ([ B ] , lemme (7.3)) que 

V Û G F d ~ 1 , ¿ p(û,Y r..Y n) ^ l l 7 G / p d - 1 P(û,g) y(dg) v(dû). 

Comme {p(u,...Y^)} converge vers (+«), cette intégrale est > 0 

(lemme (3.6)). D'où le résultat. 

Dans le cas général, soit TT une mesure de probabilité y-invariante extré

male sur P̂ " \ D'après le théorème ergodique, pour P â TT -presque tout 

(QJ,U) ̂  Q x P d \ la suite p (u,Y^ (o>). . . Y (a>) ) } converge vers //p (u,g)y (dg)n(du) . 

D'après la deuxième assertion du théorème (3.7) nous avons alors 

¥ÏÏ e P d ~ 1 , 1 p ( û , Y r . - Y n ) - E ^ //p(û,g)y(dg)7r(dû). 

On en déduit que cette intégrale est indépendante de la mesure 

y-invariante TT. D'autre part, le lemme (3.6), nous dit que cette intégrale est 

strictement positive. Le théorème est donc prouvé. 

Le théorème (3.7) améliore le théorème (8.6) de [ $ ] qui suppose que 

G^ n'est pas compact et que tout sous-groupe d'indice fini de G^ agit de façon 

irréductible surlR^. 

t_—d— 1 t_d ^ 1 
Considérons l'espace projectif JP associé à ]R = {(: ) : u.£ ]R,(i<d)}. 

u. i — 
d 

Cet espace s'identifie au quotient (à droite) de G par l'un quelconque des sous-

groupes conjugués du sous-groupe parabolique P, , = {((a. . ))€ SL(dJR) : 

\a<j 5 . . . » c t ^ 2 ^ 

ai d = ° 5 ¥ i G { 1>---> d~ l } • 

Nous disons qu'une suite g^ est contractante vis-à-vis de l'espace 
JP si elle est contractante vis-à-vis de la classe de conjugaison de P 



-29-

(3.8) THEOREME. Soiznt y unz m^uAz dz pKobabititz 4ал SL(d^R) zt ^ Y
i b > 1 une 

Auitz dz v.a. indzpzndantzà zt dz loi y. Supposons quz zt 6Z6 боиь-gsioupzb 

d1incitez {ini nz Aoiznt раб contznub dam un боиь-gioupz paAabotiquz ркор/iz dz 

SL(dJR) zt quz contiznnz unz Auitz cont/iactantz vi6-à-vi& dz V espace 

pKOj'zctiû tPd 1 . 

Alou : роил toub u, v € ]Rd , 
||u Y ... Y Л v Y . . .Y II 

dn(u,v) а j[ u y . . .уП|| ||v Y . . .Y f̂ 0 ; P 0 U A t 0 L L b u l , u 2 ' v r v 2 E ' U 1 ^ V 1 

atnài QJUZ u ? zt v 0, non cotlnicu'AZA, il zxibtz du v.a. C 1(u 1 ,u2.,v1 ,v ) zt 

C 2 ( u T U 2 , V r V 2 ) t q X t Q M ^ a e 

d (u ,v) 

Si zn out/iz f Log ||g||y(dg) < +oo5 aZotib, роил tout u,v e jRd , 

- Log d (u,v) t > 0. n n 

Preuve du théorème (3.8) . Nous pouvons supposer que les deux vecteurs u et v 

sont orthogonaux et normes ; nous écrivons alors u = e.k , v = e, , к avec 
a d— 1 

e d = ( 0 , . . . , 0 , 1 ) et e ^ 1 = (0 , . . . , 0 , 1 ,0 ) . 

D'après le théorème ( 2 . 1 9 ) , le produit к Y,...Y sTécrit x a к avec 
i n n n n 

x , к € S0(d) , n n 
e ^ n ) (0) d 

a = ( "-. ) . В . Ы < . . . < 6,(n) , П B.(n) = 1 , tels que : 
(0) fi d(n) » 1 - - d . = 1 1 

. \ d-1 p. s. . 
1 1 ' » 

ii) LTimage de x n dans converge p.s. vers une v.a. Z dont la 
{ V " " a d - 2 } 

loi est irréductible. On vérifie facilement que ceci signifie que les suites de v.a. 
x (i,d) 

( x
n( d d)> , Ui^d-Ь-converge p.s. vers des v.a. x(i ,d) presque sûrement non nulle ; 

par suite puisque x^£ S0(d), nous avons 

| x n ( d , d ) | £ ^ 1 > 0 
n / П " 

Vl+ l ( x ( i , d ) ) 2 

i=1 
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Nous avons a lors , 

K X n a n H = [ j x2(d,i) 0 2 ( n ) ] 1 / 2 

1 = 1 

= | x n ( d , d ) | B d ( n ) d * 0 ( % ^ ) ) 
d 

(1+ l x 2(i,d))' 1 / 2 

i=1 

6 H - 1 ( N ) 

De même, \\e^ X N a j | = | x n(d-1,d)| B d(n> [^(-^j^-)] 
d 

- H * - M ) | e > ) . 

(1 + [ x^(i,d)) V 2 

i = 1 

D'autre part, nous avons 

K Xn a n A e d - 1 Xn anll = 6 d ( n ) l X n ( d ' d ) X n ( d - 1 ' d ) l % f e r l ^ n A ZJ • 
d 

xn(d,l) B ^ n ) x n(d,d-D B ^ ^ n ) 6 d - 1 ( n ) 

0 Ù y n = ( x(d,d) TÂn)''"' x(d,d) 6 ,(n) ' 1 ) = ed + 0 ( 8-(n) ) ' 
n a n d d 

z n = (a (d,1),...,a (d,d-1),0) avec 

x (d-1,i) xn(d,i) 6i(n) 
a (d,i) = ( — / , 1 - V / - . V ) T—r) , 1<i<d-1 . 
n x (d-1,d) x (d,d) 6, -(n) 

n n a™ i. 

v S , -(n) 

, / \ d-1 d p.s. _ 
d

n

( u ' v ) - -ttïït " b, > ) ^ 0 

d ix n(d,d ) i ixn(d-i,d)i + 0 ( d ~ ; n ) ) 

d 

La première assertion du théorème est donc prouvée. Pour prouver la 

seconde nous montrons que T[ lim inf ||zn|| = 0 ] = 0 . 

Appelons F l'espace des plans vectoriels de "^E^. Pour tout couple (u,v) 

de vecteurs non colinéaires de "W^, nous notons [u,v] le plan de ̂(R̂* défini: par 

ces deux vecteurs. Le groupe G=SL(dJR) opère de façon transitive sur F ; le sous-

_ "0 " 
groupe de G laissant invariant l'élément [ f, . , f,] de F , où f, = Â et 

d -1 d d -1 0 
fd = b e s t Lo. 
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P, n n , = {((a .)) g SL(dJR) : a = 0 , Vi,j e{1,...,d-2} ; 
i o t 1 '* * * ' a d - 3 , d-r J ' J 

F s'identifie donc à l'espace homogène/^ 

Soit v une mesure de probabilité y-invariante sur F. Puisque G et 
y 

ses sous-groupes d'indice fini ne sont pas contenus dans un sous-groupe parabo

lique propre de G, nous savons que v est irréductible. La mesure v est donc 
p f l 1 [Y1 1 

portée par F' = {[u,v] ̂  F i u = J , = ^ }. D'autre part, la suite 
d -1 ;d-2 

de mesures {kY,...Y v = x a k v} converge p.s. vers une mesure de probabi-
I n n n n o r - r 

lité 0. 

Soit D = {CJGŒ : lim inf || z (u>)|( = 0} . Pour U > Gd, choisissons une 
B.(*(n)) 

suite d'entiers <j>(n) telle que k^nj(co) •* , X ^ ^ ^ O J ) * , — + A ^ [Q > } 

et l l ^ ( Q ) ( a . ) | | - 0. 

On vérifie aisément que pour tout élément [u,v] G F', la suite 

ax/ \((JlJ) • [U5V1 } converge vers un élément de 

F M = { [ Û , V ] G F : ( e d u ) ( e d - 1 v ) - ( e ^ u K e ^ ) = 0 } . 

On en déduit que pour tout co G d, la mesure 6(u>) est portée par F". 

Si D était de mesure strictement positive, la mesure v = E [6] chargerait 

F M c£f' , ce qui contredirait l'irréductibilité de v. D est donc de mesure nulle 

et la deuxième assertion du théorème s'en déduit immédiatement. 

Pour prouver la dernière assertion, considérons l'espace ^ des 

drapeaux de dimension 2 ; c'est-à-dire l'espace des couples (E^,E ) de sous-

espaces vectoriels de ]Rd tels que E^ c E^ et dim E^ = i, i= 1 , 2 . L'espace ^ 

s'identifie au quotient de G par l'un quelconque des sous-groupes conjugés de 

Pr i = (((a. .)) G SL(dJR) : a. . = 0 , Vi G {d-1 ,d} , ¥j G { 1 ,. . . ,i-1}}. 
\et^ , . . . 5 ^-J ^-J 

Appelons M l'espace constitué par l'espace produit 1 x P ^ 1 auquel 

on a retiré sa diagonale. Nous compactifions M en lui adjoignant l'espace des 

drapeaux P̂ " 1 de dimension 2 ; nous disons qu'une suite {(u ,v )} d'éléments 
1 , 2 ^ 1 n n 

de M converge vers l'élément (u,[.u,v] ) de P̂ " ̂  s^ suite ^^n't^n 5^ ̂  ^ e 
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"[ associée à la suite {(u ,v )} converge vers (u, [u,v] ). Nous notons M 

ce compactifié de M. 

Posons alors : 

a((u,v),g) = Log ' ug||A|[vg{' f]u/frfl ^ g G G * ( U> V) € M) où u(resp. v) est un représen

tant dans E^, de norme 1 , de u(resp. v) ; et 

a((û, [û,v] ),g) = Log H U f i * ̂  (g € G, (û,[û,v]) € p f l ) , où u(resp. v) est 

||ug|r ||uAv|| _ _ ^ 

un représentant dans IR , de norme 1 , de u(resp. v). 

L'application a est alors un cocycle sur M x G. 

Toute mesure de probabilité y-invariante v sur M est portée par P^ ,1 . 

En effet d'après la première assertion du théorème, nous savons que pour tout 

Ç € M, la suite tÇY^-.Y ) prend presque sûrement ses valeurs d'adhérence dans 

P^ \ Les égalités 

v = E[ vY„,..Y ] , ¥n>1 , 
1 n — 

nous montrent alors que v est portée par P^ \ . 

Pour achever la démonstration du théorème ( 3 . 8 ) , on procède alors 

comme nous l'avons fait pour le théorème ( 3 - 7 ) . 

(3.9) Proposition. Avec Lu notation* zt Lu kypothzàzà du tkzoxzmz [3.8], La 

SLUXZ {sup (]E[d (u,v)] ) : n_> 1} dzcAolt ZZKO. 

u,v n 

Preuve : Il est clair que la suite 6 = supEfd (u,v)] est décroissante et que 
n n 

u,v 
pour tout entier n, 6 = E [d (u ,v )] , pour un certain couple (u ,v ) de vecteurs 
* ' n n n n * n n 

normes de JR̂ . 

Soit (<f>(n)} une suite strictement croissante d'entiers. Quitte à 

prendre une sous-suite nous pouvons supposer que u. , x -> u et v . >, + v. Mais 
q> In; <p {n; 

alors en reprenant le début de la preuve du théorème ( 3 . 8 ) , on montre que 
TD S 

d ( \ ( u f x , v , N ) 0 ; 4>(n) 4>(n)' <J>(n) 
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ce qui implique (théorème de convergence dominée) que la suite {ô., >.}: converge 
Ф \ n ) 

vers zéro. Dfoù le résultat. 

(З.Ю) Corollaire. Reprenons les notations et 1ел hypothèses du théorème [3.8). 

Nous savons [théorème. (2.79)) qu'il existe sur t P d 1 une unique, телике, de. pro

babilité v v-invariante et que la suite {Y^.-Y v} converge p.s. vers une 

тел иле de Virac г . 
ù 

Mou, si 6 désigne la du tance бил 1 définie рал 

6(u,v) = • ^[|Лц^ " > (и et v représentante de u et v), la suite 

{sup E[ô(Y ...Y .u,z)] } converge veu> zéro. En particulier, on en 

déduit que : pour tout u e tp d 1 , Y ...Y .u converge verà z en probabilité ; 

et, pour toute fonction f continue бил V d 1 , 

lim sup |/f(g.u) yn(dg) - /f(u) v(du)| = 0 . 
n u^lP 



REMARQUE SUR LA NEGATIVITE DES A-COCYCLES 

La propriété de négativité de la limite de la variable aléatoire 
G 

a [H(u,Y1...Y )] pour u E В = N A ^ \ et a E д_ peut être reliée à la négativité de 

certaines intégrales par rapport à la mesure K-invariante tn sur B. 

Théorème. Les formes linéaires a 4ал (X telles que l'intégrale /а [H(u,g)] a(du) 
E 

soit négative pour tout g forment un cône convexe dont les génératrices extrémales 

sont engendrées par les racines simples négatives (i.e. par z). 

Avant de justifier cet énoncé, montrons deux lemmes, pour G = Sl(d,3R). 

Soit 6(g) la borne inférieure des modules des mineurs de la matrice de g et 

fixons une norme euclidienne sur 1^. 

{h.2) Lemme 1 -: Il existe un entier -p > 0 et une constante с > о tels que pour tout 
- й 

b E ExpW on eut, en posant H = e 

||H(k,b) b~1|| < С 6~P(k) 

Preuve. On décompose к E к sous la forme de Bruhat (si 6(k) > 0) : k = nan' 

n E N, n f € N, a € A ce qui donne kb = nab(b"Vb) et H(k,b)b~1 = aH(e,b~Vb) 

||i(k,b)b~1|| < ||a||||iï(e,b~Vb)||. 

Comme H(e,g) correspond aux valeurs propres de gg^ , || H(e,g) || < J | g||. 

De plus, il existe une constante D telle que Sup ||b fb
 1 || сЦп'Ц 

b€ExpW n 

et donc Sup ||H(k,b)b~1 || < D||a||||nf || . 
bGExpW 

Or les coefficients de a et n' sont donnés par des polynômes en les 

coefficients et les inversesdes mineurs de k. Ceci donne, avec un entier p et 

une constante С : || a||||n1 || <_ c'(6(k) P et donc l'inégalité voulue avec С = C D 

( ^ . 3 ) Lemme 2 . Si a est une ^orme linéaire sur CL, la fonction de k 

Sup |a[ H(k,b)] - a(Log b) | 
b€ExpW 

est majorée par une fonction intégrable. 
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Preuve. L'inégalité du lemme 1 donne avec des constantes A et B : 

|a[H(k,b)] - a(Log b) <_ A Log Cô~P(k) = -Ap Log 6(k) + B 

et il suffit donc de voir 1'intégrabilité de |Log ô(k)|. Celle-ci découle de 

lfinégalité justifiée en [ 8] : 

m {k ; |ô(k)| ± e d} £ C e 

avec une constante C. 

Preuve du théorème (U.1). Montrons d'abord la négativité dé / [H(k,g)] dk 
K 

pour a € à . Comme cette fonction de g est K-bi-invariante elle est aussi égale 

à fa[H(u,h)] du dy(h) où y est la probabilité K-bi-invariante (du) * ô * (du) ; 
g 

si l'on remplace ó par une mesure ayant une densité et concentrée au voisinage 

de g, y est remplacée par y' et les intégrales correspondant à y et y' sont 

voisines. Comme y' est bi-invariante et admet une densité, sa mesure stationnaire 

sur B est la mesure K-invariante et la loi des grands nombres justifiée pour 

a(H(u,Y1 Y )) nous dit que //a[H(u,h)] du dy'(h) < 0 . 

Il en découle /a[H(u,b)] du <_ 0 . 

Inversement, supposons /ct[H(u,g)] du <̂  0 et montrons que a est combi

naison linéaire à coefficients positifs des racines négatives. 

D'après le lemme 2, on a, avec une fonction integrable u^ et b £ ExpX, 

n>0, nct(Log b) < ct[H(k,bn)] + u (k) <_ /a[H(k,bn)] dk + /ua(k)dk . 

Donc, d'après l'hypothèse 

na(Log b) <_ / u

a (
k ) dk 

et faisant tendre n vers l'infini : a(Log b)<_ 0 . Ceci permet d'écrire de manière 

unique a = Z X^ ou avec X^ _> 0 et ou racines simples négatives. 

L'ensemble des formes linéaires considérées dans l'énoncé est évidemment 

un cône convexe et d'après ce qui précède ses génératrices extrémales sont engen

drées par les {a,a E S} ; E racines simples de A_ . 
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