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QUELQUES REMARQUES SUR LES DEMONSTRATIONS DES THEOREMES LIMITE 

POUR DES VECTEURS d-DIMENSICNNELS ALEATOIRES NON INDEPENDANTS 

Adam Jakubowski et Andrzej Kïopotowski 

Université de Nicholas Copernicus, Torurf, Pologne, 

Université de Bretagne Occidentale, Brest, France. 

Le but de cet article est d'élucider la signification d'une condition 

qui joue un rôle fondamental dans les démonstrations des théorèmes limite. 

D'habitude l'expression "théorèmes limite" caractérise cette partie du 

calcul des probabilités qui a pour but de décrire le comportement asynptotique des 

suites des distributions de certaines quantités aléatoires. La plupart des 

résultats concerne*les distributions de sonnes de quantités aléatoires oui sont des 

éléments d'un espace vectoriel réel usuel, ceci pour des raisons techniques et en 

vue des applications. 

Une hypothèse fondamentale, qui d'habitude est faite a priori sur ces 

sonnes, est l'infinitésimalité, c'est-à-dire que l'influence de chaque terme sur 

la sonne décroit vers zéro quand le nombre de termes de la sonne augmente. La 

justification courante de cette hypothèse est qu'elle permet l'observation de la 

tendance statistique de phénomènes. Sous l'hypothèse additionnelle d'indépendance 

des termes des sonnes, le comportement asynptotique des distributions des sonnes 

est entièrement connu dans de ncmbreux cas ; par exemple, si les termes sont des 

vecteurs de IR̂  ou des éléments d'un espace de Hilbert séparable. Plus précisément, 

on peut caractériser la classe des distributions limites possibles et donner 
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des conditions nécessaires et suffisantes de convergence faible vers une distri

bution donnée. Alors il faut se demander ce qui arrive sans les hypothèses 

dfinfinitésinialité et d'indépendance. La réponse à cette cuestión est soit évidente 

soit désespérée ; presque n'importe quoi peut se produire. En particulier, on ne 

peut espérer une condition nécessaire générale non triviale, mais on peut envisager 

des théorèmes du type : "si les quantités aléatoires satisfont aux propriétés a), 

b), c),..., alors leurs sonnes convergent en loi vers une distribution limite"• 

Les propriétés a),b),c),••-s'expriment habituellement à l'aide d'espérances 

conditionnelles et l'hypothèse additionnelle d'indépendance ramène ces conditions 

aux conditions apparaissant dans les théorèmes classiques. La méthode générale 

pour démontrer un tel théorème peut être rapidement décrite de la façon suivante. 

En utilisant l'équivalence entre la convergence faible des distributions et la 

convergence ponctuelle de leurs transformés de Fourier (ou à défaut de transformes 

analogues) on construit deux suites de fonctions, l'une donnée iumédiatement par 

les sonnes étudiées et l'autre construite de telle façon que son comportement 

limite soit bien connu. Si ces deux suites ont la mare limite, alors on obtient 

la distribution limite des sonnes étudiées. L'idée précédente de "lois accompagna

trices M permet d'obtenir des théorèmes limite pour des sormes de variables 

aléatoires dépendantes [^"H , de vecteurs d-dimensionnels Q*0, d'éléments d'un 

espace de Hilbert separable [3!], et de plus leurs généralisations aux mixtures 

de lois indéfiniment divisibles L^^l . Il va sans dire que toute la théorie 

classique des théorèmes limites repose sur cette idée. Avant d'entrer dans les 

détails pour des sonnes de vecteurs d-dimensionnels, remarquons que les conditions 

suffisantes pour la convergence faible peuvent être divisées en deux groupes. Les 

premières, qu'on peut appeler "propriétés structurales", sont utilisées pour 

construire des objets dont le comportement limite est connu ; les secondes, qu'on 

peut appeler "propriétés d'approximation", donnent l'égalité des limites respectives. 

Cette répartition apparaît parfois conventionnelle, corme dans le cas de la 

condition de Lindeberg pour la distribution normale où la possibilité d'ap

proximation est contenue dans cette condition structurelle (nous ne savons pas si 

cela ne se produit pas dans d'autres cas). 

Maintenant nous précisons les notations et définitions utilisées par la 

suite, sans rappeler celles qui sont standard. 

Choisissons une distribution indéfiniment divisible 

qui a la fonction caractéristique y\ir)\~ , décomposée 

en forme de Lévy- Khinthine : 

» • • / • • • 
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d 

où a€ 1R est le vecteur fixé, A = L^vj] est la matrice -dxd symétrique 

définie non-négative, /u. est la mesure finie sur ÇRd, Bd) telle que ̂ (lo))-0 , 

Soit 9c ~ { ? < M * ] ^ ̂  W $ kM >vt€ |N \ une suite double de 

vecteurs aléatoires d-dimensionnels tous définis sur le même espace de probabilité 

( Si jfj P) (que nous supposerons fixé dans la suite de cette note) et soit 

|p= { • 0 3 t<S , ] une suite double de sous- €~- algèbres de 7 
^ ième rr 

qui est croissante dans chaque ligne. Nous supposons que la n ligne de je 
• •> ^ 

est adaptée relativement à la n ligne de F . 

Les propriétés structurales pour la convergence faible de sonnes 

vers ci (<x>ftsont exprimées à l'aide dfespérances conditionnelles (par rapport 

aux Ç"-algèbres de IF ) pour les vecteurs 

où OC 3 \ A * K j 4 $ k $ * „ , K6 /N ] est une suite double de vecteurs aléatoires 
ième ryt 

d-dimensionnels, telle que chaque n ligne de v̂ c est prévisible relativement 

à la n"*-̂ 1118 ligne de lF . 

Supposons que, pour % donné, il existe IF et QC vérifiant les 

conditions précédentes et de plus : 

(ci) £ + E ( 7 + ï y ^ 1 T w . H J } — — > a 

<c-3' S. E( r(>i«ee)|Tw)-*-*^0, £«<wt,., o t e . 
Il apparaît que le choix concret de A h K dans Q^Q 3 est sans 

importance et de même, corme là, nous pouvons vérifier que les conditions (C.1)-(C.3) 

impliquent 
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où 

o 

Une généralisation de l'idée de "lois accompagnatrices" est contenue dans (1), 

c'est-à-dire, pour toute suite 3f de vecteurs aléatoires indépendants dans chaque 

ligne et pour toute suite Ot non aléatoire nous obtenons ici la convergence 

ponctuelle de la suite de fonctions caractéristiques indéfiniment divisibles. 

Pour démontrer (de (1)) la convergence faible des distributions de S , 

n € ÍN, il suffit de faire deux démarches : premièrement, il faut s'apercevoir 

que la propriété 

(2, ff eU^ *«> I Z J ) — » < o , •* « 

implique le résultat demandé : 

(3) >vW,t«R*t. 

(regarder C3l théorème A , M théorème W ) } 

et puis examiner si l'inégalité suivante est vraie : 

(Attention : dans les considérations mentionnées ci-dessus nous avons passé sous 

silence le fait que dans les démonstrations de (1) ou (4) (par exemple) il faut 

profiter du fait que les variables à gauche de (C.2) sont bornées dans leur 

ensemble par la constante C > 0 ; la procédure qu1 il faut faire ici est écrite 

en ChI OU avec une modification non essentielle de A ^ .) 

Nous avons obtenu ici très naturellement la propriété suivante d'ap

proximation : 

• • • / • • • 



- 5 -

Alors, manifestement la condition la plus générale et adaptée à la situation 

considérée est que 

(5) l k M - V l / M ( 0 | — 0 , t € l R < < . 

Mais nous devons trouver une formulation nette et facilement utilisable 

pour de telles conditions. Ce n'est pas vrai pour (5). Maintenant, nous posons la 

question fondamentale de cette note : 

Qu'est-ce que (C.4) ? 

Au premier coup d'oeil (C.4) n'est pas lisible à cause de la fonction 

exponentielle qui y apparaît. 

Leinme : POUA toute, à mite, double. ^3 de VZCXZUAA ateato-OizA d-cUmzvu>lonnzLà 

tigno.-adaptez xeZatlvemznt à IF , Zzà 3 conditions suivantes sont equivœiznteA : 

(C.5) me* P(IIX,JI>€ l T n i k . . , > ) - £ — 0, €>0, 

(c-6) SSL E \ 11 y ^ ; 

(c.7) mox l e / ^ ^ ' ^ - ^ ^ J I - ^ O , -tel*1. 

Ce leitme dans le cas classique de semmes des variables aléatoires indé

pendantes se trouve dans D l̂ avec la convergence ponctuelle presque uniforme 

sur t en (C.7) . Il s'avère que cette hypothèse n'est pas essentielle pour 

1 1 indication (C.7) > (C.6) ; il résulte que dans la théorie classique la 

convergence ponctuelle dans (C.7) implique la convergence presque uniforme sur f . 

Démonstration : En vertu des inégalités deTchebysheff, il ne reste plus 

qu'à montrer que l'implication (C.7) >(C6). Nous passerons en premier lieu dans 

le cas d = 1. Supposons donc que toutes les soient des variables aléatoires 

et choisissons leurs distributions conditionnelles régulières par rapport aux 

& -algèbres , c'est-à-dire que pour B€$* fixé P(/h K« B |Trt|K^) ( • ) 
est la version de cette distribution et pour chaque a*il fixé 

P ( K K 6 # l*ïi,|k_4)(tj) e s t l a Probabilité sur (BV 1,^) . Fixons un u) e i l , 
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L'égalité suivante : 

O 

ijnplique pour chaque T >0 que 

Nous pouvons choisir >0 suffisamment grand pour que le second élément à 

droite soit suffisamment petit, disons < "| . 

Nous passons maintenant au premier élément de cette saime. En utilisant 

le théorème de Fubini pour la mesure produit 

nous obtenons : 

T. 

Considérons à présent l'intégrale 

où -f (v,t) £0 est une fonction continue et bornée dans fRH x D^T^ . Nous 

définissons une fonction -f sur [o,t] par 

elle est éviderment mesurable par rapport à 

integrable relativement à chaque mesure finie sur cette C-algèbre. 

Pour tout <*> e -0. et "è € Co,T"3 nous définissons une mesure sur ( fR^ 3^ ) par 

• • • / • • • 
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Pour tout ^ f i " la fonction ( PÎ) est Î , , K - , ® ' B p , ^ -mesurable. 

Ainsi ' 

où §( u t)
 l a section de la fonction -J au point C^A) , et 

a toutes les propriétés de la probabilité de transition de (̂ fô ,̂ ,*-,® ^ T j ^ a r t S 

.En vertu de la proposition III-2-1 de D?3 , la fonction F est 

-mesurable. En particulier, la fonction 

est mesurable par rapport à <8 1$,. _ 

La fonction 

est manifestement ' î ® *B, -mesurable et bornée, ce oui iitroliaue la mesurabilité 

et l'intégrabilité des fonctions 2n(-1*),2.n(<J,-) pour tout "t et" fixés. La 

régularité des distributions conditionnelles de impliaue que pour chaque 

téJR" fixé : 

et alors avec (C.7) nous obtenons 

Par le théorème de Fubini pour la mesure produit P ® ^C°I"ï"3 L E S F O N C T I O N S 
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0 1 

sont mesurables par rapport à Tet ' B r i T i 
WiU] Respectivement. Par (7) et 

0 S Z/w/0$ 2 1 1 0 1 1 3 ofatenons crue la suite dp Q r , . ^ 
V ^ C ' A 0 8 3 fonctions VO <o€ lM ) resurables 

et bornées converge vers zéro pour tout 
ainsi T 

0 -A 

grâce à la ^ ® ^ - w s u r a b i l i t ô de 2 h . La f o n c t i o n ^ j . . ^ ^ ^ e s t 

bornée et non négative, donc cela implique 

o 
Enfin nous utilisons la régularité des distributions conditionnelles de . 

T. 

O 

et il en résulte (C.6) (dans le cas d = 1). 

Pour finir la démonstration dans le cas d-diirvensionnel il suffit de noter 
que par l'application de (C.7) pour les vecteurs t **e-, r (or%% 0,4, 0 , . . 0 ^ 

i ' 
• • • / • • • 
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[iV^ nous obtenons que chaque j i ê m e coordonnée, 4$ ̂ 4 , satisfait 

Cette condition implique 

qui est équivalente à (C.5). • 

Maintenant nous revenons à nos considérations à propos du rôle de (C.4). 

Par le larme ci-dessus elle implique (C.5), c1est-à-dire, doit être 

conditionnellement infinitésimal. Pensons à l'implication réciproque. Il est 

possible de donner facilement des exemples dans la théorie classique, en utilisant 

suelement le nonbre des éléments k n , montrant que en toute généralité, elle 

n'est pas vraie. 

L 1 inégalité 

inplique le résultat suivant : 

CoKoZtaÂAdi S<L, en Aïïpplzmznt, 

(c-8) ta AUAXZ £ | E (e n*-4 | t n ^J ), oêi^e^-t bo/inee en pKobablZlti, 

aZosu (C.5) junpJU<iu.i (C.4).» 

Malheureusement, à nouveau on peut donner des exemples montrant que (C.8) 

n'est la conséquence ni de (C.4) ni de (C.5). Ainsi, en toute généralité, (C.4) 

n'est pas équivalent avec (C.5) ou avec (C.5) fortifié par (C.8) : 

.../... 
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(C.5) A (C.8) (CA)~^ (C.5) . 

En plus, (C.8) a ce défaut qu'il n'est-pas verifiable facilement. Mais nous nous 

rappelons que les conditions d'approximation sont secondaires en comparaison 

des propriétés structurelles. Alors c'est très naturel de supposer (C2), ou, un 

peu plus généralement, que 

(C.9) la suite U \ ^ y . a I ^W-i y ; h € llv , est bornée en 

probabilité. 

On peut vérifier très facilement que (C.9) est équivalent avec 

(C.10) il existe une constante K >0 telle crue les suites 

ï P ( i y « l > K | T v ^ , «.M, 

sont bornées en probabilité, 

ou, avec 

(C.ll) pour tout K > 0 la condition (C.10) est satisfaite. 

Avec cette hypothèse on peut démontrer (théorème 3.6 [M~\ ) , que si l'on a (C.5) 

(et (C.2)), alors la propriété (C.4) est équivalente avec 

En présence du larme ci-dessus, ce résultat peut être exprimé sous forme plus 

forte : 

Tfiéoième : Soit ^ e* IF jOLUAtant dd ( C . 9 ) . PouA 0.V04A la ptio&UAtt [C.4) 

i l faut <Vt II Aui&it qtiz l u condition* {C.5) oX ( C 7 2 ) soient *éa£ciê&s simul

tanément. • 
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En vertu de ce Théorème, après des calculs élémentaires, on peut démontrer 

que : 

CoKoilciiAZ : SI 'yj zt IF àcutUioYVt (C.9),.£a pKopKlltl (C.4J ut zqulvqlzntu avec 

(C.5) et 

(C. 73) Il zxiAtz une constante. L > 0 toltz q\xz 

t « t ( yBfc I ( « >U N L) I 7 ^ ) f — t — 0 . m 
te» 

La condition (C13) est plias agréable que (C.12) • On peut vérifier que (C.4) et 

(C.9) impliquent (C.13) pour tout L>0 . 

Maintenant nous allons considérer quelques cas oarticuliers TOUT les A 

nk* 

I. Soit = 0 pour tout k$ K / n<f lH . 

Alors les conditions (Cl) - (C.4) prendront la forme 

ac.« ? |£(e ; f t , x , " 1 - '<IT M .X- e -*0 ; +€R*, 

et par le arme les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(ZC5) ma* P 0 l t 0 , £>0, 

(ZC.6) max Cl V /H-llX̂ lt* 1 T r ,»*-0 

Si dans ce cas nous avions l'inégalité 

• . . / . . . 
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pour quelque constante 6(i), alors l'infinitësimalité conditionnelle de ^ 

(c'est-à-dire (ZC.5)) avec en plus (ZC.l) - (ZC.3) iitplique la convergence faible 

demandée vers JLCO,^^) . Mais malheureusement (8) n'est pas vrai, parce que, 

intuitivement la fonction près de zéro est majorée par IUI) et 

ne l'est pas par \ix\lx . Donc en vertu du Théorème, nous devons ajouter à (ZC.5) 

la propriété 

pour obtenir le mone résultat. 

Remarquons que le théorème limite suivant : 

si 96 et F satisfont (ZC.l) - (ZC.3), (ZC.5) et (ZC.8) , leurs sonnes S n, n 6 N, 

convergent faiblement vers fc* ^ ' / * ) , a été formulé dans C2»"3 pour la distribution 

normale unidimensionnelle (avec un autre choix pour IF qui conduit à une faute 

signalée dans L^3 ) / mais sous la forme plus générale ci-dessus il n'a jamais 

été présenté. 

II. Nous considérons maintenant 

où V 6 est un ensemble borné fixé, arbitraire tel que 

C'est très naturel de demander pourquoi dans tous les manuels et ouvrages où l'on 

considère la convergence faible vers une distribution indéfiniment divisible, les 

auteurs choisissent a priori cette sorte de A^. Mais ils admettent a priori 

aussi que *X a la propriété (ZC.5) d'infinitésimalité. Cela iirolique l'infini

tésimalité (C.5) de (pour ce choix deOt) et toutes les autres difficultés 

sont évitées par l'inégalité 

• • • / • • • 
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avec la constante dépendant de t et V seulement (regardez la démonstration 

de(3.40) dans D O ; elle est très fortement tributaire de toutes les propriétés 

du choix de V). Ainsi la propriété (ZC5) seule avec les propriétés structurelles 

(Cl) - (C3) implique la convergence faible vers£(aA/<)r voila la raison 1 

Remarquons que par un détour nous obtenons ici que (ZC.5) et (C.2) 

impliquent (C12). Il n'est probablement pas facile de démontrer cette implication 

iirinédiatement. 

III. Si tous les vecteurs de 06 sont integrables, nous pouvons définir 

et écrire les conditions (MCI) - (MC4) avec et de façon analogue à 

(C.1)-(C4), ce que nous omettons. Malheureusement, en général, la propriété 

(ZC5) n'inplique pas 1 ' infinitésimalité (conditionnelle) de ^ : 

CMC 5) max P( 112 

qui d'après le Lénine est nécessaire pour le bon résultat. D'après le Théorème, 

en présence de (MC2), la condition (MC4) est équivalente à (MC5) et 

m. 6) E II £ C T T Î C ^ 1 I i ^ f — — & o , 

(ou * 

(MC7) il existe une constante L?Q telle que 

Les conditions suffisantes pour (MC4) (avec l'hypothèse (MC.5) sont : 

(MC8) pour tout t 6 ÍR la suite 

est bornée en probabilité, 

• • • / • • . 
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ou, propriété plus forte 

(MC.9) la suite 

k̂  

est bornée en probabilité, 

ou, finalement , si tous les vecteurs de ¥ ont des variances finies 

(VMC.10) la suite 

k-* 

est bornée en probabilité. 

Dans la dernière situation on peut appliquer les considérations ci-dessus 

pour obtenir la description complète des conditions suivantes pour la convergence 

faible vers la loi de Kolmogoroff. La théorie classique suppose habituellement 

(VMC.10) a priori (ou c'est implicite dans les conditions structurelles) et en 

ce cas (MC.4) est équivalent avec (MC.5) . 

Nous finissons cette note avec un fait pour la foi du lecteur (et non 

nécessairement pour la vérification) : 

k, 
Оиаы.-théorème. : kpn.è.6 remplacement de. ¿7 eX max à chaque, ^олл dam ceXtz 
oeuvre, pan. У eX max , ou , h € l N , une. ^uite. de. £етрл d'аллеХ, 

****** 
поил obtenons dejb £кеоп.Ыгл v/icuU роил. dej> ьоттел de. nombre. alcatoiAe. d' elements. ш 

Nous tenons à exprimer à Monsieur le Professeur Y. DEREHENNIC notre très 
vive reconnaissance pour toutes les fructueuses discussions que nous avons eues 

avec lui et pour tous les précieux conseils qu'il nous a prodigués. 

* • * / • » » 
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