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THEOREME DE LA LIMITE CENTRALE, SUR LES GROUPES DE LIE NILPOTENTS, 

POUR DES CHAINES SEMI-MARKOVIENNES 

Albert RAUGI 

INTRODUCTION 

Soient E un espace L.C.D. ; ( a , ( X ) _ QP ) •) une chaine de 
n n> 0 * x 

Markov sur E, de probabilité de transition P admettant une mesure de probabilité 

invariante v . 

Soient (N, o ) un groupe de Lie simplement connexe et p une applica

tion borélienne de E dans N. 

On s'intéresse à l'étude du théorème de la limite centrale pour la 

suite de v.a. 

S n * P ( X P ° 0 p ( X n J ' n-* * 

Nous disons que S n est un produit semi-Markovien. 

Dans le cas où (N, o) est le groupe additif des réels (]R,+), 

Rosenblatt ([ 3] , théorème 2) a montré le résultat suivant : 

Théorème : Suppo&onà quz la m&àuAC y = p(v) po^ëcte un moment d%OKdKZ 2 ; 
2 2 f que. VopeKatzux ? 60<Lt de. layon 6pe.ctAaZ <1 *UA ] L 0 (E,v) = {f €1L (E,v) :/fdv=0}; 

2 

et que. var(p (Xp + . . . + P ( x

n ) ) ^ na avec CJ>0. 

Mou la *uU<> de v.a. { i<*l>»"-^Oy~ nW d»>} dHlnlz 

4UA ( n, *3r , 1P V ) , conuê ae en £o-ô veto la loi notmale. c e n s é e de vaxianez 1 . 

Nous montrons qu'un tel résultat subsiste, pour un groupe de Lie 



nilpôtent simplement connexe quelconque, en supposant seulement que P est un 
2 

opérateur quasi-compact, sans valeur propre 1, de ILQ ( E , V ) . 

Une autre motivation de cette étude est la suivante. Lorsqu'on veut 

établir un théorème de la limite centrale, pour des v.a. indépendantes et 

équidistribuées, sur un groupe de Lie G ayant un nombre fini de composantes 

connexes, on est amené à étudier un produit semi-Markovien sur un groupe résoluble 

Considérons, par exemple, le groupe G des matrices triangulaires 

supérieures d'ordre d, à coefficients complexes. Soient y une mesure de proba

bilité sur G possédant un moment d'ordre 1 et fl^K u n e suite de v.a. 

indépendantes et de loi y . 

Si g = ((a^j)) € G , posons 

a..(g) 

e.jCg) = log| — 7 ^ ) I et T.J » /ç e i : j(g) y(dg) , l<i<j<d. 

Considérons alors les trois sous-groupes suivants de G : 

G - = <(( aij)) G G : aii 5 8 1 > i d} et a.. = 0 si T..>0,. l<i<j<d} 

= {((a. .)) €G : a. . = 0 si T. . * 0, Ki<j<d} 

G^ = {((a..))€G : a.. = 1 „ i€{l,...,d} et a.. = 0 si T..<0, l<i<j<d} 

Le sous-groupe Gjj normalise les sous-groupes G^ et G^ et le groupe G possède la 

décomposition unique G = G^ G*j G^ . Appelons 1 T_ 9 ÏÏQ et ïï+ les projections 

définies par cette décomposition. 

Nous savons ( [1] théorème (9.2)) que : 

i) pour tout g e G , la suite de v.a. { ïï_(y ...y g)} converge p.s. vers 
1 n n>i 

une v.a. Z indépendante de g. — 

ii) pour tout g G G , la suite de v.a. { n+(gyn...y )} . converge p.s. vers 

une v.a. Z indépendante de g. 



On en déduit que ff_(yj...yn) et ^ +(yj...y n> convergent en loi 

respectivement vers les lois de Z et Z. Il nous reste donc à étudier TT (y....y ) . 
y y 0 1 N 

S'il n fy a pas de "télescopage" (i.e. * 0 ( G + G _ ) = {e} ) , nous avons 

autrement dit ^(Y^. •. .Y^) est un produit de v.a. indépendantes et de loi T T Q ( U ) . 

Mais en général, il y a "des télescopages" et nous avons 

En introduisant la chàine de Markov (TT (Y... .Y ) ,Y ) sur x G , 
+ 1 n—1 n + 

on voit que TT̂  (Y^ .. .Y^) et un produit semi-markovien sur le groupe résoluble G Q . 

Dans le cas où, pour tout l<i<j<d, T.. est nul si et seulement si 

l'homomorphisme 6 ^ est nul, G ^ est un groupe résoluble de type rigide ; G ^ 

se plonge alors dans un produit semi-direct d'un groupe nilpotent par un 

groupe compact L ; si bien que nous somme amenés à étudier un produit semi-

Markovien sur le groupe nilpotent N,.. 

Les principaux résultats sont énoncés dans les sections 2 et 3. 

Ils ont été résumés dans ([ 2] ) . 





1 PRELIMINAIRES 

Soit (N, [ , ] ) une algèbre de Lie nilpotente réelle de dimension p et de 

longueur r. Nous désignons par N 1 = N - N 2 = [N,N ]3. ..3 N r = [ N , N H ] ^ N r + I = {0} 

sa série centrale descendante. Nous désignons par G [ N ] l'algèbre des fonctions 

polyiomes sur l'espace vectoriel N ( % ]R^). 

(1.1) Définitions. Pour tout élément T de d [N] , la fonction qui au couple (u,v) 

associe T( [u,v] ) est une fonction polynôme sur N*N. Nous disons qu'une notion 

de degré sur G [N] est compatible avec la structure d'algèbre de Lie de (N,[, ] ) 

si pour toute fonction polynôme T sur N, T( [u,v] ) est la somme de monômes de la 

forme A(u)B(v), avec dgA + dgB_<dgT. Nous disons qu'une notion de degré sur C [N] 

est homogènement compatible avec la structure d'algèbre de Lie de (N,[,]) si pour 

toute fonction polynôme T sur N, T( [u,v] ) est la somme de monômes de la forme 

A(u)B(v), avec dgA + dgB = dgT. 

(1.2) Une notion de degré sur G [ N ] s'obtient en choisissant une base {e.} 

de l'espace vectoriel N et en attribuant un degré à chacune des coordonnées 

^Xi^l<i<p* a s s o c ^ e a cette base. On convient que le degré [resp. la valuation du 

polynôme nul] est (-«) [ resp. (+°°)1. Nous disons alors que ^ei^]<£<p e s t u n e base 

de référence pour cette notion de degré. 

Pour qu'une notion de degré sur (E [ N ] soit compatible avec la structure 

d'algèbre de Lie de N, il faut et il suffit que la propriété de définition soit 

vérifiée pour les fonctions coordonnées (x.K , d'une base de référence. Comme 
î l <_i_<p 

x.( [u,v] ) = l x^(u)xk(v) x £([ e^, e k ] ) , u,v^N, 

l<£,k<p 

il faut et il suffit que x ^ [ e^, e k ] ) - 0 , pour tout triplet (£,k,i) tel que 

dgx^ + d g ^ >dgx^^ . 

Nous avons alors, pour s€{l,...,r} , pour Uj,...u g £ N et pour i£{l,...,p }: 



2) 

( 0 X.([u[u 9...[u ..u]...]]) = l Co , X ^ u J - . X , ( U

s) 

i 1 2 s-1 s L ^ \ 9 ' 9 ^ s 1 s 

U , , . . £ s ) € C N-{0}) S: 

dgx£ +. .+dgx«fdgx i> 

1 s 

k+1 
En particulier, on voit que si k » dgx^, alors x^(N ) * 0. 

(1.3) Définition. On appelle suite graduée d'idéaux de N, toute suite décroissante 

d'idéaux ( C J 1 ) ^ ! telle que 

i) 3 1 = N et à partir d'un certain rang 3 1 - (0) 

i i ) [ 9 \ 3 j ] c 3 1 + J , pour tout i,j>J. 

Le plus grand entier r tel que r £ (0) est appelé la longueur de la suite 

graduée d'idéaux O * ) ^ ! * 

(1.4) Définition. Soit (3 1)^ >j une suite graduée d'idéaux de N de longueur r. 

Pour i €{0,...,r}, notons q^ la dimension de l'espace vectoriel N/^£ +j . Nous 

disons qu'une base ordonnée {e^} ̂  < l c < p > (P = <ïr) >
 d e N e s t adaptée à la suite 

graduée d'idéaux O 1 ) ^ » s i P o u r t o u t ^{l,...,r}, { e ^ + 1>--,«q.^
 e s t u n e b a s e 

d'un supplémentaire de J dans J . 

(1.5) Définition; Nous disons qu'une notion de degré, notée dg, est "plus petite" 

qu'une notion de degré, notée dg', si pour pour toute fonction polynôme T sur N, 

dgT^dg'T. 

(1.6) Notion de degré sur d [Ni. associée à une suite graduée d'idéaux. 

Soit (3 ) ^ , une suite graduée d'idéaux, choisissons une base {e.h . de N 
4>1 • i l^ifp 

adaptée à cette suite. En posant 

dgx. = sup : e.€ 3^}, 
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On obtient une notion de degré sur C [ N ], compatible avec la structure d'algèbre 

de Lie de N, et indépendante du choix de la base adaptée {e^}^ < £ < p • 

La notion de degré sur <C [ N ] ainsi obtenue à partir de la suite centrale 

descendante de N est appelée "notion de degré usuelle". C'est la plus petite des 

notions de degré sur <E [ N ] compatible avec la structure d'algèbre de Lie de N. 

Réciproquement, donnons nous une notion de degré sur <t [ N ] compatible 

avec la structure d'algèbre de Lie de N. Soit {e.}. . une base de référence 
1 l<i<p 

* / 

pour cette notion de degré. Pour tout l € u , appelons 3 l'idéal de (N,[ , ]) 

engendré par les e^ tels que dgx^ >_t . On obtient alors une suite graduée d'idéaux 

et la base ^ e£^]<£<p e s t adaptée à cette suite. La notion de degré associée à la 

suite graduée Q est alors plus petite que la notion de degré considérée. 

(1.7) Munissons N du produit o défini par la formule de Campbell-Hausdorff, 

uov - u + v + y[u,v]+... (u,v€ N) 

(N,o) est alors un groupe de Lie nilpôtent simplement connexe. 

L'application qui au couple (u,v) de N*N associe T(uov) est une fonction 

polynôme sur N*N. Une notion de degré sur (J [ N ] est compatible avec la structure 

d'algèbre de Lie de N si et seulement si, pour tout élément T de (E [ N ] , vérifiant 

T(0) = 0 , nous avons 

(2) T(uov) = T(u) + T(v) + A T(u,v) , (u,v€N), 

où A T est une fonction polynôme sur N*N dont le degré global est inférieur à 

celui de T et les valuations partielles de A sont supérieures ou égales à 1. 
T 

[ En effet il suffit de vérifier (2) pour une base de référence. (2) est alors une 

conséquence immédiate de (1). Tandis que (1), pour s • 2, s'obtient à partir de (2) 

en remarquant que : 

[u,v] = lim {(tu)o(tv) - t ( « * v ) n < 

t+O t 
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(1.8) Donnons nous une notion de degré sur $ [ N ] compatible avec la structure 

d'algèbre de Lie de N. Choisissons une base de référence b = {e^} pour cette 

notion de degré et notons {x^}^ <£ < p le système de fonctions coordonnées associées 

à cette base. Pour tout réel t > 0 , posons 

Nous définissons ainsi une famille d f automorphismes d'e.v. sur N. En général les 

, t >0 , ne sont pas des automorphismes d'algèbre de Lie de (N,[ , ] ) . 

Des relations 

x.([u,v]) l Cp x*(u) x, (v), i€ {l,...,p} , 
{£, k € N : dgx k+dgx^<dgx i} 

il résulte que 

[u,v] b = lim U b [ U b(u) , U*(v) ] 

existe pour tous u, v € N , et l'on a 

[u,v] b l C» x«(u) x^(v) , i€ {l,...p} 
U, k € U : dgx^+dg^ = dgx.} 

On vérifie facilement que : [ , ] b est un crochet de Lie sur N ; 

(N,[ , ] b) est une algèbre de Lie nilpotente de longueur égale à celle de (N,[ , ]) ; 

la notion de degré sur € [N] considérée est homogènement compatible avec la 

structure d'algèbre de Lie de (N,[ , ] ) ; et les U b , t > 0 , sont des automorphismes 

d'algèbre de Lie de (N,[ » ] ). 

Appelons o b le produit sur N associé au crochet de Lie [ , ] b par la 

formule de Campbell-Hausdorff. On vérifie que 

i) u o b v = lim U b (U b(u) oU b(v)) , (u,v€N) 
t-K)+

 1 / C C C 

ii) Pour toute fonction monôme T * x = x. ... x P, a 
€H P-{(0,...0)}, 

1 P 
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T(u o b v) = T(u) + T(v) + À^u.v) , (u,v€N), 

où A T se déduit de A^, (voir (1.7) , en conservant uniquement les monômes de degré 

égaux à celui de T. 

(1-9) Définition . Soit y une mesure de probabilité sur les boréliens de N. Nous 

disons qu'une notion de degré sur CC [ N ] est adaptée à y si pour toute fonction 

polynôme T de degré 1, 

/ N |T(u) I y(du) < + «, et J N T(u) y (du) = T(0) 

(1.10) Définition . Une mesure de probabilité y sur N est dite centrée si la 

notion de degré usuelle sur (C [ N ] est adaptée à p , Si ir désigne l'application 

naturelle de N sur N/ r x T X T i , nous avons alors 
l N,N J 

/ TT(U) y(du) = 0 . 

(1.11) Suite graduée d'idéaux associée à un élément de N 

Considérons l'ensemble 

E ={(£ ,k)^lîxK : 0j<k<^} U{(1 ,1)} muni de la relation d'ordre total 

_> définie par 

l> V 
(£,k) > ( £ \ k ' ) ~ { ou 

1 = 1' et k > k ' . 

On vérifie aisément que l'ordre ainsi défini sur E est celui qui est 

induit par la bijection : 

0 1 E ^ t (l-D/2 + k + 2 si 2 
(£,k) » a(£,k) = { k + , si l = \ 

Nous appelons suite graduée d'idéaux associé à un élément x de N, la 

suite graduée d'idéaux de N définie de la façon suivante : 
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•} 1 , 0 ( x ) = N, 3 1 J ( x ) = i r " 1 ^ ) ) 

et 3 ^ , k ( x ) , G£,k) €(E,>) avec £>_2, est l'idéal de engendré par N ^ + 1 et par 

les crochets de l éléments de N dans lequel figure au moins k fois x. 

2 

Lorsque x £ N , la suite graduée d fidéaux associée à x n fest autre que 

la suite centrale descendante. 

(1.12) Définition . Soit x un élément de N, nous appelons notion de degré suivant x 

la notion de degré sur C [N] induite par la suite graduée d'idéaux associée à x 

(voir (1.6) et (1.11)). 

2 

Lorsque x ^ N , la notion de degré suivant x coincide avec la notion de 

degré usuelle. 



2.- T.L.C. THEORIQUE : CAS HOMOGENE 

(2.1.) Notations 

Soit (fl, F, (X ) „ T , ( IP ) ff w) une chaine de Markov sur un espace 
n n ̂ J W x x ̂  M 

localement compact à base dénombrable M, de probabilité de transition P admettant 

une mesure de probabilité invariante v . 

Soit (N, [ , ] ) une algèbre de Lie nilpotente ; nous désignons par 

(T [ N ] l'algèbre des fonctions polynômes sur l'espace vectoriel N ; et nous notons 0 

le produit sur N associé au crochet de Lie [ , ] par la formule de Campbell-

Hausdorff. 

Soit {p} „ une suite d'applications boréliennes de M dans N, pour 
n n£ i 

laquelle il existe une notion de degré sur C [ N ] , homogènement compatible avec 

la structure d'algèbre de Lie nilpotente de N et adaptée aux mesures 

y = P (vXvoir définitions (1.1) et (1.9) )• Nous désignons par b = {e.} . . 
n n i i<i<p 

une base de référence pour cette notion de degré et par {x-} le système 
lli<p 

de fonctions coordonnées associé à cette base. 

Nous appelons d^ le degré de chaque coordonnée x^, i £ { 1 , . . . , p}. 

Pour tout a = (a^,... , a ) ̂  ]NP , nous désignons par x Û la fonction monôme 

a i
 a p B a 

x^ . . . x^ et par d^ = £ ou d^ le degré du monôme x . Nous posons 

q = sup {d^ ' 1<_ i<̂  p} 

l(y ) = sup {k^B : ! I x a(u) | y (du)< V a € l P d < k} 
n N 1 n » a 

Pour tout entier naturel n> 1, nous définissons 

U (u) = f _ x i ( - e i ( u € N ) 

n i-1 dj/2 
n 

S n(t) = U n ( p n ( X l ) o... o P n ( X [ n t ] ) 0{nt> P n ( X f n t ] + 1 ) ) (t>0) 

= U n(p n(X 1))o.... 0U n(p n(^ n tj)) o{nt}U n(p n(X [ r i t ] + 1)) 
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Enfin, pour tout élément v de N, nous définissons 

D f(u) = lim f(uotv) - f(u) (u^N) 
V tr*0 t 

lorsque f est une fonction de classe C 1 sur N. Nous écrivons au lieu de D , 
i 

i € {1 ,... , p}. 

( 2 . 2 ) théorème : A V E C Izà notatlonà dz (2./), buppo&onA quz 

i) (existence de moments d'ordre suffisant) : 

pouA tout n> 1 , l[vn) >m s *UP W,2q} 

ii) (convergence des moments) : 

pouA tout monomz X A , ot€ H P , ; <d^ <m , zt pouA tout t> 0, 

Ifr E V [ X A is/FH)] - t* 1 1 A ( X A ) , 

où a ( X A ) u t Un AzzL Indzpzndant D E t. 

iii) pouA tout monôme X A D E dzgiz 2 [nzbp. 1] , zt pouA tout t>_0, IOL àuttz 

dz fonction* ( E . [XA{SN[^—H)]} > 1 zonvzAgz, dcuu> L J ( M , v ) , vzu t a ( X A ) 

[ SlZ6p* V2A6 ZZAO] . 

iv) pouA tout monomz X A , a^rf , ' ^ ^ « Ç M , la 6uÂtz AZZLLZ 

{n-^{0,[dj2)-l) ^ | X A ( U ) L % L D A ) } ^ U T B C M U I 

Motu, pouA tout t >0, la. &iUZz de. v.a. {Sn(t)} n > J définie. 4>UA 

[Q, F , F Y ) , convzxgz E N loi vzu la. loi au temp* t du &mL-gioupe. dz convocation 

'V-t' t>0 i u A ' N' 0' ^z 92nëA^teuA XN^N^C&64/na£ 

A = l A ( X . ) T>. £ O L X . X . J . P . P . 
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(2.3) corollaire . Avec Izà notation* du tkzoAlmz (2 .2 ) , loAàquz pouA tout ZYVtiz* 

n>19 Pn

 s p > l&> zoncùiéxionA dz ce thzoAzmz A'appLLquznt dè4 quz : 

i) U\x) >m = 6up {4,2q} 

ii) pouA tout monôme. x a , non con&tant, dz dzQAz <jn, la. t>uÂ£z 

I * * ^ " " ] * n>1 c o n v Q A 9 £ vzu un Kzzt a ( x a ) . 

iii) pouA tout monomz x a dz dzgAz 2[Azt>p. 1] , la AUÂXZ dz fonction 

{E. [ x a ( S n(7) )] } n > 1 zonvzKQZ danà IL1 [M,v] , vzu a(x a ) [izàp. VZAA ZZAO] . 

Le théorème (2,2) suppose l'existence de moments supérieurs à h. 

Cependant, dans le cas abélien (q - 1) nous avons : 

(2.U) théorème. Soit [Q, F, , ( H £ ) x € M ) a n e zhcUnz ^ Mankov t>uji un espace 

L . C . P . M, de pKobabWLtz dz tAayu>i£ion P admettant unz mz&unz InvarUantz v. 

Sact { P N } n>j unz 6uÂXz d'application* dz M dan* TRP, p e fl*9 tzllz 

quz lz& mzbuAZb dz pAobabÂZitl Y ^ = P n M boizwt czntAZZA. Woa6 dulgnonà paA 

{x^} ^ cooidonnzz* dz TRP zt pan. Il II une notifie 4 a* 

VOUA tout t > 0, nous potonA 

Sappo-IOIOA que : 

-c) 4up / | |u| | 2 u (du) < + -

II) POUN TOUT, L,K e { ; , . . . p } , 

F r v ( S (122.1 )i * r ( * U ) . -, 

t , y y / c f[^11 n I' (M, v) . 

où o-£ ^ e i t un Aêe-d -cndëpendan* de -t. 

A£o-t4 deux cu,izAtioru> Atu.van£&& -iont §.qiU.valzrvtzA : 

(Aj) P O U A *ou* i > 0, ta 4 a ^ e de v.a. {S (t) > n > , > <të£ûûe 4u* (n ,pj> ) , 
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converge, VÇAA la. loi gaut>&leymz de. mauu.cz de. covaAlance 

(A2) VOUA, tout KfeJL a > 0, 

t+0 n * v n n { | | S n ( - ^ ) | | > a} 

(2.5) Corollaire. Avec le* notation* du thlotâmz (2.4), lotuquz = p, 

Vn >_ 1, &uppo&onA que. : 

/ A II u | | 2 y (du) < +» (avec u = P ( V ) ) 

£ . U £ ( 5 n ( , , ) 1
 E . I x ^ I p I X , ) • . . . + P (X n ) ) l 0 

C . [ ( x £ x f e J ( S n ( 7 ) J ] - i E [ x £ x f e ( p ( X J J . . . . . p ( X n J J ] ^ g i ^ ^ f e • 

A£o/i6 £e6 deux aj>&wtLovu> AutvanteJ> 6 ont équtvaZenteA : 

(Aj) VOUA tout t > 0, la ùuttz de v.a. {S (-t) î w > j T dë^utte *>UA ( f l , F , P J , 

conve/ige v/e^a £a £<u. gau44>cenne de mcuùUce. de cova/u.ance (If a . . ) ) - ; ^ R 7 

(A^) La 4ttcte de v .a . { | | S ( J ) | | > n > j , d&iâiiz 4u/i (a ,F ,p^) , e^t uyil^onmlmant 

ûU&gtablz U . e . ton *up / { | | S ( J ) | | > c } l l ^ ^ f / J l l 2 dP v - 0). 

Les résultats de cette section sont prouvés dans la section 6. 

http://mauu.cz


3 . - T.L.C. THEORIQUE : CAS NON HOMOGENE 

( 3 . 1 ) Notations 

Soit (Q, F, ( x

n ^ n e]N' ^ "^x^x^M^ U n e c h a ^ n e d e M a r k o v s u r un espace 

localement compact à "base dénombrable M, de probabilité de transition P admettant 

une mesure de probabilité invariante v. 

Soit (N, [ ,] ) une algèbre de Lie nilpotente ; nous désignons par C [ N] 

l'algèbre des fonctions polynômes sur l'espace vectoriel N ; et nous notons o 

le produit sur N associé au crochet de Lie [ , ] par la formule de Campbell-

Hausdorff. 

Soit {P nï n > 1 une suite d'applications boréliennes de M dans N, pour 

pour laquelle il existe une notion de degré sur (T [N] , compatible (non nécessairement 

homogènement compatible) avec la structure d'algèbre de Lie nilpotente de N et 

adaptée aux mesures y = p (v), n> 1 . (voir définitions ( 1 . 1 ) et ( 1 . 9 ) ) . 
n n — 

Nous désignons par b = {e.} une base de référence pour cette notion de degré 

et par {x.} le système de fonctions coordonnées associé à cette base. 
1 1<i<P 

Nous appelons d^ le degré de chaque coordonnée x^, i € { 1 , . . . , p}. 

Pour tout a = (a^,... , a^) € ]N^, nous désignons par x a la fonction monôme 

a 1 a ? 
x^ .... x ^ et par d^ = [ ou d. le degré du monôme x a. Nous posons 

q = sup { d^ : 1 <_ i <_ p} 

1 / d 

*(u) = sup {|x i(u)| i : i€{l 9... , p} }, ( U€N) 

et T(\I) = sup {k>1 : L [(()(u)]k y (du) <+«> } 
n — n n 

Pour tout entier naturel n >_1 , nous définissons 

U (u) = l X i ( u ) e. ( u 6 N ) , 
i-1 n d i / 2 
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et S n(t) = U n ( p n ( X l ) o... o P n ( X [ n t ] ) < K n t } p n ( X j n t ] + 1 ) ) , (t> 0 ) . 

[en général S Q(t) T U Q ( P n ( X 1 ) ) o... o {nt}U n (P Q (X [ Q t ] + 1 ) ) ! ] 

Nous notons o ^ le produit sur N défini par 

u. o b v = lim U (U1 (u) o U 1 (v)), (U , V € n ) . [voir (1.8)] 
N-M.oo AL /n 

(3.2) Supposons que pour tout entier n_>1, î(un)>in = sup {U ,2q} . (voir ( 3 . 1 ) ) . 

Pour tout entier k tel que 1 £k_<m, nous désignons par E f c le s.e.v. fermé de 

IL m/ k(M ,v) engendré par les éléments g de la forme 

1, 1, 1 1-
(*) P k [ ( T k o p n ) [P k " 1 [ ( T k - 1 o p n ) . . . [ P ] ( T l o P n ) ] . . . ] ] ] , 

K * W 

avec l dg T . £ k, n^JN , 1. € U V i€{1,..., k} , avec 1 . >_ 1 si dg T . # 0 
i=1 

On convient que P^ = I et que Eq est l'ensemble des fonctions constantes sur M. 

[on notera que d'après l'inégalité de Holder, 

k 
Il g» < n II T . H ] . 

n 

Nous disons que le triplet (P, v » ^ p

n ^ n > i ) vérifie l'hypothèse (H) si 

pour tout entier k £ m - 1 , P est un opérateur quasi-compact, n'admettant pas la 

valeur propre 1, (il peut y avoir des valeurs propres de module 1, différentes de 1) 

sur 

E k = { g € E k : ê ( x ) v ( d x ) = 0 K 
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(3.3) Pour tout n>l, nous désignons par Q n la probabilité de transition sur 

NxM définie par 

Qnf(u,x) = P * u ( x ) , où * u ( y ) = f(uoPn(y), y ) , ( y € M ) 

Alors {(p n(X 1) O ... o p f l(X n), X n)} ^ > ^ est une chaine de Markov sur N*M, de 

probabilité de transition Q . 
n 

Pour toute fonction borélienne sur NxM, nous posons 

P f(u,x) = P[ f(u,. ) ] (x) ( U€N, x € M ) 

et \F £(U,X) = / M f(u,x)v(dx) ( u € N ) f 

lorsque ces expressions ont un sens. 

P et v prolongent respectivement les opérateurs P et v aux fonctions boréliennes 

sur NxM. 

Lorsque le triplet (P, v, p ) vérifie l'hypothèse (H), pour tout entier 

k < m - 1 , l'opérateur (i-(P-v)) de E, est inversible. Nous appelons L l'opérateur 
K n 

défini par 

L n = ^(Q^-P) (l-(p'-v)r1(Qn-P)^ . 

On voit aisément que, pour tout polynôme T de C [N]et tout entier n 1 

L^T est un polynôme de degré inférieur ou égal à (dgT-2). 

dgT/2 

Lorsque T est un polynôme de degré pair, pour tout entier n> 1 , L T est un 

scalaire qui ne dépend que des moments {/ x a(u) M n(du) : a€|j
p, = 2}. 

Gi pour tout a€]NP tel que d a = 2, la suite { / N x
a(u) u n ( d u ) ) n > 1 est convergente, 

alors la suite { L d e T ^ 2 T} , est aussi convergente ; nous notons alors o(T) le 
n n >. 1 

réel lim t ' ..x L - 1 . 
n (dgT/2) ! n 
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Nous avons : 

(3.*0 Proposition 

Avec IZA notations de (3.1), supposons quz : 

i) x ( y n ) ^ m , Vn _> / 

-ce) la txlplU l p # v ^ p } j) vîfcttf-ce Vhypotklsz (H) ( V C U A (3.2)) 

>6cc) pouA £ca£ monôme T de degAl 2, &t 4oc i e { / M T(u) ( ^ ) ï n > j conve/ye 

^u) pooA t o o t monôme T de deg^ë > 3 e i i o o t Ktzt 6 _> J £e£6 que ôdgT •< m, 

^ m ' [(6 <feri/2]-i f w W l a V^ 1 1 s 0 

n 

MOKA, pouA tout t > 0 tt tout monôme. T de deg^é _< m, £a 4iu^e de 

fonctions polynomzs { jg-r/g v *^^>i c o m ; e * g e z 2/LO si dg T <tt>t impaJji, 

vins a(T) t d a T / 2 , si dgT ut pain.. 

Ce plus, si dg T < alons pouA tout u € N, la suitz de fonction* 

{ j g j / g Q ^ ^ T f a , - ) } n > J , converge dan6 l*"^"* (M,v) veA4 zë^o si dg T ut impaiA, 

veAS a (T)>t d 9 ^ 2 si dgT ust pain. (voiA (3.3)). 

(3.5) Théorème 

Avec Izs notation* de [3.1), supposons vêAlfizzs les hypothlseA i), 

II), iii) zt iv) de la proposition (3.4) 

Alons, pouA tout t > 0, la sultz de v . a . t S ( i ) } ^ , dzfinlz SUA 

( f l ,FJP ) convoAgz en £O^L veto £a loi au iempa £ du semi-gtioupz de convo^ateon 

( v ^ ) ^ ^ SUA [N, O^) de ginzKaZvjJi infinitésimal A. 

Lorsque o = , le théorème (3.5) résulte immédiatement de la propo

sition (3.U) et du théorème (2.2). 

La proposition (3.^0 et le théorème (3*5) sont prouvés dans la 

section 7» 
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(3.6) Proposition 

VOUA p € [7,+«] appelons (H J l'hypotklsz : 

"P ea-t on op&iatzuA quas<i-compact, &ayis VCLLZUA pKopKz 1, JSUA Vzspacz 

Lg(M,v) = L p (M,v) : y t a j v f d a ) * 0}. 

A & m £e* hypotk&szs (H^), p e ] tant toute* Zqutvalzntzs ; 

novu> notons (H^ Vkypotklsz qu'elle* définissent. Le* hypoth&Jsejs (Hj) et ( H J 

sont plus fioitzs que. Vhypothzsz (H^). 

(3-7) Théorème 

Avec Izs notations de (3,1), lonjsquz, pouA tout zntteA n 7, 

P n = p, lejs conclusions du théotâmz (3.5) &1 appliquent d&s quz : 

l) Iz couple (P,v) \)Vvi{Jiz Vhypoth&sz (H2) 

il) T ( P) - x(p(v)) _> 2 . 

Autrement dit, lorsqu'on remplace l'hypothèse (H) par celle plus 

forte (H^), l'existence de moments d'ordre 2 devient suffisante. 

Dans le cas où (N,o) = ÛR, + ) le résultat obtenu améliore celui de 

Rosenblatt ([4-] » théorème 2) qui suppose que P est un opérateur de rayon 

2 
spectral strictement inférieur à 1 sur L^(M,v). 



U . - ETUDE DU SEMI-GROUPE ( v

t ) t > Q ET T.L.C. PRATIQUE 

Dans cette section, nous commençons par étudier l'absolue continuité 

du semi-groupe (v^) ^ . Nous montrons ensuite comment on utilise les résultats 

précédents pour obtenir, dans la pratique, un théorème de la limite centrale, 

sur les groupes nilpotents, pour une chaine semi-Markovienne. 

A.- Etude du semi-groupe (v ) 
t t^0 

Pour tout élément u de N, D^ est un champ analytique de vecteurs tangents, 

invariants à gauche sur (N, Q) ; D^ s'identifie à l'élément u de l'algèbre de Lie 

(N, [ ,] ) de (N, Q). 

Si pour tout i € {1,...,p} , d. > 2 , l'opérateur différentiel A 

s'identifie à l'élément f n = £ a(x ) e. de (N,[ ,] ). Alors, pour tout 

{i: cL=2} i 1 

t > 0, v est la mesure de Dirac e,« . 
t tf Q 

S'il existe des coordonnées x^ de degré 1, alors A s'écrit sous la 

forme 

1 S 2 # 
A = Z + - T Z. , avec s € ]N 

0 2 i-1 1 

où les Z. , 0 < i < s , s'identifient à des éléments (f.L^.^ de (N,[ ,] ). 
i ~ i U<_i_5_s 

Désignons par L^ la sous-algèbre de Lie de (N,[ ,] ) engendrée par les 

éléments f^,..,,fs ; et par L^ l'idéal de L^ formé par les éléments de L^ de la 
s 

forme £ + u avec X^GJR, u € [ L-j 9L^] .(Lj,o) et (L^, ô) sont des sous-groupes 

fermés de (N, Q) et (L 2, Q) est distingué dans (L^9Q). Nous avons alors : 

1) si = , est absolument continue par rapport à la mesure 

00 

de Haar de (L^, 0) avec une densité de classe C . 

2) si L 1 ^ L 2 , L 1 = L 2 « E f Q et v t s'écrit X t â e t f où X t est 

absolument continue par rapport à la mesure de Haar de (L^ J O) avec une densité 

00 

de classe C . 
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{h.2) Lorsque la matrice ((a(x. x.))),. . . est définie positive, 
i J 119 J • i~* j~' 

l'algèbre de Lie engendrée par {f.,...,f } est celle engendrée par les éléments 
i s 

{e^ : d^ = 1}. Nous nous trouvons dans le cas = L^ = N si et seulement si 

{e^ : d_̂  = 1} engendre N ; c'est-à-dire si et seulement si {e^ : d^ = 1} 

forme une base d'un supplémentaire de Dedans N. 

Appelons r le nombre de i € {1,...,p} tel que d^ = 1. Quitte à 

réordonner la base b, nous pouvons supposer que d^ = ... = d = 1. Pour tout 

n >̂ 1 , appelons l'application borélienne de M dans ]RT définie par 

T = ( x l 0 P n f . . . , x T O p n ) . 

P n appartient à!L 2(M,v), (i.e. / M ||p n(u)||
2 v(du) = £ / N x

2(u) y n(du) < -H») . 

Nous avons : 

(h.3) Lemme. 

SuppoAonb quz pouA tout n>l, ^zqaàmz (I-P)gn , où ^9n^n>j &>t 

une. &uitz dzTL (M,v) conveAgzant veAA g. Alosu pouA tout l,k s { J , . . . , T } , 

a i x l V S F^Lxi°9)(\°9) ' (Plx^og)) (P(x f eog))] ( U ) v(du) . 

La matAtcz ( ( a ( x ^ \ ) ) ) ^ T j n'zt>t pat> débatte po*itLvz 

4>c et AzuZemznt 6lH zxt&tz unz combinaison tinzoOiz T du x^, tzULz 

4>upTEv[T
2(P(X1)O...OPLXN))] < , oùp = (I-P)g . 

n 

Preuve. Il suffit de noter que, pour tous l,k<= { 1 , . . . , T } , 

E v [ ( x l V ^ V ^ ^ A » 1
 = * J (*1 V ( p

n

( X 1 ) + ' ' • + p n ( X n î ) ] 

et que 

p(x 1 ) + . . . +p (x n ) = g ^ ) - g n ( x n + 1 ) + n 1 j n • . . . + n n > n , 

où les n = g (X , ) - g (X.) sont des accroissements de martingales... 
l,n n 1+1 n i 
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B.- Applications des résultats des sections 2 et 3 au T.L^C. 

{h.h) D'après (U . 2 ) , nous voyons que si l'on veut obtenir des mesures absolument 

continues par rapport à la mesure de Haar nous sommes limité dans le choix de la 

notion de degré sur Cf N] . 

Dans la pratique pour obtenir un théorème de la limite centrale on opère 

de la façon suivante. 

Soit (Œ,F,(X ) a . , CP ) *-xm) une chaine de Markov sur un espace L.C.D. M , 
n E R N X X ^ M ' 

de probabilité de transition P admettant une mesure invariante v. 

Soit (N,[ , ]) une algèbre de Lie nilpotente ; nous désignons par €[ N] 

l'algèbre des fonctions polynômes sur l'espace vectoriel N ; et nous notons 0 le 

produit sur N associé au crochet de Lie [ ,] par la formule de Campbell-Hausdorff. 

Soit (p ) ̂ „ une suite d'applications boréliennes de M dans N. 
n n>j 

Nous distinguons deux cas : 

1 e r cas. Supposons que les = ' 5 soient centrées. Dans ce cas nous 

choisissons la notion de degré usuelle sur C[ N] et nous nous trouvons dans la 

situation envisagée en (3-l)« 

2ème cas, plus généralement, supposons que, pour tout entier n>_1 , 

u = / , T / TT(U) u (du) = \ u , 
n N /[N,N] n n 1 

avec X n € B et TT : N N / [ N ^ . 

Nous sommes alors amené à étudier 

[ n(t) = P n ( X 1 ) c . . o P n ( X [ n t ] ) o { n t } p n ( X l n t ] + 1 ) 0 ( - ( n t ) u n ) , 

qui s'écrit 

Y (t) = Z 1 ° Ad u (Z Jo---oAd([nt]u )(Z . . ) 
Ln n , 1 n n , 2 1 1 n n,[nt]+1 

en posant Z . = p (X ) 0 (~u ) > ^k>1 
n,k n K n — 

et Adx(u) = x 0u 0x
 1 ¥u,x € N. 

Considérons le groupe G obtenu en munissant l'espace NxTR du produit, 

encore noté 0 > défini par 
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(u,s)Q(v,t) = (u0lEXp Ad(su )] (v), s+t). 

G est un groupe nilpotent simplement connexe et nous avons 

( I n ( t ) , ( [ n t ] + M N ) = ( z n f l , X n ) 0 . . . 0 ( Z a ï l n t , + 1 . 

Nous choisissons pour flj NxTRl s CC N] & d l f l la notion de degré suivante : 

si T = T 1 8 T 2 € NxTRl avec T 1 € Cl N] et T g € (tf]R| , nous posons 

dgT = dg T 1 + 2dg T 2 , 

où dg T 1 est défini en (1.12) et dgT 2 est le degré usuel d'un élément de Cfïïfl . 

Nous nous trouvons alors dans la situation envisagée en (3.1). Nous 

pouvons donc appliquer les résultats de la section 3-

Désignons par b = ^ e£^<i<p u n e D a s e de référence pour la notion de 

degré suivant u^ sur C[ N] et par ̂ ^ i < i < p l e système de fonctions coordonnées associé 

à cette base. 

Pour tout réel t > 0 , posons 

U°(u). = l e. (u€N) 

Appelons G^ le groupe obtenu en munissant l'espace NxlR du produit Ql> 

défini, à partir du produit 0 , par 

(u,s) Q b (v,t) = lim U ( [ n , (u,s)] 0 [ U . (v,t)] ), 
n i/n i /n 

n 

où U (u,s) = (Ut(u),~) , ¥t > 0 , ¥s €]R , Vu € N . 

Nous avons alors les théorèmes : 

(U .5) Théorème. 

Avec les notations de [4.4] supposons que. le* hypothèses i), li), ili) 

et Iv) de la proposition (3.4) soient vinl^ltes pan. le. tAiplet ( p>v,{p n> n >j ' •
 SaP" 

posons en outAe que. la suite nielle { x

n > n > j converge vens \ . 

Mois poux tout t > 0, U il [t]) converge en loi veAS une mesuAe de pio-

habilite, v.. (v, ,e, J . n est un semi-groupe de convolutlon SUA le groupe nilpotent G . 
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(h.6) Théorème. 

Avec les notations de. [4.4], lorsque., pouA tout ewtieA n>7, - p, 

lejs conclussions de. tkeoAème [4.5] s1 appliquent dts que : 

l) le. couple (P,u) v&Ui-ie Vkypothlse. (H2) 

U) T ( V ) * T ( P ( V ) ) >_ 2 

En outre lorsque p = p, ¥n>_1, les mesures v (des théorèmes (U .5) et 
n Xi 

(k.6)) sont absolument continues par rapport à la mesure de Haar de N excepté 

s'il existe un hyperplan affine h de N/j^ ̂  tel que 

sup(E [h 2(7r 0 p(X 1) + ...-i-7r0p(Xn))] ) < +«. 
n 



5.- PREUVE DES RESULTATS DE LA SECTION 2 

A.- Preuve du théorème ( 2 . 2 ) 

Nous montrons d'abord que de toute suite d'entiers, on peut extraire 

une sous-suite t n k > k > 1 telle que, pour tout t > 0 , la suite des v.a. 

^ ^ k > i 5 définie sur (^,FJP^), converge en loi vers une mesure de probabi-

lité v . 

Nous montrons alors que toute valeur d'adhérence (v ) du processus 

S (t) vérifie la relation 
n 

v t(f) = f (0) + /J v s(Af)ds, Vf € c|(N) • 

Autrement dit, le semi groupe de convolution sur (N, Q) de générateur infinité

simal A est la seule valeur d'adhérence du processus ^ ( t ) . D'où le résultat. 

1 è r e étape : Relative compacité du processus S n(t) 

Nous avons besoin du lemme suivant - : 

( 5 . 1 ) Lemme. Avec les notations de ( 2 . 1 ) , supposons que : 

i) pour tout n> 1 , l(u ) > 2q _ n 

ii ) pour tout a e 1NP , d^ <_ 2q , la suite réelle 

, -sup{0,(d /2)-l} R i a, x i ^, . _ 

{n * a / N Ix (u)|u(du)} est bornée. 

Alors pour toute fonction f de (^.(N), pour tout e > 0 , il existe 

un réel C > 0 , tel que pour tout entier n et tous réels positifs s et t, s <_ t 
|«f(S (t)) - f(S(s))] | < E + C0E[||S (tn(;;~s)l)||21 + h 

n n n n n 

Preuve du lemme 

Soient f € C-JN) et s,t deux réels positifs vérifiant s < t. 

La fonction f est uniformément continue à gauche ; c'est-à-dire 

¥e > 0 , 3 a > 0 , Vv, ||v|| < a, sup |f(uôv) - f(u)| < e 
uÉN 

Pour tout entier n >̂  1 , nous avons 

[n(t-s)] = [nt] - [ns] ou [ nt] - [ ns] - 1 
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Si [n(t-s)] = [ nt] - [ ns] , nous écrivons 

SJV ' S J U T ~ ) ° W n ( s , T ) o V ( T ) , 

n n n n n 

avec 

W n ( s , T ) = u n ( P n ( X ! n s ] + 1 ) O . - . O P N < W ) ' 

(v.a. ayant la même loi que la v.a. S n ^ S ^ ) > par rapport à 3P^), 

V n ( t ) = {nt} y p ^ X j ^ ) ) . 

Nous avons 

|E v [ f(S n ( t ) ) - f(S n ( s ) ) ] | < E v [ | f(S n ( t ) ) - f(S n ( L f § 1 - ) o W n ( s , t ) ) | ] + 

+ E [ |f(S o W ( s , t ) ) - f(S + E J |f(S (s)) - f(S (^-))|] 
v n n n n n v n n n 

Par suite 

Ve > 0 , 3 ci > 0, Vn >_ 1 , V0<s<t, 

|E [f(S (t)) - F(S (s))] | < 3e + 2|ff||> l | |W (s,t)|| > a] + P [ | | V (t)|| > a] 
v n n w v n v u 

+ F v[ | |V n(s)| | > a] ) 

< 3 e + U i f i i ^ ^ H s ^ L n i t ^ s l L ) | | 2 ] 

1=1 1 
n 

Le résultat cherché se déduit alors de l'hypothèse ii). 

Si [n(t-s)] = [ nt] - [ ns] - 1, nous écrivons 

S (t) = S n ( L £ S J r 1 ) o W ( s , t ) o V ( t ) , 
n n n n n 

avec 

W n(s,t) = U n ( p n ( X [ n s ] + 2 ) 0 . . . 0 P ^ X j ^ j » , 

V n ( t ) - { n t ) U ^ X j ^ , ^ ) ) ; 

et nous raisonnons comme précédemment... 

(5.2) Corollaire. Sou6 £ea hypothz&ZA du lemz (5.1), noaô avonô 

H e C f e (N), Vt > 0, làn\TEji(SnU)) - 6 ^ ( ^ ) 1 1 I • 0 
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Si en ouuUz Vkypothlsa U.) du thZotâmz (2.2) zst scutU&cuAz, alons 

Vz > 0, e C K ( N ) , 3 C > 0, V0<6<t 

Um *up\E g(S (*)) - i(SU))] \ < z + C( f a(x^) (*-4 A) . 
n v n w " * 

Nous sommes à présent en mesure de prouver la relative compacité 

du processus S (t). 
n 

Soit { t ^ h ^ une suite dense dans B + . Puisque, pour tout t > 0, 

supE [ | | S ( ̂ n t^ ) | \ 2] < + °° (hypothèse ii) du théorème ( 2 . 2 ) ) , il est possible, 
n n n 

à partir de toute suite d'entiers, de construire, par le procédé diagonal, une 

, [ V i ] 

sous-suite {n }, n telle que, pour tout i >_ 1 , la suite de v.a. {S ( 
& i n^ n^ i 

converge en loi vers une mesure de probabilité . Du corollaire ( 6 . 2 ) , il 
i 

résulte alors d'une part, que pour tout i > 1 , la suite de v.a. {S (t.)} 
\
 1 -

converge en loi vers ; et d'autre part que 
i 

(*) Ve > 0, Vf € C„(N ) , 3 C > 0, Vi,j > 1 

* 2 dl 

t i t j 1=1 1 1 J 

Soient t un réel positif et {T, }, . une sous-suite de la suite 
k k>_1 

{t^} k >^ convergeant vers t. De (*) il résulte que la suite de mesure de proba

bilité {v } converge vaguement vers une mesure de probabilité v , indépen-

dante du choix de la sous-suite {T

k^k>-j • t
 0 n notera que pour tout f € C^(N), 

{v (f)},^- est une suite de Cauchy] . 
T. k>1 
k — 

Soient f £ C (N) et e un réel > 0. Choisissons un entier 1 tel que 
K. 

|v (f) - v(f)| < e et 

* 2 d. 
C( £ a(x.) |"b—c-, | ) < e , nous avons : 

i=1 1 

lim sup|E[ f (S (t))] - v,(f)| < lim sup |]E[f(S (t)) - f(S (T. ))]| + e < 3e 
k n k * k \ \ 1 

(d'après le corollaire ( 5 . 2 ) ) . 

Ce qui prouve que la suite de v.a. {S (t)} converge en loi vers v . 
n n^ i t 
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2ème étape : 

Désignons par ^ n ^ ^ > ^ u n e suite dfentiers telle que, pour tout t > 0, 

la suite de v.a. {S converge en loi vers une mesure de probabilité v . 

Nous allons montrer que 

Vf € C | ( N ) , v t(f) = f(0) + /* v g(Af)ds. 

En posant S£(t) = (t), on se ramène au cas où tn^}^^ est la suite 

des entiers naturels. Pour alléger l'écriture, nous nous plaçons donc dans cette 

situation. 

2 

Soit f un élément de C-.(N). D'après la formule de Taylor, pour tous 

u et v € N, il existe 0 £ ]0,1[tel que 

f (uov) = f (u) + D yf (u) + j D 2f(u 09v) 

= f(u) + f x x(u) D f(u) + \ l (x x^)(u)D D k f(uo6v) 
1=1 Kl,k<p 

Choisissons une partition t^ = 0 < t^ <. ..< t^ - t de [0,t] et écrivons 

pour tout entier naturel n, 

f(S (t)) - f(0) = f(S (t)) - f ( s ( - ^ r 1 ) ) + l •) - f(z n • J ] 
n n n n j 1 n»J""' 

avec Z . = S (-[ Q t j ]+ £j ( n ) ), j€{1,...,q} , où 
n,j n n 

e^(n) = 0 et les e j ( n ) > J ̂  {1,...»q-l}, sont choisis parmi les entiers 

{ -1 ,0 ,1} de façon que les v.a. 
[n(t-t )] 

W . = (Z . ) 0 Z et S ( ) 
n,j n^j-f n,j n n 

possèdent la même loi par rapport à P ^ . 

D'après la formule de Taylor, nous avons 

f(Z n .) - f(Z n . ) = a An) + ~ 8.(n), 
n,j n,j-1 j 2 j 

avec 

P ! 
a.(n) = Y x.(W .) D f (Z . J + ~ T (x, xJ(W .) D. D,f(Z . J 
J 1=1 1 n > J 1 n ' J " 1 2 Kl,k<p n , J n , J " 

et ~~ 

B.(n) = l (x. x, )(W .) [D. D.f(Z . - 0 ®W . ) - D. D f(Z . )] 
J K l k<p 1 k n,j 1 k n,j-1 n,j 1 k n,j-1 
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a) Pour l,k £ {l,...,p} et pour h £ C (N), nous avons 
K. 

lim sup N v [ x 1 ( W n .) h(Z n )]| < | | h | | . limCEv[x^(W . ) ] ) 1 / 2 

n ' ' n ' 

< | | h | | . (a(x 2)(t.-t._ 1))
1 / 2 

et de même, 

lim sup | E J ( X l x k)(W n >.) b ( Z n > j. 1)l | 1 | | h | L ( o^Ht.-t..,) X ) 

2 d > 1 / 2 

( a ( x 2 ) ( t . - V l )
k ) 

b) Pour a € u p avec d a <_ 2 et pour h € C (N), 

posons 

à 12 
Y.(n) = K / X V ) h(Z n )] - a(xa)(t.-t ) a TE [ h(Z . )] | 
J v n,j n,j-i j J - I v n,j - i 

nous avons 

Y.(n) - | E J ( E Y (x a(S ( n \ t j ~ 1 ))) - oU°)(trt. A S h ( Z n , j - 1 ) l 

(propriété de Markov) 
[n(t.-t. )1 d / 2 

< M H L L L |3E [x a(S ( J 'T 1 ))] - o(x a)(t.-t. ) a |v(du) 
— 1 1 1 1 0 0 vN 1 u n n j j - 1 

D'après l'hypothèse iii) du théorème ( 2 . 2 ) , on en déduit que limy.(n) = 0 ; et 
n J 

par suite, (lemme ( 5 . 1 ) ) » 

d 12 
limIE [x a(W .) h(Z . )] = a(x a)(t.-t. ) a v, (h) . 

v n,j n,j-1 j j - 1 t. 
n J i 

c) Pour l,k € {i,...,p}, avec & = dfe = 1 , et pour h € c

k (
N ) > posons 

6.(n) = E [(x, x, )(W .) [h(Z , _ 0 9W .) - h(Z w . n )] ] . j v 1 k n,j n,j-1 Q n,j n,j -1 

D'après l'uniforme continuité à gauche de h, pour tout réel e > 0 , 

il existe un réel a > 0 tel que 

|6.(n)| < e E v t ( x 1 x k ) ( W n > . ) | + 2 | | h | L E v [ ( x ] L x k ) ( W n ) . ) 1 { | | w > | | > a } ] 
n, j 

< e E v [ ( X l x k ) ( W n ) . ) ] + 2 | | h | L [ E v ( ( x
2 x^)(W n ).))]

1 / 2(P v[||W n j.||>a])
1 / 2 

< £ E v [ ( X l X k)(W n >.)] + 2 | | h | | A ) A - 2 [ E V ( ( X 2 X ^ ) (W^ . ) )] 1 | | . | | 2] ] 1 / 2 . 
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Par suite pour tout £ > 0, il existe des réels positifs et Cg 

tels que, pour toute partition ^ - {t^ : i 6 {l,...,q}} de [0,t] , 

lim sup |6 . (n ) | < e C (t.-t. ) + C (t.-t. ) 3 / 2 . 
^ J ' J J — • ^ 0 J""" ' 

D'après a ) , b) et c ) , on en déduit que : 

Pour tout e > 0, il existe des réels positifs C!j et tels que, pour toute 

partition ^? = {t^ : i € {1,...,q}} de [0,t] , 

|v (f) - f(0) - l (t.-t. ) v (Af)| < eCït + C' l (t.-t. J 3 / 2 . 

On obtient alors le résultat cherché en faisant tendre le pas de la 

partition vers zéro et en tenant compte que pour tout h € C (N), la fonction 
K 

t ^ ( f ) est continue (corollaire (5.2)) donc intégrable au sens de Riemann . 

B.- Preuve du théorème (2.U) 

Tout ce qui a été fait pour prouver le théorème (2.2) reste valable, 

excepté le point c) de la 2ème étape, qui utilise l'existence de moments 

d'ordre h. 

Cependant si nous posons 

4>(t) = lim sup [ | |S (LSSL) | | 2 i ] 
n t v II n n {| | s / f ^ ) | | > a} 

on voit facilement que pour tout e > 0 , il existe a > 0 tel que 

lim^sup |6.(n)| < e o ^ t t . - t ^ ) + 2||h||œ (T.-T._}) •<t.-t._ 1) 

et l'assertion (A^) permet de conclure. 

C - Enfin les corollaires se déduisent facilement des théorèmes en remarquant 

que, lorsque P n

 = P > ̂ n >_ 1 , nous avons 

, x a(S ( i^- ) ) = ( I ^ ) d a / 2

 x

a ( s r ..(1)). 
n n n L ntj 



6 . - PREUVE DES RESULTATS DE LA SECTION 3 

A) Preuve de la proposition (3.4) 

Si Gj (resp. G^) est un espace vectoriel de fonctions sur N (resp.sur M ) , 

nous notons Gj®^ l l e s P a c e vectoriel engendré par les fonctions f^®f^, (f^G Gj, 

f^^ G ^ ) , définies par 

f^f 2(u,x) = fj(u) f 2(x), (u,x)€NxM. 

Nous identifions Gj et G^ àdess.e.v. de G^G^. 

Pour simplifier l'écriture, nous notons respectivement P et v les 

opérateurs P et v . 

On vérifie facilement le résultat suivant. 

( 6-1 ) Lemme. PouA tout zntleA n>_1, noo6 avon& : 

l) y e f e [ N ] ®E £) c l cA[WI • E £ + | f e . 4 ) , U*k<m) 

IL) [ ^ - V W ^ M ^ C V <E4[N] ® E £ + ( f e . 4 ) , (£+fe<m) 

Ul) vlQ^-P) v«Tfe[W] 8>E£) = vt^-P) (Cfe[W] ) c C f e_ 2[iV] , (fe,£<m) 

(6.2) Pour tout entier naturel k f^m, posons 

F k = \ C g [ N ] x E k _ s ; 
s=0 

d'après le lemme précédent, les espaces F^, k <_m, sont stables par les opérateurs 

q n , m i . 
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Si fj x f^ est un élément de (C [N] x E^ , nous appelons "degré de f" le degré du 

polynôme f . Nous définissons alors le degré d'un élément de comme étant le 

degré de son terme de plus haut degré, 

(6.3) L'opérateur (P-v) est quasi-compact, sans valeur propre 1, sur les 

espaces E^, 0<.k<.m-l. Nous pouvons donc écrire : 
s 

p a T X. TT. + TT 

i-o 1 1 3 + 1 

où A Q = 1 , ÏÏQ » v ; pour i € {1,...,s}, | X^ | • 1 avec X^ i 1 et ^ est le pro

jecteur sur l'espace propre, de dimension finie, associé à la valeur propre X^ ; 

ÏÏS+J est un opérateur de rayon spectral < 1 sur les espaces E^, 0<k<m-l ; et 

7T I 7T_. - 0 , Vi,j {0,...,s+l}. 

L'opérateur (I - (P-v)) est inversible et 

-1 S 17 i k 0 S 

(I - (P-v)) = \ + \ TT avec la convention TT = I - £ TT. . 
i-1 1 i k>0 S~* 3 + 1 i-0 1 

(6.4) Cela dit, en écrivant 

s 
Q • ( Q - P ) + Y X. TT. + ÏÏ 
x n v x n . L

n i i s+1 , 
1=0 

nous obtenons, pour tout polynôme T de degré <_ m-1 , 
dsT 

(*) Q f

n

n t l T - I l t A,([nt] ,n,i) , 
N U\ i 6 { o , . . . , s + i r * 

où pour tous entiers k,n et tout i ^ (0,. .. ,s+1 )^ , 

61 6 s 
A«(k,n,i) 2. O X ...X B*(n,i,ot) 
* {o^r ::a 1 + ..-+ae<k}

 1 s * 

avec B - I a. , Vk G {l,...,s} , 
k {j€{i f...,»:i -k}

 J 

ai a 2 \ 
B,(n,i,a) » TT ! ( Q - P ) T T . . . TT C ( Q - P ) T . 

JE ij n I2 1̂  n 

[On convient que TT? » TT_. , Vj € { 1 ,. .., s}] . 

Lorsque T est de degré m, la relation (*) n'est pas forcément vraie 

car (P-v) n'est pas supposé être quasi-compact sur E . Cependant dans ce cas on 

Intl 
s'intéresse seulement â la quantité v Q T = £ £ „ KP ([ nt] ,n,i) 

n * H i€{0}x{0 s+ir 
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si bien que l'on peut considérer que cette relation est vérifiée même si T est 

de degré m. 

Admettons un instant le lemme suivant,. 

(6*5) Lemme 

KppoZoYUi lU) Iz nombiz dz Z£KO du. l-uplz l. klon* pouA. K[1) >_ dgT/Z, 

B^(n,l,a) = 0 zxzzptl 6l dgT = lu U), l 1

 s 0 zt MU) = z<vid{ j € { 7 , . . . y:i ^ 

ïj+l t 0} » 0. 

dzT 

On en déduit que A.£(k,n,i) - 0 pour r(i) j> [ - | ^ + 1. 

D'autre part, puisque 
TT^ = 7T. , Vi € {0,...,s> , V k ^ u , 
i l 

l 
B^(n,i,a) ne dépend dect£ H que pour les composantes a. , je{ 1 ,..., f) , telles que 
v j 

dsX 
ij = s+1 . Lorsque r(i) <̂  [ | ] , nous avons donc 

k k-m 
A.£(k,n,i) = l C 1(n,i,m) l Ç r ( i ) (m') T(k-m-m') 

en posant 

Ç. (k) = card{a 6 ^ : a+...+cu k>, V£,k e » . 

6 6 
T(k) = 1 X 1 ... X s , Vk e n . 

{ « ï S : B 1 + ...+B =k>
 1 S 

1 s 
et 

C 7(n,i,k) = I B£(n,i,ct) , Vk € u , 

avec 

{j€ {!,..., £}: ij = s+1} 

En utilisant les deux lemmes élémentaires suivants : 

( 6 . 6 . ) Lemme 

VOUA, tout znti&n natuA&l k, 

T{fe) = - 1 [xf1 I (l'il/x.)] 
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•6 

o û au) • n n-V1-

(6.7.) L e m m e 

VOUA tout zntieA natuAzl k, tout polynôme, izzl V et tout zomplzxz 

X * U 

l P(m) A F E " M = _ L [p(fe + ; j + p^ife+ni , avec dg ?x < dg P . 

noa6 obtznonA, 

1 fe 

(**) A^(fe,n,^) .* — I C^[n,t,m) ïKm&+1-m) 
n (ï - x . ) 

4 X fe 

* y*, ( I -A y l f t ' ( l /A . ) mlQ ^ (n^ ,m) P^tfe+J-m) 

avec dg P x ^ < dg « * U ) - 1 . 

Comme 1 T

S + |
 est un opérateur de rayon spectral < 1 sur les espaces E^, 

0<k<m-l, il s'ensuit que, pour tout élément u de N 

lim sup||C1(n,i,m)(u,*) - D(n,i)(u,-)| l m / d g T

 = 0 » 
m n 

où D(n,i) = T. (Q -P)I\ ... r . (Q -P)T , 
i j n i ^ i ^ n 

avec r j ~ s i 3 e {0,...,s} 

" J o *»*' 

D'autre part, admettons un instant le lemme suivant. 

( 6» 8) Lemme 

VOUA JLU) < dgT/2 , pouA u G M, 
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On en déduit que : si dg T est impair 

UFFI -LÀÎÎ Q n M T * 0 > n n ° 
si dg T est pair. 

lim ' Q T » lim V Y — -r-™ 
n n d g T / 2 n n *-dgT/2 i4l n d g T / 2 

avec J - { i€{0,...,s+l }^ : 2r(i) - dgT , ij » O , M(i) = O } 

tdgT /2 U m (
 d g T y D ( n ) i ) ) 

" (dgT/2)! n -e=dgT/2 igJ 

dgT/2 , 

- T W l i » < L n 8 T ) 

tdgT /2 

" a ( T ) (dgT/2)! ' 

La démonstration de la proposition ( 3 . 4 ) est donc ramenée à celle 

des lemmes (6.5) et ( 6.8). 

(6.9) Preuve du lemme (6^5) 

Nous avons besoin du lemme suivant. 

Lemme. 
/ 

PouA i = UY*UF\ e {0,... ,6+1} , posons 

NU) = caAd{j€{1,...,l-L}: L . = i.+ J = 0}. 
Alors nous avons 

NU) ' 2*U) - l + MU) + 1} * Xt - 7 

^ r1 Si i . f 0 ; EZ n O\ avec * . S i J , S € {7,2} . 
J 0 si ij = 0 
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Preuve 

Soient A = {j€{ 1 ,...,£-!}: i^-O} , B - {j : + . = 0}. 

Nous avons 

N(i) =» card(AHB) - card A + card B - card(AUB) 

-[r(i) - +Ir(i) - (1-Tj)] -[(t-1) -M(i)] 

= 2r(i) - 1 + M(i) + ij + i£ - 1 . 

ceci dit, d'après le lemme (6.1), nous avons 

dg B^(n,i,a) £ dg T - t - N(i) - (1-ï^) 

< dg T - 2r(i) - i, " M(i). 

D'où le lemme (6.5). 

(6-10) Preuve du lemme (6.8) 

D(n,i) est une somme d'un nombre fini (indépendant de n et de i) de termes 

de la forme : 

T Q « r i [f(n) ] - T q S) Tj [P [ ( T l 0 p n ) . . . [ T ^ [P(T £op n)] ]...]] , 

l 

avec l dgT _< dgT , dgT >̂ 1 pour k€{l ,...,£} . 
k=0 k * 

D'autre part, dans il y a r(i) entiers j tels que I\ = v ; 

nous notons a(l),..., a(2(i)) ces entiers. f(n) s'écrit alors : 

f(n) = f Q(n) v(fj(n)... v(f r ( i )(n)) , 

où 1 , si Tj - v (i.e. a(l) = 1) 

£ o (n ) = { 

P [ ( T j O P n ) [ • - . [ r C T ( 1 ) _ 1 ( T a ( 1 ) _ 1 o p n ) ] ...] r , ^ 

et pour tout k € {1 ,..., r (i)} , 

f k ( n ) = P l ( T c ( k ) o p n ) [ - 1 ra(k +l)-l
( Ta(k +l)-.°

Pn ) ] •••] 1 ' 
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Lorsque dg f k(n) - £ dgT. = 1, alors v(f.) « 0 , 
cr(k) < J < a(k+l)-l J K 

car la notion de degré considérée sur C [ IN ] est adaptée aux mesures = ' 

n_>l . 

Lorsque dg ffc(n) >^2, nous avons 

°Xk+l)-l 

\ ^ \ M \ ± c J = G ( K ) » A . » 

] L W q i ( N , y n ) 

où les q̂  sont des entiers tels que 

a(k+l)-l 

l q. = m , q. >dg T. et m d g T j > 2. 
j=o(k) J J J

 q j 

Le lemme (6.8) résulte alors des hypothèses iii) et iv) de la 

proposition (3.4). 

La démonstration de la proposition (3.4) est ainsi achevée. Pour prouver 

le théorème (3.5) nous aurons besoin de la remarque suivante. 

(6.11) Remarque. Reprenons les notations de (3.1). Appelons , n>l, les probabilités 

de transition sur NxM définies par 

(£ f(u,x) = P ^(x) , 

où <|>b(x) = f(uo b P (y),y) , (y € M) . 
u n 

Q b est définie de la même façon que Q , en remplaçant le produit 0 par 
n b n 

ob. De même appelons L l'opérateur défini par 
n 

L b = v(Q b - P)v + v(Q b - P)(T-(P-v))' 1(Q b - P)v 
n n n n 

Supposons que le triplet ( p > v ^ P n ^ n > i ) vérifie les hypothèses i),ii),iii) 

et iv) de la proposition (3.4). D'après cette proposition, les suites de fonctions 

polynômes 

{ d v Q^ n t :^ T^ n >j
 e t { dgT/2 V ^ n ^ n t ' T ^ n > l convergent respectivement vers 

n — n — 
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lorsque dgT est pair. 

En fait ce* dzux timltzs sont zgaizb. En effet pour tout T € c [ N] et tout 
m 

n>1, on vérifie facilement que 

dg(Q n - Q^)T < dgT - 2 

et dg v(Q n - Q*)T < dgT - 3 ; 
par suite dg(L - L b)T < dgT - 3 

n n — 

et L d g T / 2 T = ( L b ) d 8 T / 2 T , si dgT est pair, 
n n 

B.- Preuve du théorème (3.5) 

Lorsque 0 - o b , le théorème (3.5) se déduit, via la proposition (3.4), 

du théorème (2.2). 

Dans le cas général, on se ramène au cas 0

 = o b grâce à la proposition 

suivante. 

(6.12) Proposition 

Posons 

Sb

n(t) * Ub

n [ p ( X j ) A . . o f a p(X ^ ) ob {nt} P1X n t + J J ] . Mon* poux tout 

b 1 
t > 0, la SUAXZ dz v.a. ^Sn(t) - s

n ^ ^ n > ] 0-onvzn.QZ vznt> ZZKO dans IL . 

Considérons le produit direct K des groupes ( N , o b ) . Munissons 

C[ H ] s C[ NxN] de la notion de degré suivante : si T * T } â e C[ N] â C[ N] , alors 

dgT = dgTj + dgT 2 . Appelons ) n > 1 les applications boréliennes de M dans H 

définies par 

• (u,v) - (p (u) ,p (v)), (u,v) € NxN . 
n n n 

Le triplet (PâP, v f t v » ^ n ^ n > | ) vérifie les hypothèses de la proposition (3.4). 

La proposition (6.12) est alors une conséquence immédiate de la 

remarque (6.11). 
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C - Preuve de la proposition (3.6) 

Soit q € [ . p vérifie l'hypothèse (H ) si l'on a : 
s q 

Pf = v(f) + l X. v(*.f) <f>. + Qf , (f EN?) , 
i=l 1 

où pour i € {1,... ,s}, <FK € ]Lq , ]Lq avec ^ + ~ t = 1 , | A.. | = 1 , £ 1 ; 

Q est un opérateur de rayon spectral < 1 sur ïï/* ; V ( I | K <)>_.) = 6^ et Q<)K c 0 , 

Vi,j € {0,...,s}, avec * 0 * *0
 = 1 # 

Pour \ € {\ 9\. y... >\ } et f € l/1 , nous avons 
I s 

i I x

_ k

 P

k f > y v<*.fH. . 
n k=0 U : A . = A } 1 1 

En prenant une sous-suite convergeant v-p.s., on obtient 

Il I v O M ) * . ! ! . < M f l l , . « « i . " 
{ i : A I = X } 

oo 

Ce qui entraîne, de façon évidente, que les 4>̂ , i € {l,...,s}, appartienne à IL . 

De même, en remplaçant P par son dual, on obtient que les , 

l<i<s, appartiennent à IL . 

On en déduit donc que, pour tout p £ [ 1 ,+°°] , Q opère sur 1 P «t 

s u P ^ MQ k l l < 2 • i i i t . i i . H * i l L 
k€*r p i=i 1 1 

D'après un théorème de convexité de Riesz, nous savons que pour tout 

k>l, l'application 

p e [ i4 - ] * Log | | Q k M 1 / p 

est une fonction convexe. 

Comme Q est un opérateur de rayon spectral < 1 suri/*, il s'ensuit 

que Q est un opérateur de rayon spectral < 1 , sur [ I ,+°° ] si q * 1 , sur ] 1 ,+°°[ 

si q € ] 1 ,+oo[ , 

Les hypothèses (H p), Kp<+«, sont donc équivalentes ; et l'hypothèse (Hj) 

implique l'hypothèse (H^)• 
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Supposons à présent que P vérifie 1'hypothèse (H»). Alors, nous avons 
s 

Pf = v(f) + l Xi v^f) <)> + Qf , (f €3L ) , avec des notations évidentes. 
i=l 

De 

i i X "
k

 P

k f -JL-> l v.(f) • , 

n k-l {i:X.=X} 1 

il résulte que 

Il I v (f) • M < ||£|| , 
U:X.-À} 1 1 1 1 

i 
00 

qui montre que les formes linéaires continues sur IL sont aussi des formes linéaires 
—, 1 

continues sur IL . 

Par suite, nous avons 

v £(f) = v(*.f), 
00 

avec \b. & IL 
i 

L'assertion "H H " résulte alors du théorème de convexité de Riesz. 
oo 2 

D.- Preuve du théorème (3.7) 

Le théorème (3.7) se déduit du théorème (3.5) par un procédé de tron

cature déjà utilisé dans [ ] . 

Pour tout entier n>J, désignons par l'élément de N défini par 

( 0, si d. > 2 
Vi€{1,...,p} , x.(a ) =1 

- { ^ } 1 , si d. = I 

Nous posons alors, pour tout n>l , 

u si <j>(u) _< 
T (u) = ; _ (u€N) 

n a si d)(u) > /n 

p (u) = T o p(u) , (u€N) , 
n n 
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et 

I n ( t ) = p ^ x , ) . : . . ^ ^ . { n t } p n ( x [ n t ] + 1 ) , (t>0). 

Les mesures de probabilité { P ( V ) } possèdent des moments de tous ordres 
n n> 1 

et sont adaptées à la notion de degré considérée sur C[ N] . 

D'autre part, les hypothèses iii) et iv) de la proposition (3.4) sont 

vérifiées par les mesures U 5 8 P ( V ) . (Voir [ 3 ] lemmes (4.11), (3.2) et (3.3)). 
n n 

Puisque le couple (P,v) vérifie l'hypothèse (H^), les hypothèses du théo

rème (3.5) sont donc vérifiées par le triplet {P,v , { P } } . 
n n> i 

Le théorème (3.7) résulte alors du théorème (3.5), appliqué à la suite 
de v.a. {U^(T (t))} , , et du lemme suivant, 

n n n> 1 

Lemme. _ 

VOUA tout t > 0, appelons Kzàpzcttvmznt <s [t] ^ u 

v.a. lnU) et hnU) - p ( X j ) p ( > ^[w^| J 0 {fM*{\vti]+l]% 

Mon*, pouA tout t > 0, Lun\\o [t] - * (-£) | | s 0 . 
n 

Preuve : Nous avons 

I |o n(t) - X n(t) M = sup | I n(t)6 A] - An(t)€A] | | 
A 

<Vlil (t) + A„(t)}] 

[{3i€ {!,. . . ,[ ntl+l> - • (X i )>*£)] 

<_ (Int]+ 1) v(U>^ï}) 

qui tend vers zéro quand n-H- 0 0. 
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