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ESTIMATION DE SCHAUDER POUR CERTAINS 

PROBLEMES AUX LIMITES ELLIPTIQUES DEGENERES 

(D'après C. GOULAOUIC et N. SHIMAKURA) 

A. ALABIDI 
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INTRODUCTION 

Nous étudions dans ce mémoire l'action dans les espaces de Holder 

sur un ouvert borné Q de R" d'opérateurs elliptiques du 2ème ordre dont la 

partie principale sfannule comme la distance au bord. 

I - HYPOTHESES ET NOTATIONS 

Soit û un ouvert borné de R n et une fonction positive sur Q équi

valente à la distance au bord c'est à dire : 

0 - { x e (Rn | 4>( X ) > 0 } 

3 Q = { x e R n | f (x) « o } 

et d*f ï 0 sur 3 Çl. 
«. 

on supposera Œ et Y de classe C . 

C^(^) désignera l'espace de Holder habituel ou u est un réel positif 

non entier. On introduit aussi les espaces 

<4 + U(Q) = { u e C 1 + U(Q) ,^u € C 2 + U ( n ) h 

que l'on munit de la norme du graphe notée | | . | L , n 

On considère une classe d'opérateurs différentiels sur Çl de la forme 
i n 

Ju= -i 7 a., 3, 3 + 7 a. 3. + a où les coefficients a.. , a. et a sont 
t ^ J k ZI * ^ j j o jk 5 3 o 

C (Q) et on suppose a., réel symétrique ie : a., = a, 

On supposera de plus que a., est uniformément elliptique ie : 

f 3 C > 0 tq Vx € H et Ç € R n  

( 1 ) \ 2 
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Les problèmes aux limites de tels operateurs font intervenir la fonction 

Z de 3 Q dans € où 

Z . 1 _ U 

On supposera que : 

(2) ^ - Z [ a j k ^ » 0(</>) j = l,...,n 

on s'intéressera ici au cas où Z < 0 c'est à dire au cas où 

(3) ï x S 30 [ ajOc) S^fCx) < 0 

II - RESULTAT 

THEOREME 1 : (Goulaouic - Shimakura) 

Soit <Âun opérateur vérifiant les hypothèses (1), (2) et (3). 

Alors il existe C > 0 telle que l'on ait pour tout u S 

I , m | I2+U,H > ^ C r № l l u + 1 1 * 1 1 / 

Par partition de l'unité et carte locale on se ramène au cas modèle 

sur (R̂ ? 

(À » <2? = - x A + z 3 . 
n n 

pour lequel on a le théorème suivant. 

THEOREME 2 : Soit R > 0 ; il existe C > 0 tq pour tout u € C (R ) n r'fajj 
xn + K 

on ait : 

| | u | L « c (\$u\\). 
> n 
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uiR désigne la boule de rayon R dans R
n et <jp (o)̂ ) l'espace des dis

tributions à support dans w^. 

Pour la demonstration de ce 2ème théorème on va dans une première 

partie exhiber une solution élémentaire de notée E (proposition 1)• Et dans 

u 2+ 
une 2ème partie montrer que cette solution opère de C dans C (proposi-

*n 
tions 3 et 4) ce qui terminera la démonstration du théorème car alors u = E £u. 
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PARTIE I 

Cette partie aura pour but de montrer 1Texistence d'une solution 

élémentaire de l'opérateurj£ où £ « - x^ A + z 3^, A désigne l'opérateur de 

Laplace dans RN; pour cela on donnera un noyau explicite pour^f. 

I - NOTATIONS 

Dans tout ce qui suit z désignera un nombre complexe dont la partie 

réelle est négative : Rez * z' < 0, 

= x ,3 ) désigne - x Y ^ n + z ~|— • 

x ' x n i K 
et on écrira £ au lieu de , ^il n'y a pas risque de confusion sinon on pré-

x * 

cisera£ x ou suivant que l'opérateur agit sur la variable x ou y. 

On note : 

7 - (7 1....ty n. 1.-y xP-

On posera une fois pour toute : A - A(x>y>8) 

A(x,y,0) = { |x-y|20. + |x-y| 2(l-8)} 1 / 2 

Enfin pour x 4 y, (x,y) e R^ x R^ 

On pose E(x ;y) = f 1 T y' 2" 1 A Z ~ n + 2 [ 9(1-8)]" ( z + 2 ) / 2 de. 
Jo 

La valeur de la constante y sera précisée plus loin. 

II - RESULTAT 

1 PROPOSITION 1 : E(x,y) est solution élémentaire dans de 2? . ie : 
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(i) - Si x £ E(x,y) est localement sommable par rapport à y sur 

(ii) - Si u € C2(R^) n ̂ (gj) et x 6 RJ on a E^u(x) » u(x) . 

(iii) - Si f 6 C°(RN) n £'(RN) alors E f est solution de l'équation 

%u - f.  

Dans cette proposition E f(x) * f(y) E(x»y) dy. 

K 

Démonstration de la proposition. 

Soit x €E montrons que E(x>y) est localement sommable par rapport 

à y sur R^jpour cela on va commencer par montrer un lemme qui nous donne des 

majorations de |E(x»y)|. 

LEMME 1 

f C y' 2' - 1 |x-y| 2 + Z ?" n si -1 < z' < 0 

|E'(x,y)| * 

C |x-y11""n si z f < 1 

L 

Preuve du lemme 1 : 

comme A?-|x-y|2 = (1-6) (|x-y|2 - |x-y|2) - (1-0) [ (* n+y n)
2 - ( x

n-
yn ) 2 ] 

= 4(1-9) x y on a 
n Jn 

A £ |x-y| 

Vu que z T + 2 - n est négatif, on obtient 

iAz+2-ni i iz!+2-n 

|A \ 4 |x-y| et par suite 

1 z r+2 

|E(x,y)| * C y^2'"1 |x-y| z T + 2" n f [9(1-0)] 2 d9 
^o 
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2 
or [8(1-6)] d0 est absolument integrable car 

•'o 

-(z^+2) > -1 donc 
2 

|E(x,y)| 4 C f y;2''1 |x-y| 2 f + 2- n 

D'autre part on a A > ( x

n

+y n) • Donc si z 1 < -1 

zT+l 
A Z ? + 1 . , .zf+l A N 2 A se majore par ( x

n

+y n) (1-8) 

A* n est majoré par |x-y|̂  n . Vu que y""2 ~* < (x + y ) ~ 2 ~^ 

1-n 1 1 f1 - 4 ^ 

que |E(x-y)| ̂  C |x-y| ~ n on a |E(x,y) | ̂  clx-yj1"11 9 ¿ (l-9)~ 1 / 2d0. 

Par suite |E(x,y) | £ C|x-y| ~ n et le lemme est établi? 

Ceci étant, la démonstration du i) devient immédiate, au moins dans 

le cas zf* ̂  -1. Lorsque -1 < z T < 0, puisque x^ > 0, les singularités de E(x,y) 

qui sont s 0 et y 3 x, sont distinctes. 

-zf-l 

Au voisinage de y^ 3 0 on majore E(x,y) par C(x) y^ , qui est loca

lement integrable puisque zT < 0. 

2+z'—n 

Au voisinage de y = x on majore E par C(x)|x-y| , qui est inte

grable pour z T > -1. 
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Démonstration du de 1a propos i t ion 1. 

Soit u £ C2(!R^) H £ ? (R )̂ , montrons que l'on a : E<£u(x) * u(x) pour 

x € B*. 

La démonstration va reposer sur les lemmes suivants : 

LEMME 2 

(i) t { £ F(x>yv3) est localement sommable sur R1* par rapport à y. 
y 

(ii) V 9 € ]0,1[ , V u e C2(R") n ?»(RJ) o n a . 

f „ £ u ( y ) F(x,y,9) dy « f u(y) tX F(x,y,9) dy . 

Dans ce lemme F(x,y,9) = y A [9(1-9)] 

et ^ y V(y) - - | ^(y n V) - z 3 n V. 

Calcul de ̂  F(x,y,9) °n obtient successivement : 

^ ( y ^ - 1 A Z + 2 " n y Q) = (z+2-n) y^
Z ( y j - X j ) A Z " n pour j < n 

c2 (7;
Z A Z + 2 _ n ) = (Z+2-n)y;

Z A Z " n + (z-n) ( 2 +2-n)y;
Z ( y ^ ^ ) 2 A 2" 1 1" 2 

3 (y" 2" 1 A Z + 2 - n ) = -(z +l)y-
Z- 2 A Z + 2 " n + (z +2-n)y:

Z- 1(y n +x(l-29))A
Z- n 

n n n n n n 

3n(y;
Z A Z + 2 " n ) = -z y; 2" 1 A z + 2 " n .+ (z+2-n)y;

Z (y n +x n(l-29))A
Z- n 

£ ( y ;
Z A Z + 2 " n ) = z(z +l)y;

Z _ 2 A Z + 2 " n - z(z +2-n) y;
Z- 1(y n +x n(l-29))A

Z- n -
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- z(z+2-n)y~ Z _ 1 (y «c (1-29)) A 2 ~ n + (z+2-n)y"Z A Z ~ n + 
Il II n n 

+ (z+2-n) (z-n)y"Z (y +x (1-28))2 A Z" n" 2. 
' JTÎ

 w n n 

On obtient tous calculs faitsyvu que (y n+x n(l-26))
2 « A2-48(l-8)x2 - £(y -x ) 2 : 

z+2 
CJSg F(x,y,9) = y[ 9(1-9)] 2 z y" 2' 1 x (1-28) A Z " n + 

y n II 

(4) 

+ 4 Y y¡
z(z+2-n) (z-n)x2 [e(i-e)f z / 2 A 2 " 1 1 " 2 . 

Pour 0 < 9 < 1, A est une fonction continue de (x,y) et donc 

^ F(x,y,0) est localement integrable en y puisque y~Z~* et y~Z le sont 

(z' < 0). D'où le i) du lemme 2. 

Pour montrer (ii) du lemme on va d'abord montrer l'égalité suivante : 

t n""1 -z z+l 
(5) C6u)v - u £v - l 3j[y n(u3 j V.- v 3jU)] - 3¿[yn v 3̂ u - u y~Z ^ ( y ^ v ) 

Pour établir cette égalité il suffit de voir que : 

2 2 
- v y 3 u + z v 3 u + u 3 ( y v ) + z u 3 v = Jn n n n Jn n 

- - 3[y v 3 u - u y"Z 3 (y 2 4 - 1 v)] . 
nL Jn n • 7 n n • n 

Or le terme de droite est égal à : 

2 
- v 3u - y 3 v 3 u - y v 3 u + 3 [ z u v + u 3(y v)] = v n y n n n y n n n n n 
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= - v 3 u - y 3 v 3 u - y v #*u + z ( 3 u)v + z u 3 v + 3u3 (y v) n y n n n y n n v n n n n N / n 

+ u f (y v) 
Il ytl 

« - y v ^ u + z v 3 u + z u 3- v + u ^(y v) Jn n n ti n Jn ' 

L'égalité (5) en résulte. On l'applique alors avec v(y) = F(x,y,9). 
D'abord on remarque que pour j < n : 

3. (y u a . v - y v a.u) dy = o 

puisque u est à support compact. 

D'autre part : 

3 [y v 3 u - u y"Z 3 (y Z + 1v )]dy » J^n n Jn n 'n n J n 7 

+ 

* ly v 3 u - u y Z 3 (yZ+^* v)]°° dy T. n-i n n Jn n Jn o J 

/R 

—z z+1 A l'infini [y v 3 u - u y 3(y v)] = 0 car u est à support compact et Jn n 7 n n y n r r r 

-z .z-n+2 
en zéro on remarque que y v = y A 0 avec y ; en outre 

_ z'+2 n n 

yz+l v . YA 8* 2" 0! 9-(l-e)l " et on a aussi y ^ 3 n(y Z +*v) - 0 avec y^. 

Ce qui donne que l'intégrale sur IRn * des termes de droite de (5), 
est nulle 
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c t 

et donc on a n^u(y) F(x,y,6)dy = u(y) c£ F(x,y,8)dy et le lemme 2 est 

établi. 

(•1-e 
Posons : E£(x,y) » F(x,y,8) de. 

Jo 

On va calculer E £ ¿0 u(x) et puis faire tendre e 0 ceci parce que 

F(x,y,9) a une singularité pour 0 = 1 . 

Et d T abord on commence par montrer le lemme suivant qui donne une 

représentation de t«^F(x )y >9) sous forme de dérivée par rapport à 6 d'une 

fonction. 

LEMME 3 

Posons : G(x,y,0) = 2y(n-2-z)y"Z~1 A Z~ n[ 9(1-6)] ~ z / 1 

n 

Alors : t^ >

yF(x,y,9) - [ x n G(x,y, 8)] • 

Dans le lemme précédent on a calcule t^F(x,y,8). 

•g 
On calcule . — • [x G(x,y, 9)] qui vaut : 

ou n 

-(—) 
x y/2 2Y(y" Z _ 1(z+2-n) A Z _ n [ 6(1-0)] 2 (1-29) + 
n n 

+ x n 2Y(n-2-z) £2.) y; 2" 1 A 2" 1 1" 2 [ 9(1-8)] "J / 2 x - 4 x ^ . 

Ce qui donne en comparant à ^F(x,y, 9) l'égalité voulue et donc on 

a :^ yF(x,y,9) = ± x r G(x,y,9) . 
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rl-e 
Ceci nous permet de calculer & F(x»y>-9)d9 = x G(x>y»l-e) 

J 0 y n 

car G(x ,-yfO) =» 0 vu que z est négatif. 

Et donc on a : 

r 

E (x*y)J£u(y)dy = x G(x>y,l-e) u(y)dy. 
JR* 6 % n n 

+ + 
Le terme gauche de cette égalité qui est E^a^ u tend vers E &i(x) ; donc 

pour terminer la démonstration il nous suffit de montrer que : 

lim x G(x>y,l-e) u(y) d y u ( x ) . 
_n n 

Pour cela il suffit de montrer que : 

e 

lim x G(x>y,l-e)dy = 1 et que 
e+o JR* 

lim x Ig(x >y, l-e)|dy = 0 sur tout compact K ne contenant pas x, 
e+o JK n 

ce qui fera 1Tobjet du lemme 4 suivant? 

LEMME 4 

1 - lim x G(x>y,l-e) dy = 1 
n 

e-+o J R + 

2 - V K compact de R^ qui ne contient pas x 

lim x |G(x,y,l-e)|dy = 0 
e+o JK n 

Démonstration du lemme 4 

Soit e > 0 donné? G(x5y,l-e) est absolument integrable sur R^ par 

rapport à y. D e p i u s : 
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|G(x,y,l-£)| > 2 Y(z+2-n)y^
Z' _ 1 A Z'' n[£(l-£)]- z' / 2 

Calcul de I £= x |G(x,y,l-e)|dy 

•oo * 

(On note y » (y\y n) le : y
f - (yL,. • . »y n - 1) • 

La fonction A étant radiale dans R11""1 s'écrit : 

2 2 1/2 2 ? ? 
A - (r + B ) avec B - (x -y ) e + (1-e) (x +y ) 

n n n n 

2 2 
et r = |x'-y'| , ce qui donne : 

' A 2'" 1 1 dy' = C L B
2'" 1  

z'-n 

avec Cj_ - I (|y ' | 2 + D 2 dy' 

x 
Le changement de variable u = — montre que : 

^n 
z'-l 

J - x y""2'"1 B 2 ' - 1 dy = (u2+2(l-2e)u+l) 2 du 
£ n yn n J 

; O O 

u+l-2e , ̂ , 
Posant v = on obtient 

2 vfe(l-e) 

'z'-l 
#00 — — — — 

J = (£(l-e)) Z' / 2 (v2+l) 2 dv 
e J-(l-2e) 

2 yfe(l-e) 

-z'/2 
Puisque l'on a : I = Y C^sd-e)) J £ 
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On voit que : 

lim I - Y C 

2 2 
avec C =» C 7 (v +1) dv 

1 «Loo 

Or la constante y est choisie de telle sorte que yC 3 8 1. Donc on a 

bien le résultat pour z f réel négatif ; le même calcul établit que 

lim x G(x-y,l-e)dy =» 1 pour z complexe avec Re z < 0 ce qui donne le 1° 

du lemme 4. 

Pour le 2) notons K un compact de IR̂  tq x £ K. 

' z 1 z n z ' /2 
On étudie lim |y A |dy [ e(l-e)] . Sur le compact K 

e+o JK n 

A Z n est une fonction continue donc uniformément bornée et y 2 * dy = cte 

J Jn Jn 

car z T < 0 ; donc comme lim [ e(l-e)] = 0, on a le résultat et par suite le 

le lemme 4 est démontré. 

On déduit classiquement du lemme 4 que 

lim x G(x,y,l-e)u(y)dy = u(x) 
e->o JiR^ 

pour u continue à support compact dans ce qui achève de montrer le ii) de la 

proposition 1. 

La démonstration de iii) est presque la même : on va en donner les 

étapes. On montre que F est localement integrable et que <^F(x,y,0) = 
x x 

~9~¥ ^ n G(x,y,9)) c e 3 uì donnera : 
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E f(x) * y G(x,y,l-e) f(y) dy J Rn n 

et on termine comme au ii) en montrant que : 

et que pour tout compact K ne contenant pas x : 

lim y G(x,y,l-e) dy » 0 

et donc la proposition 1 est démontrée. 
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PARTIE II 

Dans cette deuxième partie, on va sfintéresser à la régularité dans 

les espaces de Holder de l'opérateur^. 

I - NOTATIONS 

X — SL П 
Dans tout ce qui suit Ç (x) désignera Ç( )̂ , pour p > 0, a £ R 

Рта P + 

a)R » {x € RJ| |x| < R}. 

n R(x) * n ( ~ ) et enfin 

К f(x) 3 8 K(x,y) f(y) dy lorsque ceci aura un sens. 
К 

II - RESULTAT 

PROPOSITION 2 : On se donne une distribution К sur R^ x R^ associée à une fonc

tion localement integrable vérifiant : 

a - 3a € [o,l[ et > 0 tq l'on ait pour x ф y 

|K(x,y)|4< CL y ; a | x - y | a - n 

l a , . K(x , y ) U < c ^ l x - y l 0 " 1 1 - 1 . 

b - 3c o > 0 et une fonction Ç € C°°(Rn) ,Ç = 1 pour tout |x| ̂ 1, 
L О + ' 

nulle pour |x| > 2 et tq pour tout p > 0 et a € (R̂  on ait 
II К £ M 4 C 0. 

* a L°° (Rn) 2 

+ 
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c - 3 C 3 > 0 et une fonction n € c " ( S j ) ,n - 1 pour |x| petit et telle 

que pour R Ì 1 on ait [ m J * C.. 
K u 3 

Alors pour tout compactFde [0,1[ J C > 0 telle que pour a € F, R > 0 

et pour tout f e C w(R n) n £'(0^) on ait : 

1- ||k f | | w .< c C| |f M » + R M [ f l M ) 

2- [K f ] u * C ( l l f l L + [f] ). 

D'abord on remarque que K f(x) a un sens car K est localement inte

grable sur IR̂  par rapport à y et que f € n cy(R^) • En effet, au voisinage 

de x 5 5 y |K(x,y)| se majore par c|x-y|a n lequel est integrable localement vu 

—a, 

que a > 0 et au voisinage de y^ 3 8 0, K se majore par C y^ qui est integrable 

vu que a < 1, ce qui nous permet dTécrire K f(x) = K(x,y) f(y) dy. 

Démonstration de la proposition 2: (cas a > 0) 

Montrons que : 

||K fl^^ C (||f||OT + R U[fl y). 

Soit a e et f € C

y((R*) n ( ~ r ) . 

On distingue deux cas : 

ou bien |a| > 2R et alors |a-y| ne s'annule pas dans le support de f 

et donc on a : 
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|Kf(a)| ^ h |K(a,y)||f(y)dyk< ||f|L T |K(a,y) |dy 

or r |K(a,y)|dy .< T y; a|a-y| a- ndy 

mais comme |a-y| > R on a : 

• * 

-ai Ia-n , ^ a-n -a , 
y |a-y| dy .< R 7 n dy et, 

J-R J|y I<R 

y"" dy « C y~ a dy rn~ dr 

J|y|<R n Jo n n Jo 

= C R~ a + 1 x R ^ 1 = C R n- a 

d'où 
-ai Ia-n , _ _n-a „a-n 

y a-y dy s< C x R . R = C ' 
Ji±iR

 n 

et par suite on a : 

|K f(a)I -S C ||f|1^ avec C indépendante de R. 

Si |a| ̂  2 R ; posons : f = + f£ avec 

fl " ( f " f ( a ^ 3 R , a 

f 2 = f ( a > Ç

3R,a 

|K f (a) | s< |K f 1(a) | + |K f 2(a) | 

pour K fj on a : 
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|K f 2(a)| - |f(a)| |KÇ 3 R > a(a)| < C2||f||^ 

d'après l'hypothèse b) . 

Pour K f^(a) on a : 

|K f^a)! S | |K(a,y)||f(y)-f(a) | Ç 3 R > a(y)dy. 

f étant de classe C W |f(y)-f(a)| « |y-a| y[f] y. 

Soit |K f^a)! .< C[f] u J| a. y|< 3R \ ^ a ^ \ l I M ¿7-

|y k R 

Il suffit donc ,pour terminer la démonstration du 1) de montrer le 

lemme suivant : 

LEMME 5 

]C > 0 / V p > 0 Va € 

|K(a ,y) | |y-a|y dy * C p y 

J |a-y|<p 

|y|<p 

Preuve du lemme 5 : 

Par homogénéité on se ramène au cas p = 1 
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|K(a,y)||y-a|vdy« y; a f , I«-y|"^""dy• dy Q • 
Jla-y|<l J ° |a-y|<l 
|y|<i 

» 

« C , C I ( V y n ) d y n 
Jo<y <1 
a -y <1 

/ i i Na+y-n n-2, 
avec K a n . 7 ) - I - (Hv^n^ r d r 

Si a+y > 1 , I se majore par C r
a + ^ ~ 2 dr < C f. 

1 
r| a -y I r.. i x ' n 7 ! ! 1 , . .a+y-n n-2 - -, Si a+y = 1 , 1 est de la forme (r+1) r dr que 1 on 
* o 

- 1  
f| a - y I 

1 n ;n' f i 1 N a + y - n / 1 Nn-2 , - , 1 1 N majore par (r+1) (r+1) dr < log( + 1). 
1 n n 1 

pour a+y < 1 on majore I par : 

i ia+y-1 f, , Na+y-2 - ^ n \ iot+y-1 |a -y | (1+r) dr .< C |a n-y n| 
J O 

Par suite, si a+y > 1 

|K(a,y)| |a-y|U dy £ C y~a dy ^ C f car 0 < a < 1 
° 

Si a+y < 1 en distinguant les cas y^ * la
n~yn^ 0 n m a J o r e : 

-ai j a+y-1 ^ y-1 , I iy-1 y a -y ^ y + a -y 
y n 1 n 7n' N 7 n 1 n 7n' 
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c , 1 
et |K(a,y) | |a-y|P dy s< 2 C t W _ 1 dt - C 

J|a-y|<l J 0 

|y|<i 

Si a+p = 1 on a : 

• y'« L o g ( 1 +

 1 ) « y "
a Log(l + + |a -y |"a Log(l + — i ) 

' V y n l 7 n I V y n l 

et |K(a,y)| |a-y|W dy v< 2 C t" a Log(l +-J-)dt - C". 
J|a-y|<l C 

|y|<i 

Ce qui termine la démonstration du lemme et en même temps la démons

tration du 1) de la proposition. 

Démonstration du 2). 

[K f ] p .< C (||f||œ + [f] y) 

Soient (a,b) £ R^ x R^ a ^ b posons p = 2|a-b'| et prenons R f assez 

grand pour que r\r(x) = 1 pour |x| < R + 2p. 
K 

Posons : f 3 8 + f 2 + ^3 avec 

f l - (f-f(a)) ç p > a 

f 2 = (f - f(a)) (n R,(x) - C p a(«)) 

f 3 = f(a) nR»(x) 

On a donc à estimer [K pour j = 1,2,3. 

D'abord [K f 3 ] y v< |f(a)| [ K n R l] x< C 3 ||f||œ d'après 1'hypothèse c> 
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D'autre part |K f (a)| 4 |K(a,y)| |f(y) - f(a)||e (y)| dy 

x P y ci 

qui se majore par [ f] lK(a»y)I|y-a|y dy 
y J |a-y|<2p 

et le lemme 5 nous donne donc que |K fj^a)! « Cp y [f] 

pour |K f. (b)| «| n K(b,y) [f(y) - f(a)] E (y) dy| 
l J |̂ n p, a 

que l'on écrit encore : 

|K f L(b)| ^ | J K(b,y) [f(y) - f(b)] 5 p > a(y) dy | + 

+ | f K(b,y) [f(b) - f(a)] E (y) dy[ 

|K(b,y)||f(y) - f(b)| E (y) dy * |K(b,y)||b-y|M dy [f] 
J P» a J |y-a|<2P P 

s I f ] , f S û lK(b.y)l ly- bl M d y < c P y t f ]

u 

i y—"b | < (y~) p 

Par ailleurs : 

| K(b,y)(f(b)-f(a))£ fl(y)dy|- |(f(b)-f(a)) K E„. a(b)| J P 9 a. m 9 a 

.< |b-a| y[f] p C 2 

d'après l'hypothèse b). 

On a alors |K f l (b) | < C pU[ f] 

et |K f^b)" - K fL(a) | * C p y [ f] y 
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ce qui donne [K ^ C[ f] ̂ . 

Il nous reste pour terminer la démonstration à estimer [ K f 2 ] y . ^
r 

|K f 2(b) - K f 2(a)| < f |K(a,y) - K(b,y)| |f(y) - f (a) |[ n R, (y)-€p> J y ) ] dy 

|K f 2(b) - K f 2 ( a ) | .< C[f] y J|K(a,7) - K(b,y) | |y-a | U|n R,(y)-£ p > a(y)|dy 

« C[f] f |K(a,y) - K(b,y)| |y-a|y dy , 
J|a-y|>p 

Puisque |a-b| = 2p, pour |a-y[ > p le segment [a,b] ne contient pas y, 

et par le théorème des accroissements finis il existe x S [a,b] tel que : 

|K(a,y) - K(b,y)| « |b-a| |gradx K(x,y)| 

Puisque |a-y| < 2|x—y| on déduit de l'hypothèse a) que : 

|K(a,y) - K(b,y)| « Cl y; a|a-y| a" n _ 1.|b-a|. 

donc on a 

, v 1 f "1, 1 " a i ia-n-1+u j 
|K f9(b) - K f (a)| x< C[f] |b-a| y |a-y| dy. 

J |a-y|>p 

pour avoir le résultat il suffit donc de montrer le lemme suivant: 
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LEMME 6 

Il existe C > 0 tel que pour tout, p > 0 : 

t I -et i ia+y-n-1 , „ u-1 
I - y |a-y| dy < C p 

; |a-y|>p 

Preuve : 

Là encore on va intégrer une fonction homogène de degré y-n-1. Donc 

il suffit de montrer le résultat pour p * 1. Comme la fonction à intégrer est 

positive on peut commencer l'intégration par rapport à y \ ce qui donne : 

I L - f , , ( H a - y J ) 0 ^ - * - 1 dy' 
Jr +|a n-y n|>l 

• jr+ a -y >1 
1 n yn' 

ou bien l a

n ~ y n l ^ Y e t a^* o r s o n m a J o r e ^ P a r : 

|a n-y n l (rï+1) dr' .< C |a n-y n| 
J O 

on a alors la -y I «S 4- et dans ce cas 1 n Jn1 2 

r + i a

n""y n l
 > r e t r ^ 2* ^T intégrale se majore donc par 

r a + W " 2 dr - C < + -

I 
2 

par suite I se majore par 
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Distinguant les cas y n < 1 puis y^ * l a
n~ yn^ 0 n m a J o r e ; 

r 

f1 f f 

I ^ C y~a dy + y"ady + (y y" 2+!a -y | U" 2)dy l 

L 7„»1 7 n>l 
chacune des intégrales converge et le lemme 6 est démontré. On a donc : 

[K f2] ^ C[ f] ̂  et en regroupant les morceaux on obtient 

[K f ] y 4 C (Mfll. + [f] y). 
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Cette proposition 2 étant établie on est en mesure de démontrer le 

théorème de régularité pour la solution élémentaire E et ses dérivées. 

PROPOSITION 3 

Soit K l'un quelconque des opérateurs intégraux associés aux noyaux 

distributions E l^j^n pour tout compact F de ]-°°,o[ il existe une constante 

C > 0 telle que pour tout R > 0 et z'€ F et tout £ € & (IR̂ ) n P GÇ) on ait : 

1 - ||K f | L « C (||f||œ + R M [ f y 

2 - [K f] u « C ||f ||u 

Pour la démonstration on va vérifier que les hypothèses de la propo

sition 2 sont satisfaites, ce qui nous donne le résultat. 

D'abord on a besoin de connaître 3 . E l^j^n . On a : 
x3 

ri 
E(x,y) = F(x,y,9) d8 

o 

_(z+2) 

F(x,y,9) - y y^ 2" 1 A Z + 2 _ n [9(1-9)] 2 

F est une fonction C°° sur x (R̂  x ]0,1[ . 

(2 + 2) 

et -f-(x,y,9) = - C y^'^y.-x ) A Z _ n i 9(1-9)] 2 j < n 
j 

(z+2) 
3F i — 
-^-(x,y,9) = C y~Z~ (x +(l-2$)y )A z~ n [9(1-9)] 2 

n n 

On va d'abord montrer que -|ĵ -(x» y, 9) € ^ ( K x x ]0,1[ ) 

j 
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pour tout compact K de R + ce qui nous permettra de justifier la dérivation 

sous le signe somme et on aura au sens des distributions : 

^ - E ( x , y ) - J 1 -f^Oc.y.e) de 

J o J 

Si l'on pose : r » |x' - y'| 

(2+2) 

-f(x,y,9) = 2 C y" 2" 1 r A Z " n [6(1-6)] 2 

Comme — — = C — J — J — pour j < n, on a : 
j r * 

I -f^-(x,y,6)| « C | -|(x,y,6)| 

Posons d'autre part} pour 1 £ j n : 

f f1 3F 

J J R n Jo j 

V xn» yn> " { , f l £ S * » e > l d 9 d ^ 

Rn~ ° J 

^ , 3 F 3'F 
On définit de même K en remplaçant par — 

j 

Comme (x.-y.) A Z n est une fonction impaire sur R n * par rapport à 
a. 

y.-x. on obtient que K.(x n,y n) 5 0 pour Uj<n si l'on justifie que ^(xn,yn)<+">• 

LEMME 7 

Soit F un compact de l-^Of 3 C > 0 tel que pour z T £ F, > 0, y^ > 0 
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x f y , on ait : 
n ; n 

n 7 n 

3 - K.(x ,y ) - 0 
3 n J n / 

4 - K (x .y ) - x Z y"2""1 Y(x -y ). (Y fonction dfHeavyside) . 
n n n n y n n Jn 

Preuve : 

Pour 1 et 4 on a : 

(z+2) 

n . H£-(x,y,e)|dy' = C y"zf"1(xn+(l-20)yn)f9(1-0)]
 2 A z f~ ndy f 

JR n n n n J ( R t 

Az -n , f n f 2 i r >2 xz -n n-2 , 
et n i dyf = C (r +B ) r dr 

i*00 

„ Bz
f-1 f ( 2 ..z

T-n n-2 , . »zf-l 
= C B (r +1) r dr s C B 

Jo 

( (r +1) Z ~ n r11"" dr est fini car z f < 0) . 

1 L - ! l-S-<«-y-e) |dy« de -
Jo ;R n 

- f C y" Z ?" 1|(x n+(l-20)y n)|B
Z Î" 1[ 9(1-9)] 2 d0 

J o 

2 2 2 Xn""^n 
comme B = ((x -y ) 9 + (1-9) (x +y ) ) on a en posant h = 

n Jn n Jn * x +y 
n Jn 
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2 2 2 
B * (h 9+1-e) (*n+yn) donc vu que 

(x n + (l-29)yn) » ( V y n ) 0 + ( 1 ~ 8 ) ( V y n } 

» (h 9 + 1-9) (x n+y n) 

l'intégrale devient : 

fl ^ I z l (z'+2) 

(x n+y n)
z ? c y^ 2'" 1 (h29+i-9) 2 (|he+i-e|[ 9(i-e)] 2 de. 

rl r 
e t n-ilTT" ( x» 7' e )l d e d y ' = 

Jo JIR n 
1 z'-l _ z'+2 

= c(x n+y n)
z y~ 1 (h2e+i-9) 2 |he+i-e|[ 8(1-8)] 2 de 

^ o 

M e 

Dans cette intégrale on fait le changement de variable s 85 y^- . 

Ce qui permet d'écrire l'intégrale sous la forme suivante : 

« v / ' C ' " 1 w z V 2 [\*r* • V ^ w - R ^ r 
O ' ' 

Le même calcul montre que K (x .y ) vaut : 
^ n n , yn 

z-1 

C(x +y ) 2 ' y 2- 1 |h| 2 / 2 (e /1 + V) (s^+lhl+Jr) 2 

n 7 n 7 n 1 1 .1 vs' s 1 1 h s Jo- 1 1 

Dans ces formules e = sgn h. 

Dans la dernière intégrale le changement de variable s •+ — montre 
s 

que cette intégrale est nulle lorsque z < 0. Majorant | e + pas 

( i£" + ±g) il reste à calculer : 
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J ° |h| 

Là encore on fait un autre changement de variable : 

(s + - + |h| + — ) - (s - 2 + - + |h| + 2 + 
M S | h j . 

? 4 M 

d u ( ^ + ^ i ( V ^ _ ) d s . 

2 -1 
.+00 

On obtient I - (u 2 + 1) 2 du 2(|h| + 1 ) Z . 
Jo 

On a donc obtenu que : 

V V V • " \ 7~n~l Y ( xn- yn> 

^n ( xn'^n ) « C yr'" 1 (V yn ) Z' [ l X n - ? J + V y n ] 2 ' ( x n + y n
) " Z ? 

—z T — 1' z T 

^ G y" [ |x -y + x +y ] 

Si x„ < y„ on obtient : n n 

K (x . y ) — n rf y n y yn 
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SI x > y alors : 
* n n 

|x -y | + x +y * 2 x et 

7 n 

Ce qui donne que \(xn>Yn) < — Min (1>(—) Z') . 
7 n y n 

Reste donc à montrer 2) 

f z f n 
Pour cela on a d'abord à calculer , r A dy' 

JIR 

ce qui donne comme précédemment : 

C B 2' f (r 2

+l)
 2 r 1 1" 1 dr = C* B Z' 

o 

car l'intégrale est convergente pour z' < 0 . On en déduit que 

« C y^'" 1 ( h 2 e +l-9) Z' / 2[ 9(1-8)1 2 ¿9 • 
-'o 

Pour obtenir l'inégalité 2 iï suffit de montrer que : 

L ? _(z'+2) 

(h29 +l-0) Z ? / 2[ 0(1-0)] 2 d0 « C(l +|log h2|.) 
•'o 

D'abord le changement de variable 0 + 1-0 transforme l'intégrale en 

1 f

 ( z ' * 2 ) 

( e + (i-0)h 2) z î / 2[ 0(1-0)] 2 d0 
' o 

et celle-ci est égale à 
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I - f1

 ( _ i _ + ^ ) «
, / 2 d8 

J o

 vl-9 8 ' 9(1-8) 

que l'on coupe en deux morceaux suivant que 8 ̂  y ou 8 £ y : 

f2 f1 

I » Iĵ  + I 2 avec 1^ =• et I 2 " 

2 

Pour 1^ comme 1 £ 1-8 >, y on a : 

o 

« f « • ¿ , ' • « 1 . . f h V ) ^ f . f 2 < ¥ > * 7 2 f 

•'o •'o 

2 I 
. ,«72, f h ,h 2 z'/2 d8 f2 d8. 

J o ; h 
l-z'/2 1 2 

Ij_ « 2 1 2 "(1 + log -± - log h") 

, Z ^ d + l o g - ^ ) 

2|h| 

Pour I 2 on a : 

f1 , 8+h2(l-8)1z'/2 d8  
L2 = ] 1

 1 9(1-0) J 9(1-0) 

2 

• 2 
vu que 9 + h (1-9) > 9 

L2 ^ 1 \l 4-9 ) 1-9 " 2 J ( 1 " 9 ) d 9 

2 I 

I 2 . < - f [ ( l - Q ) - 2 ' / 2 ] ^ ^ - ^ ' / 2 

2 
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ce qui donne 

I ? 4? ( -7 + log |—^| ) avec h » z z 2 x +y 
2h n Jn 

et donc le 2) du lemme est établi. 

3 F 
Pour le 3) il suffit de constater que est une fonction impaire 

sur R n * par rapport à y et donc comme est absolument integrable on dë-

duit que (x . y ) =• 0 et donc le lemme 7 • n j n» 7n' 

COROLLAIRE 

Pour tout x n > 0 ^ r(x n,.) et K^Cx^,.) est integrable sur tout corn-

m 1 
pact de ? et on a au sens des distributions z (x,y) • «r^—(x,yf6) d9. 
I 3 o 3 

En effet K

r (
x

n > y n ) au voisinage de
 s 0 , étant positif} S e com-

porte comme C y^ qui est localement integrable car z 1 < 0. 

i l 
Au voisinage de y = x , K se comporte comme C log x -y qui 

° ^n n r 1 n n 
Or 

est integrable localement et donc le résultat pour suit. 

a» 

Pour K (x y ) on a : 
n n Jn' 

^ z T -z f-l 
K (x -y ) se comporte au voisinage de y = 0 comme C x y (en 
n n yn' r & Jn n Jn v e u 

X f X^ ^ i z ' 1 
effet Min(l, (—) Z ) = (—) )et y" " est integrable. 

y n y n n 

Démonstration de la proposition 3 

On va vérifier que les hypothèses a, b et c de la proposition 2 

sont satisfaites. 
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Hypothèse a : 

C'est une conséquence du lemme 8 suivant. 

LEMME 8 

Soit F un compact de ]-°°,0[ il existe une constante C > 0 tel que 

l'on ait pour z ̂  F (x,y) € x x f y 

f C y"2'"1 |x-y| 2 f + 1~ n si -1 « z' < 0 

j C |x-yf n si z' < -1 
N . 
y-

C y"2'"1 |x-y|Z'"n si -1 « z' < 0 

2 - CT-(X-^ « 
J k C U-yf 1 1" 1 si z' < -1 

». 

Considérons d'abord le cas j < n. 
Preuve : _( 2'+ 2) 

Comme | ̂ -(x y) | - Y» y'2''1 |x -y |AZ'*n[ 9(1-6)] 2 

et que \^^Y^ | << |x-y| 

A 2 n ^ |x-y|2 n car A >, |x-y| (voir lemme 1 partie I). 

(z'+2) 

On a : | - | £ ( x , y ) | .< C y^2'"1 |x-y|2 f ~ n + 1 [ 9(1-9)1 2 

Si de plus z f < -1 on a y 2 * x< (x +y ) ~ 2 * r 7 n n Jn 

A 2 ' - n . < ( ( x n + y n ) v f r e ) 2 ' + 1 Ix-yf 1" 1 1 

(z'+2) 

donc |-|-(x-y)| 4 Clx-yf11 9 2 (1-9)" 1 / 2 

j 

Intégrant en 9 on obtient les estimations pour -r—(x-y). 
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Sij < n e t k < n o n a : 

2 (z +2) 

pour j î1 k et si j = k on a : 

2 _(z +2) 

-â^r- C y" 2" 1 A 2" 0! 9(1-9)] 2 * 

(z +2) 

+ C y~ 2~^(Xj-y^) 2 A 2 ~ n~ 2[ 9(1-9)] 2 

On fait alors les mêmes majorations en estimant A par : 

I izf-n-2 . . 
|x-y| si -1 N< z' < 0 

zT+l 

( V y n ) Z T + I ( 1 " 8 ) 2 I y I ~ n s i z f <-l 

et par intégration en 9 on obtient la 2èmle estimation du lemme. 

Si l'un des indices j ou k vaut n les calculs sont similaires en 

remplaçant le facteur x^ - ŷ  par xn+(l-29)yn et en majorant |xn+(l*-29)y^ | par A. 

SE 
En Conclusion le noyau distribution vérifie l'hypothèse a avec 

J 

a = Min(0,l+zr) . 

Hypothèse c) : 

Posons n(x) 3 5 n(x ),0 *.rf * l,rf € Cq(|R4.) t e l que n = 1 pour o<xn<l 

n * 0 pour x > 2. Alors si l'on pose E.(x,y) = ~ & ~ ^ X , y ^ l 4 ^ 4 n c o j m e 

I I 3 - -1 ^ 
K.(x ,y ) s 0 lx<js<n-l et K (x ,y ) = x

Z y~Z~ Y ( x

n ~ y n ) ^
 l e l e i n m e 7 on a : 
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nR^ ( x) s 0 s i J < n~ 1 

17 ^ / \ - Z - l % Il N -

et K n n k(x) - t n ( — ) dt 
J Q 

après changement de variable • On a donc : 

o 

On a la majoration : 

et 

Jo 

f 1 -z'-l+ 

[ E n \ h * b [ " Y » * c p o u r r > u 

R 

ce qui donne lThypothèse c)• 

Hypothèse b): 

Vu lrhomogénëité des K et l'invariance par translation tangentielle 

il suffit d'évaluer | |E al 1«, P°ur p = 1 et a' = 0. 

OQ 

On choisit £(x) 38 ct(x ) 6 (x ) où a et 6 sont des fonctions C ^ n o 

valant 1 pour |x'| < 1 et x < 1 respectivement. 

Posons V,(x a ) = (E. E ) (x) ; V (x,a ) s'écrit alors : 
J n J n J n 
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OU 
» 

Uj(x,yn) - J n - 1 EjCx.y) a(y') dy' 
(R 

Les intégrales convergent grâce au corollaire du lemme 7. 

On va commencer par donner des majorations sur les (x~yn) 

O^j^n ce qui va faire l'objet du lemme 9 que voici : 

LEMME 9 

Soit a un nombre tq 0 < a < Min(l,-z') alors pour tout x £ (R̂  

x ï y y > O o n a : 

1 - |Uj(x,yn| « C y^"
1 1 j .< n-1 

V 7 n > + a ( X ? 7 " " 1 Y ( X ^ n ) ' * C 

Preuve : 

1°) Comme U (x y ) - E.(x,y) a(y') dy' 

(z'+2) 

et vu que : Ej(x,y) * y' ^ xj~ yj ̂  ̂  ^ 9(1-9)] 2 

et A 2 = (r 2 + B 2) avec r = |x'-y'| B 2 = A 2 - r 2. 

U,, (x-y ) s'écrit alors en introduisant la fonction 
y Jn' z-n 

2 2 
N

z ( y
f ) = Y T (l +|y T| ) e t après changement de variable x'-y' = yj : 
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f1 1 f ( z ' * 2 ) 

1 " V*'?^ " y n S Z n-1 71 N z ( y , ) a( x'- By'> dy't 9(1-9)3 2 d6 

2 ~ Un ( x' 7n> * Un¥(l'2Q)7n)yT^1 *Z~l

 n. 1

N

2(y
?) a^ f-By f)dy f[ 9(1-9)] 2 d9 

Or la fonction N (y f) vérifie : 
z 

• 

|N (y')| (l+|y'|) 1 + a dy' < + 0 0 car O < a < Min(l.-z) 
Z 

et y. N (y f) dy 1 = » o vu la symétrie. 
J J z 

Donc pour avoir une majoration de 1 on remplace 

y, N (y') ct(x'-By') dy' 

J J 2 

par 

7j N z(y») [ct(x'-By') - a(x')] dy. 

Et le module de cette dernière intégrale est inférieure à : 

[al |By'|C |y. | |N (y')| dy' = C B° [al si B < 1 
J J z ÇJ 

car 

l7jl ly ' T |N z(y*)| dy' .< | ( l + | y ' | )
1 + a |N z(y')| dy < + « 

ce qui donne que : 

ri , ( z ' + 2 ) 

| u , ( x , y ) U y"2''1 B 2 ' + 0 [a] [9(1-6)] 2 dô 
J J Q 

et si B > 1 
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fi sill 
Y x , y n > « C I M L b z I ed-8)] 2 de y; 2" 1 

o 

Done dans tous les cas on a : 

.1 («'+2) 
|U < x,y a)| « C y- z _ 1 B Z [9(1-8)] 2 Min(l.B°) d6 

•'o 
6 t 1 z'+2 

l y * - ^ * C C ' " 1 [ B Z ' + C T [8(1-9)] 2 d9 
•'o 

2 
comme B > yn(l-9) et que z f+a < 0 

z'+2 z'+2 a-2 
f B Z ? + a [0(1-6)] 2 d0 y Z ? + a f 9 2 (1-0) 2 d9 
J n Jo 

z f+a 

N< C car a > 0 

ce qui donne |U^(x, y^)] ^ y^ ^ et done le 1) du lemme 9* 

Comme x Z y^ 2" 1 Y(x n-y n) = ^(x,y,9) d9 dy' 
J!R • ' o n -z—1 U ( x , y ) + a ( x ' ) x y Y(x -y ) n'est autre que n Jn n 'n n 'n' 

i z'+2 
(x +(l-28)y )y" Z _ 1 B 2 ' 1 . N (y*)[a(x'-By')-a(x,)]dy'[ 9(1-8)] 2 d8 

J0

 n n n • J r 1 1 " 1 2 

Or la encore*comme . y. N (y') dy' - 0 on a 
J(R n _ i J Z 

N (y') [a(x'-By') - a(x')]dy' = z 

(• n-1 
.N (y')[a(x*-By*)-a(x')-B \ y. 3a(x)]dy' 

J Rn-i z 1 
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et le terme entre crochets est égal d'après la formule de Taylor avec reste 

intégrale à : 

n-1 (1 
В I y, [ D a(x') - D. ct(x' - t By*) ] dx 

1 'o J 

que l'on majore par : 

Y В |У1|(|в||у'|)-а.< C B « + 1 |y'| 1 + 0 

j-l 2 

et donc : 

N z(y') (a(x'-By') - a(x'))dy' 4 C* B a + 1 

avec С' = С [ | y ' ¡ 1 + 0 N (y') dy' 

on obtient alors que 

|Un(x,yn) + а(х')х 2y; 2" 1 Y(x n-y n)| .< 

Г1 « f (z'+2) 
4 С y"2 _ 1 B 2 1 Min(l-B a + 1)(x +(l-28)y )[ 9(1-0)] 2 d8 J 0 n n n 

Mais |xn+(l-29)yn| < В et que Min(l-B a + 1) 4 B° ce qui donne 

f l , (z'+2) 
|U л(х,у п) + а(х')х2 y" 2" 1 Y ( x - y ) I < С y" Z _ 1 I В 2' + а[ 9(1-0)] 2 d9 

; О 

Là encore В étant > y^ vl-6 et z'+a < 0 , on a 

(z42) 
B z 4 a [9(1-9)1 2 d9 ч< С y Z + a 

J n 
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Donc |U (x,y ) + ct(xf)xZ y" 2^ 1 Y(x -y )| * C y 0" 1 

et le lemme 9 est établi. 

Vérifions maintenant lfhypothèse b) ; pour V^.(x,an) on a d'après le 

1) du lemme : 

| V j ( x , a n ) U < C J o 0 ( y n - a n ) y*"
1 dy n 

Or.6 est à support compact et l'intégrale est bornée uniformément 

en x et a . 
n 

On a : 

et 

|V (x,a )| x< C 6 (y -a ̂ y ^ 1 dy + C a(x') S (x t-a ) t" Z " X dt 1 n * n 1 y n n Jn n j n n J o J o 
s c + H a l l . Me I L c* - C". 

Et donc |V (x- a n ) | £ C indépendemment de a • et x ce qui donne 

H V P , J I - < C 

ce qui termine la vérification de l'hypothèse b et par suite les noyaux E 

opèrent de C y dans C U. 
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PROPOSITION 4 : 

. Les noyaux d . 3 . x E opèrent de dans 
xj xjc n comp loc 

Preuve : 

Soit f € Cy(R^) H £'(a> ) et posons u(x) » E f(x) d'après la 1ère 
' R 

partie u(x) est solution de lfequation«ïu a f et d'après la 2ème partie 

u(x) € C*+V1(iR^) donc en posant v(x) * x^ u(x) on a que v(x) est solution du 

problème de Dirichlet pour -A dans le demi-espace 

-Av(x) » f (x) - (z+2) D n u(x) dans (R̂  

v(x) - 0 sur x 38 0 
' n 

d'après un théorème classique v ^ C^ + y (IRn) ce qui achève la 2ëme partie. 
loc + 

Et par la suite on a aboutit au but fixé au début et donc on a le 

théorème de GOULAOUIC-SHIMAKURA. 


