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SUR LES FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES RELATIVEMENT

A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL SINGULIER SUR (0,=).

INTRODUCTION.

1- La propriété de compacité qui caractérise les fonctions
presque-périodiques de Bohr, et qui a &té &tablie par Bochner [ 8] est
d la base de toutes les généralisations de la théorie des fonctions
presque-périodiques, généralisations relatives d des fonctions défi-
nies sur un groupe abstrait et possédant une propriété de compacité
tout & fait analogue & celle de Bochner. La généralisation qu'a
proposée J. Delsarte [6] , et & laquelle nous nous intéressons dans

ce travail, a un point de départ tout différent ; considérons 1'équa-

‘tion des cordes vibrantes :

azu_32u=o
ol et

1'expression de la solution générale : u(x,t) = f(x + t) + g(x - t)
fait apparaitre le rdle du groupe des translations sur la droite
réelle, en particulier si f et g sont presque-périocdiques de Bohr,
i1l en sera de méme de la solution u relativement au temps t, et,

cela uniformément par rapport & la variable x. Ceci suggére la géné-
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Ealisation suivante : soit L un opérateur différentiel 1inéaire du second or-
dre et soit u la solution générale de :
2
3 u
L (u) - =0
X 2t

u(x,0) = f(x) , %%(x,o) =0

Quelles conditions doit satisfaire f pour que la solution u soit presque pé-
riodique de Bohr relativement au temps t, et cela uniformément par rapport &
la variable x? Dans, ce cas nous dirons que f est‘L-presque périodique. J.

Delsarte a étudié cette question dans le cas ol L est 1'opérateur de Bessel

2a+l 1
XV ?

N . . 1 . P
ol a est strictement compris entre -5 et-%. IT a alors mis en évidence une

Lv=v"+ X >0

classe de fonctions L-presque périodiques qui, en beaucoup de points, est ana-
Togue & Tla classe des fonctions presque périodiques de Bohr. L'élément simple
qui joue le role de 1'exponentielle est dans ce cas 1a fonction :

a
X~ (Ax) =2_I_££.+_1_2.J ()\x)
a

ax)* %

ol Ja est ia fonction de Bessel d'indice a. Toute la théorie est alors basée
sur les formules intégrales explicites qui Tient 1'exponentielle d la fonction

. . < d
oo [ 151, et qui transmutent les opérateurs L et ;;7.

2- L'objet du présent travail est d'étudier la question posée plus

haut relativement & une classe d'opérateurs différentiels L de la forme :

Lvs=- ﬁ%}-m(x) il

o0 A est une fonction positive définie sur [o0,o et satisfaisant certaines
hypothéses de régularité et de convexité assez larges de maniére que la partie

radiale de 1'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace symétrique de type
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non compact et de rang 1 soit de ce type. Ces hypothéses que nous préciserons
au second paragraphe, nous permettent, en outre, de montrer 1'existence et

T'unicité d'une fonction notée q;(.), A €€, qui vérifie :
Ly - (3% + %), =0
A
%(0) = 1, g4, (0) = 0
A > dx A
p désigne la limite @ 1'infini de %f%?(x). Cette solution jouera le réle de
1'exponentielle dans la théorie de Bohr.

La suite de 1'exposé est divisée essentiellement en trois parties.

» Dans la premiére, nous dégageons les principales propriétés de ?.

que voici :

Propriété d'orthogonalité : Pour tout A et u strictement positifs

R 0 Si A #u
o1
tim J P, (x) ¥ (x) A(x) dx =

u
R~ 0 216012 sia =

ol C(.) est une certaine fonction qu'on précisera.

Représentation intégrale : Pour tout x > o, il existe une fonction

W(x;.) continue paire, positive et a& support dans [ -x,x] telle que pour tout -

complexe A :

< .
¢ (x) = J W(x,t) cos A t dt

Formule produit : Pour tout x et y > o, il existe une mesure de pro-

babilité notée T(x,y,dz) a& support dans [|x-yl, x+yl telle que pour tout com-

plexe X :
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X+y

6009w = [ 90 T

| x-y|
ces deux derniéres propriétés nous permettent de définir les deux opérateurs

suivants sur 1'espace des’ fonctions continues :

( X
J Fe) W(x,t) de 3 x> 0

A(F)(x) =4 ‘o
L F(o) 3 X =0
( rx+y
X J F(z) T(x,y,dz) 5 X,y > 0
TOF(y) = 7%=y
Fy) ;X =0
.
Le premier est appelé opérateur de Poisson généralisé, il transmute les opéra-
3 2 2
teurs [ - 0% et - 9 ((L - 02)61—=<-a4d )). Le second opérateur est appelé
dx2 E;?

opérateur de translation généralisé, il joue le rdle de la translation ordi-

naire dans la théorie de Bohr.

% Dans la seconde partie, nous introduisons les espaces fonctionnels

suivants :

';Bo est 1'espace des fonctions paires, presque-périodiques de Bohr

et de moyenne de Bohr nulle.

-'%é est le sous-espace de 330 des fonctions qui sont dérivées d'une

fonction presque-périodique impaire.

'ZBL est 1'espace image par Q. de B i clest 1'espace des fonctions

0]

L-presque périodiques.

- -Enfin ??L désignera 1'espace image par & de 335.

Nous montrerons les principaux résultats que voici :
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TEEQREME : Si f est dans BB, la limite

R
Lim %J Flz) Yy (x) Alz) dz ., A > o
o]

existe et est finle, elle est nulle sauf pour un ensemble dénombrable de va-
leurs positives ( A,) de A, valeurs que nous appellerons les exposants de
Fourter sphérique de f ; pour ces valeurs la limite g'éerit :
Y12
2 a, |CA )|

ou la série | Ianlz est convergente. La série ) a, LV}\ (x) est appelé série de
n

Fourier sphérique de f et nous éerivons :
f(:c) ) ankPAn(x)

THEOREME : Si f est dans L(BL_, alors

i) I°F est dans ‘:BL pour tout s > o.
51 32 srz
t1) De toute suite T "f, T "fy...3T fy... On peut extraire une sous

suite uniformément convergente dans R vers une fonction dans :BL'

% Dans la troisiéme partie nous é&tudions les propriétés du sous-

espace ?{L, et nous montrons en outre les résultats suivants :

THEOREME : Pour toute fonetion f dans %ﬂ s La fonetion

x =~ YA(z) f(x)

est bornée dans [0, .

Ce théoréme permet de prouver le suivant.

THEOREME : Si f et g sont dans '?é, la limite

R
Lim %Ej flz) gla) Alx) dx
R o
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existe et est finie, elle est nulle st les deux fonctions n'ont aucun exposant
de Fourier sphérique en commun ; sinon elle a pour valeur la somme de la série

convergente
’ 2
Ya, B, lcr )]
ol les (An) gont les exposants de Fourter sphériques communs 4 f et g et ou

(a,) et (bn) sont respectivement les coefficients de Fourier sphériques de f

et g.
Nous terminons, cette introduction par les deux remarques suivantes.

Remarque 1 : Lfintroduction de fonctions presque-périodiques de Bohr
qui sont en plus de moyenne de Bohr nulle est dictée par le fait que la pro-
priété d'orthogonalité de Y, tombe, en général, en dé&faut lorsque » = u = 0 ;
pour sfen convaincre il suffit de noter que lorsque A(x) = shzx, 46 est donnée

par :

PoX) = iz

Remarque 2.: La réponse @ la question posée au début de 1'introduc-
tion peut se formuler de Ta maniére suivante : si f est dans 1'espace C:(R)

des fonctions de classe CQ(R) et paires alors :

u est presque-périodique de Bohr par rapport & t et de

moyenne de Bohr (uniformément en x) si et seulement si

f est dans 4PL'

La condition @ priori sur f d'étre dans C:(R) est due 3 ce que 1'opérateur
de transmutation @ est bijectif de C:(R) sur lui-méme et non bijectif de
C*(R) sur lui-méme [ 12] . Cependant on peut remplacer, cette condition 3 priori

en demandant que f soit A (C (R)) et 1'énoncé reste le méme.



IIr -7

I - L'OPERATEUR L ET LES SOLUTIONS DE L'EQUATION (1).

1- L'OPERATEUR L : Nous désignons par L un opérateur différentiel

de la forme :

1 d
Lu = - IT?}'HY(A(X) %%) s X>0

ou A est une fonction définije sur [o,o[ , & valeurs positives et vérifiant les

hypothéses suivantes.

(Hy) - Hypothése_de_Convexité : Nous supposons que la fonction A

)
est croissante, tend vers 1'infini avec x et que la fonction %— est décrois-

sante ; nous posons :

_oqs DAY (X
o = ]Tm? X
X

(Hy) - Hypothése de Régularité :

(H2°> Au voisinage de 1'origine : la fonction A s'écrit sous la forme

A(x) = x2a+l B(x)

ol B est de classe Cm(R), paire, strictement positive, nous pourrons supposer

B(o) =1letola-> %.

(HZm) Au voisinage de 1'infini : soit q(.) !a fonction définie sur

To,» [ par

1,A"(x),2 2 LA\,
Q) = $GEh° - o8+ ) )
Nous supposerons que la fonction x » qu(x) est intégrable sur [0, .
Remarquons tout de suite que cette condition intervient essentiellement dans

T'assertion 2 de la proposition 5 et dans la proposition 8 et les résultats qui-

la suivent. Nous poserons :
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oj(x) = J tjlq(t)[dt » J =0,1,2 ;5 x>0.
X

Exemple : Si X est un espace riemannien symétrique de type non com-
pact et de rang 1, la partie radiale de 1'opérateur de Laplace-Beltrami sur X

est du type L [10] avec :

A(x) = sh"x ch™x

ol n et m sont des entiers naturels n3 1 et m 2 O,

2- LES SOLUTIONS DE L'EQUATION (1) : Considérons 1'équation diffé-

rentielle suivante :

ret, lu- 32 +odu=0 (1)

si 1'on pose v = /u, et si u est solution de (1), v est solution de :

v' o+ sz = q(x)v  (2)

les hypothéses sur A montre que 1'on peut &crire (2) sous la forme suivante -

ol x est une fonction de classe C (R) et intégrable.

* Les hypothéses (H2°) montre que 1forigine est un point singulier
régulier ; les racines de 1'équation caractéristique étant 0 et - 2o, le théo-
réme de Bocher [2] permet de montrer qu'il existe une unigue solution de (1)
qui sera notée dans toute la suite 'PA et qui vérifie :

d.
F,(0) =1, F20) =0

# Le changement de varjable t = e, dans 1'équation (1), raméne le

point & 1'infini, & 1'origine ce dernier étant un point singulier régulier od
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les racines de 1'équation caractéristique sont £ ix - p, il en résulte qu'il
existe deux solutions de 1'équation (1), que nous noterons dans la suite @ix,
linéairement indépendantes si A # 0, et telles que :

0,,(x) = el )Xy ()

. £ 1 A-p)x 1
2, (X) = (£ Ta-p) el 1270) Vi(xs1)
bd T V, (x,4) = Tim Vi(x,A) = 1
X+ - X =

de plus, si » = 0, avec la solution 05 il existe une deuxiéme Yo telle que :
Tim vA(x) [¥.(x) - x¢_(x)] =0
- 0 0
En exploitant les hypothéses (sz) et en résolvant 1'équation (2) par la mé-
thode de la variation de la constante, nous pouvons préciser le comportement

de Qil comme suit :

Proposition 1 : Pour tout complexe A, de partie imaginaire négative

ou nulle, la solution ¢_, admet la représentation intégrale suivante :

A

A(X) o_,(x) = e 1A J k(x,t) e Myt , x>0
X

od k(.,.) est un noyau défini pour 0 < x g t, admettant des dérivées partiel-
les continues & n'importe quel ordre et tel que :

o oy(x) e 1 aq(x)
j [k(x,£)[dt < ag(x) e 1, [ tlk(xt)]dt < 7 op(x)
X X

J Lg-E(x;t)ldt € % oo(x) + cg(x) ay(x) e
X

la représentation de LA valable pour tout complexe A de partie imaginaire po-
sitive ou nulle, s'obtient & partir de celle de 9_, en changeant X en =-X ; on

peut voir la démonstration de cette proposition dans [ 1, p. 20.
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Corollaire 2 :

1) Pour tout x > o, la fonction x = ¢_ (x) est holomorphe

£
dans 1'ensemble {x» € € / Im(+r) > o}, elle est continiment dérivable dans

{r € €/ Im(+r) > o}.

2) Lorsque {Ax) vers 1'infini, A €R, on a :
A(x) o, (x) = eF 11+ ot
+A AX

( A(x) %A(X))I =+ i e 14 0(%5)1

ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition 1.

[1 est aussi important de connaitre le comportement de la solution
4, au voisinage de 1'infini ; pour cela on résoud 1'équation (3) par ia métho-

de de la variation de la constante ; nous en déduisons la proposition suivante :

ﬁroposition 3 : I1 existe deux constantes positives N0 et Nl telles

que pour |i| » Ng» X > Ny, on ait :

1+a : - (e . ' .
ATX) @, (x) = 2 5 () + A 7r) ™ 01y + e 01y

o

(vA(x) ?A(x))' = (x1Z+ J ()t + A‘2+ (el 0(1) + e 1MX 0(1)3

oi O0(1l) sont des fonctions bornées lorsque {rx] tend vers 1'infini.

3 - FORMULE PRODUIT ET REPRESENTATION INTEGRALE DE‘?X.

Proposition 4 :

1) Pour tout x et y positifs, i1 existe une mesure de pro-

babilité & support dans [ |x-y|, x+yl, notée T(x,y,.), telle que pour tout com-

plexe A, on ait :
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X+y

(00 40 = [ € (2) Txyadz)

| x-y]

2) Pour tout x > o, i1 existe un noyau W(x,t) paire, continue & sup-

port dans [ -x,x] tel que pour tout complexe i, on ait :

X
P (x) = J cos At.W(x,t) dt

Démonstration. La premidre assertion est démontrée dans [3] voir

aussi [ 4] . Le comportement asymptotique de QA i 1'infini et le fait que T soit
une mesure de probabilité, permet de montrer que pour tout complexe ) de par-

tie imaginaire dans [ -p,0] .
¥, (x)| s 1 ¥ xER,

D'autre part, il est déja prouver dans [4] 1'existence d'une mesure positive

W(x,dt) & support dans [ -x,x] et telle que :
X
%a(x) = J cos At W(x;dt)
0

La proposition précédente et le théoréme de Paley-Wiener, montrent 1'exi$tence

a,
d'une fonction t » W(x,t), continue, paire & support dans [ -x,x] et telle que :

1
o X "
vr(i_)ﬂ(X) - XT J (ax) = J cos At W(x,t) dt

a
0

la représentation intégrale classique de ja ([ 151 ) termine la preuve de la

deuxiéme assertion.

4 - LA FONCTION C(.) ET LA PROPRIETE D'ORTHOGONALITE DES q&, A > 0.

Les solutions LI A # 0, étant linéairement indépendantes, la so-

Tution ?A &tant paire en X, nous en déduisons qu'il existe une constante C(1)

telle que :
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9,(x) = C(A) 2, (x) + C(-2) &_,(x)
désignons par [WA, ¢x] le wronskijen de WA et o,
[QA, ¢A] = A(x) [?A(x) @i(x) - ?i(x) ¢A(x)]

le wronskien de deux solutions de (1) étant indépendant de x, le comportement

d 1'infini de %) permet de montrer que :

(9, &1 = 21 AC(-2)

La proposition suivante est alors une conséquence des propriétés de QA et o,

et du comportement asymptotique de ja.

Proposition 5 :

1) Pour tout A réel :

2) La fonction A » X C(~X) est holomorphe dans
{x&€ C/ Imx > 0}, et continlment dérivable sur R, son seul zéro réel possi-

ble est X = 0.

3) La fonction C(.) admet le comportement asymptotique

suivant lorsque ) tend vers 1'infini :

1+2a i -(ta)
C(r) = 2%r(at+l) e 1 A [1+ 0(11-)1

Remarque 1 : L'origine X = 0 est un z&ro de la fonction A » X C(-})
seulement lorsque 1, et ¢, sont Tingairement dépendantes, dans ce cas la fonc-
tion C(.) est continue sur R et la fonction x -~ vA(x) ?O(X) est bornée, et

puisque d'aprés la proposition 4, on a toujours :

[ ()| s $o(x) Y 2reR
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il en résulte que la fonction x = vA(X) ?A(x) est bornée sur [0, indépendam-
ment de A > 0. Dans le cas ol A = 0 n'est pas un zéro de la fonction A » X C(-1),
nous pouvons dire qu'il existe une constante non nulle a et une fonction b(.)

continue sur R telles que :

C(x) =<+ b(1)

de plus

/A(x) fo(x) = 0(x) , x>

Remarque 2 : Dans le cas de 1'opérateur de Bessel, la fonction C(A)

- (3+a)

se comporte comme X aussi au voisinage de 1'origine qu'a 1'infini.

THEOREME 1 : Pour A > O et u > 0 :

;R 2lcn)? L sioa =
lim 7 L Py (x) “Pu(x) A(z) =

R0 o , 8T A #u

Démonstration : On exprime ?A & 1'aide de ¢, et on utilise la pro-

position 1.

Désignons par LZ(A(x)dx) 1}espace des (classes de) fonctions de
carré sommable sur (0,=) pour la mesure A(x)dx, W le sous-espace de LZ(A(x)dx)
des fonctions v absolument continues ainsi que leurs dérivées premiéres et
telles que L(u) est dans LZ(A(x)dx), enfin wo Te sous espace de W des fonctions

u telles que 1lim A(x) u'(x) = 0. Soit D 1'ensemble suivant :
X+0 ‘ '

L=

L'opérateur (L, DL) est auto-adjoint de spectre absolument continu égal 3

[pz, o , la transformation
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réalise un isomorphisme isométrique de L2(A(x)dx) sur 1fespace

LZ((Zn)'1|C(A)['2dA) des fonctions de carré sommable sur (0,=) pour la mesure
--iEL-——Z , dont 1'inverse est donnée par :
2m|C(A)]

f(X).= Jw %(x)‘f&(x) E;T%%;;Tz

Les deux intégrales précédentes étant convergentes respectivement dans

Lz((Zn)’1|C(A)|'2dA) et LZ(A(x)dx), on a donc 1'égalité de Plancherel :

pour les détails, on peut voir [5].

Notations : Dans la suite L° désignera 1'opérateur associé & la fonc-
20+1 0 0 ,0 ,L,0 .0
* s W, T, K 9?>\9 ®+)‘,

fonctions associées a 1'opérateur L° comme dans tout ce qui a précédé ; nous

tion A® : x = shx C°, a%, v%,... désigneront les

avons en particulier [9]

Tn—a

o 1 :
2 X A=
?g(x) = g-——ziﬁ;ll shx~2e J (chx - cht) 2 cos At dt (5)
AT I‘(a+~2-) 0

Nous remarquons tout de suite que Qg et ¢8 sont linéairement indépendantes si

bien que nous avons :

IT - LES FONCTIONS L-PRESQUE PERIODIQUES ET LEURS DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE

FOURIER SPHERIQUE.

I- L'ESPACE B, .
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Soient i‘;(R) 1'espace des fonctions continues et paires sur R,
?f.(R) le sous-espace des fonctions de classeC et paires sur R ; soit ﬁo
1'espace des fonctions paires, presque-périodique de Bohr et de moyenne de
Bohr nulle :

R
> 1
fe%:AmFIOHMM=O

les exposants de Fourier de telles fonctions sont strictement positifs.

Soient & et T°, s » 0, les opérateurs définies sur C (R) par :

rX
J f(t) W(x,t)dr X >0

ALF() =A(f)(x) ={ °
f(o) X =0

(o x+s

f(z) T(x,s,dz) , s >0, x>0
TSF(x) = TX(s) = [x7sl

f(x) » $ =0

L
fe noyau W(.,.) et la mesure T(x,s,.) étant définis dans la proposition 4.

Les obérateurs cet TS se prolongent, par parité , en des opérateurs linéai-

res de f‘l(R) dans Zi(R) 5 171 oull4] ; la proposition 4 montre de plus que :

et . < Hfl, [T, < 1IFl,
soit ‘BL 1'image deﬁ) par |'opérateur & ; si f est dans BL nous désignerons
par F]c sa pré-image dans 50 :

(X
f(x) = Jo Ff(r) W(x,t)dr

Définition : Une fonction f est dite L-presque périodique si et
seulement si elle est dansj‘_.

Soit f une fonction dans f;(R) et supposons qu'elle soit image par & d'une
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fonction Ff dans ?*(R) ; posons
1
Ye(Xot) = FQIFe(tagfe(t-r)]
L'opérateur & agissant par rapport & la variable t.

" Proposition 6 : La fonction Ff est dans.f% si et seulement si la

fonction vf(x,.) est paire presque périodique de Bohr, de moyenne de Bohr

nulle, et cela uniformément par rapport a x.

La démonstration repose sur le fait que 1'opérateur & est borné

d'une part, et sur le fait que wf(s,.) = Ff(.) d'autre part.
Cette proposition justifie la remarque 2 de 1'introduction.

Exemple : Toute fonction f de la forme :
Vg ¢
f(x) = qZIBq Aq(x) »Aq > 0 ,gqe C
est dans BL et pré-'image est le polyndme trigonométrique

N
F =
£(x) qleq cos }‘q X

Définition : Un polyndme sphérique P est toute fonction de la forme :

N
P(x) = ] 8

q<1 f (X) 2 2g> 0. 8 €t

17

THEOREME 2 :
(1) Toute fonction f dech peut &tre approchée uniformément dans R

par une suite de polyndmes sphériques et cela d'une infinité de maniéres.

(i1) Si f est dans 'BL’ toutes ses translatées (Tsf), s > 0, sont

dans.BL.
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Démonstration :

(i) Résulte de ce que toute fonction de bo peut étre approchée uni-
formément dans R par une suite de polyndmes trigonométriques paires et sans

terme constant, et du fait queQ est borné sur cCf“(R)
(i1) En remarquant que pour tout A > o

4 (x) 9 (s) = 30 (& cos A(t+a) + cosh(t-0)]}
ol o.s agit par rapport 3 ¢ et ax par rapport @ T, nous en déduisons que pour
tout polyndme sphérique P :

T5P(x) = Q[ ¥5(s,1)]

1'étape (i) et le fait que TS est borné sur Z",(R) montrent que pour toute

fonction f deBL :

TSF(x) =0 [¥e(p,T)]

la proposition 6 termine la démonstration de (ii).

2 - DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER SPHERIQUE.

Soit f dans BL et Ff sa pré-image ; désignons par (Aq) et (Bq) res-
pectivement les exposants de Fourier et les coefficients de Fourier de Fg,

nous avons les relations classiques suivantes :

R
.2
=1m—J Fe(x) cos X x.dx , = 1,2,...
3, 1z ], ) q q
-+ , (R
LIyl =1 Jim m 2 IFR(x) |2
q=1 'q RJO

suivant les conventions habituelles, nous écrivons :
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Fe(x) ~ [ Bq o5 Aq X

Définition : Nous dirons que (i,) et (5q) sont respectivement les

q
exposants et les coefficients de Fourier sphérique de la fonction f, et nous

écrirons :
F(x) v [ 844 (%)
q
le second membre &tant appelé la série de Fourier sphérique de f.
Cette définition est justifiée par le théoréme suivant.

THEQREME 3 : Soit f une fometion L-presque périodique dont les ex-
posants et les coefficients de Fourier sphérique sont respectivement (lq) et

(Bq). Alors pour tout \ strictement positif :

2 .
2 ClA A=A
ZR Blonl? sih=,
lim -J flx) ¢, (x) Al(zx)dx =
R o ' S ANEA V. EM
[} St q q

Démonstration : Soient f dans BL’ Ff sa pré-image (dans,BO), pour

tout € > 0, il existe un polyndme trigonométrique p de la forme :

N

p(x) = J y. €OS A_ X
q=1 q q

ol (Aq) sont les exposants de Fourjer de Fes tel que :

IIFf‘pllw L€

en posant Yq = o pour g > N, on a aussi :

o 1 ’1

s R
2.2 .2
Yq=8ql € € 1 v, -2 1%} ={hm—f|F(x)-p(x
979 g=1 49 Row R g f )|
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soit P =a(p), le théoréme 1 montre qu'il existe Ry > 0 tel que :

R > Ry=> | %Ip(x) t?Aq(x) A(x) dx - 2 YqICGAq)lzls €

1'inégalité triangulaire et ce qui précéde montre alors que :

. rR
R>R = | 7 j f(x) ), (X)AG)S - ZBqIC(Aq)|2[s[%JO(f(x)-P(x)t&’}\q(x)A(x)dx| +
(14201 V2]

posons
R

J (R,t) = J 9. (x) W(x,t) A(x)dx
le théoréme de Fubini et 1'inégalité de HGlder permettent d'écrire :

(R l 1

5 JR F(x)-P(X)A(Q)E, (x)dx| < { )-p(x)| %dx3? {— [RIJ (R,t)|%dt12
R }\q JO o q

De cette inégalité et de celle au-dessus, résulte que le théoréme est une con-

séquence du lemme suivant :

Lemme : I1 existe une constante M telle que :

1 (R 2
R > R0==> 7 . IJq(R,t)I dt s M.

Démonstration du lemme : la démonstration est assez technique et

longue, nous en donnerons les principales étapes ; on remarque d'abord que

d'aprés la formule de Fourier-Plancherel classique :

R o (R
1 2 2 2
3] P e =Bl ] e () g, iy e

w (R
(a) Pour tout m > 0, la fonction R ~ % J 1J J, (P)VL(V)Nr)drlz du,
m‘o g
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est bornée sur [Ro,«{.

La démonstration utilise la formule (4), les propriétés de C(1) au

voisinage de 1'infini et le théoréme 1.

AU | . .
(b) Soient m et R, fixés, RS Mg < Aq s alors la fonction

o

1
R"*R'

1
R

Pour le voir, on exprime ?L i 1'aide de ¢

m (R
f I{ 4, (r) ¢ (r) Ar) dr.'|2 du est bornée sur [Rys=l .
1 “q H

1 et on utilise la représentation
1ntégra1é de Q+u (proposition 1).
1

1 (RR 2
(c) La fonction R » R J | J g (r) ¥, (r) A(r) dr|® du est bornée

o ‘1 ¥ A

sur [Ro,wL Pour la preuve de (c), on distingue les deux cas suivants :

- Si 40 et ¢ sont linéairement dépendantes, 1'assertion résulte de

la remarque 1 suivant la proposition 5.

- Si ¢0 et % sont Tinéairement indépendantes, on écrit alors

¢O(x) A(X) = yx + 0(1), x > =, on pose :

0
?i(x) =v%- 9, -

oi v° est défini par (6), on montre alors d'une part :

1
R (R
1 1 1 2
R»ﬁjo Ifll%q(x)‘?u(x) A(x) - L?‘jq(x) ¢2(x) A(x)1 dx| ¢ d

est bornée sur [Ro,m[, et que d'autre part, en utilisant (5)

1

R (R
1f 2
Rez Jo [J1<f§q(x)\?ﬁ(x) A%(x) dx|© du
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est aussi bornée sur [Ro,w{ ; dans cette derniére étape il y a 1jey de distin-

guer aussi les cas --% <a <-% et-% < a.

Proposition 7 : Soit f dans BL’ dont les exposants et les coeffi-

cients de Fourier sphérique sont respectivement (Aq) et (Bq), alors :
i) Tsf, s >0, a les mémes exposantés de Fourier sphérique que f.

ii) Les coefficients de Fourier sphérique de T°f sont (Bq 9y (s)).
q

I1 suffit seulement de se rappé]er que la pré-image de T5f est la
fonction :

1
te¥e(s,t) = 5 Q [Fe(ter) + F

> t-t)]

o

3 - PROPRIETE DE COMPACITE.

Soit f dans B et F. sa pré-image et supposons que :
f(x) ~ Z_Sq‘qu(x) ;o Fe(x) ~ Z‘9q cos A X
nous avons donc

¥e(s,x) ~ Z<5q %Xq(s) cos g X

s
THEOREME 4 : De toute suite (T mf), m € [, on peut extraire une

sous-suite qui comverge uniformément sur R.

Démonstration :

(a) On remarque d'abord que grdce en fait que 1'opérateur & est bor-
né par 1, la famille Wf(sm,.) est également presque-périodique de Bohr et éga-

Tement uniformément continue sur R.

(b) 11 résulte de (a) que de la suite wf(sm,.), m € N, on peut
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extraire une sous-suite qui converge uniformément sur R.

(c) Le théoréme résulte alors de (b).

-

Remarque 1 : La démonstration de (b) est analogue & celle du théo-
réme page 304 de [6].

Remarque 2 : Le théoréme ci-dessus constitue une généralisation par-
tielle du théoréme de Bochner qui caractérise les fonctions presque-périodi-

ques.

IIT - L'ESPACEH{{._ ET LE PRODUIT SCALAIRE.

Soft f dans B, :

fx) ~ ZBq 9, (x)
q
Ta série ZIBq{Z est convergente et a pour somme :

2 (R 2

Tim Fo(x dx
g, IFe

)|

Cependant rien n_'assure en général la convergence de la série ) [Bq|2|C(>\q

si bien que 1'intégrale :

R
ESLOTIOR

nfadmet pas de Timite lorsque R tend vers 1'infini, c'est ce qui nous a con-

duit & introduire le sous-espace?/{_ sujvant :

5(') étant le sous-espace de _80 des fonctions F dont la primitive G, qui s'annu-

Te & 1'origine est presque-périodique de Bohr impaire.

Définition :f/'_ est le sous-espace de.BL des fonctions f dont 1la
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pré-image Ff est dans,Bé ; pour une telle fonction, on notera Gf la primitive
de Ff qui s'annule & 1'origine.
‘Remarque : Si f est dans#{i_ : f(x) ~ Z_Bq CP}\q(x), on a :
sin X _x

Fe(x) ~n ZBq Cos A X 3 Gf/{, qu.__A:IS_

et les deux séries ) |Bq12 et ) Bqlz Aaz sont convergentes.

‘Proposition 8 : Soit f dansﬂi_ dont les exposants et les coefficients

de Fourier sphérique sont respectivement (Aq) et (Bq) alors la série suivante

est convergente :

I 18,1%1c0)1°

La démonstration consiste 3 distinguer les A_ tels que x_ < 1 et ceux tels que

q q

xq > 1 et & utiliser la proposition 5.

Remarque 1:
- Tout polyndme sphérique est dans ?%{
- Si f est dans 4/L, TS est aussi dansq'/l_, ¥ s 0,

Remarque 2 : La remarque 2 suivant la proposition 5 montre que la

convergence des deux séries :
(2 2 -2
R b\
D IBg1% . T 1841% 5
n'entraine pas celle de la série

2 2
I 1Bgl™ 1cry)]

- X2a+l 1

dans le cas ou A(x) , sauf si - % <o <

Proposition 9 : Pour toute fonction f dansJ/L, il existe une cons-
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tante Le > 0 telle que :

sup | YA(x) F(x) | s 2 QIFell, + [1G¢l]]

Xz0

Démonstration : On a toujours :

£(x)] € Felx) €, (x)

(a) Si T'origine est un zéro de la fonction A » AC(-X) ou qui re-
vient au méme si wo et ¢, sont 1inéairement dépendantes, la proposition ré-

sulte de la remarque 1 suivant la proposition 5.

(b) On pose :

utilisant 1'expression de We (5), on montre qu'il existe ll(f) > 0 telle que :

sup | /A%(x) £O(x) | s 2q(F) LIIFell, + 18e1],)

X30

(c) Si A =0 n'est pas un zéro de la fonction A - AC(-A), on écrit:

on a aussi (6) Co(x) = — + bO(A)

le comportement des fonctions C et %, montre que :

(5 + o)

haop 2777 asa

b(r) - b°(x) = 0"

moyennant 1'é&tude du paragraphe I, on peut montrer qu'il existe une constante
Rz(f) > 0 telle que :

sup | YA(x) F(x) = VA%(x) £(x) | < 0,(F) U]IFell, + [1Gel] ]

X0

la proposition en résulte.
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THEOREME 5 : Soient f et g deux fonctions dans ?g telles que :

flx) n ) an‘4xn(x) s glx) ~ ) bm ¥%nﬁr)

Alors la limite :

R
1im %j flz) glx) Alz) dz
R o

existe et est finie, elle est nulle si les deux fometions n'ont aucun exposant
de Fourier sphérique commun, dans le cas contraire elle est égale d la somme

de la série comvergente :
Ta B lea)|?
n n n

la sommation ne portant que sur les exposants de Fourier sphérique communs 4

f et g.

Démonstration :

i) Supposons que f et g ont les mémes exposants de Fourier sphérique
(xn). I1 existe une suite (pn) de polyndmes trigonométriques impairs qui con-
verge sur R vers Gf et telle que (p'n) converge uniformément sur R vers Ff :
Ye > 0, 3 ng | nxng= [|Gepyll, < s [[Fep'll, s e

écrivons pa sous la forme :

Nn )
t - )\
py(X) qzl aq COS AgX
les (Aq) étant parmi les exposants de Fourier sphérique de f ; et posons
n
A = 0 ; ¥q > Nn.

L'inégalité de Bessel et la proposition montrent que la série
) 3 E;|C(xq)|2 est convergente,soit S sa somme, i1 existe un entier n,

qu‘on peut supposer supérieur ou égal a Ny tel que :
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N
nl 5
- C
S -2 qZ1 aq by 1C0g)

| s e

1'entier nq gtant ainsi fixé, ]finéga]ité triangulaire donne :

., (R R
1 . 1 f
Iz [o f(x) 9(x) A(x) dx - S| ¢ |7 JO[f(x) - Pnl(X)] g(x) A(x) dx| +
| N
1 R " ny )
Ir IO Pnl(x) g(x) A(x) dx - 2 qzl T F;!C(Aq)l | +
an Nn
1 B_|c()]? ' Bolctr )% - s
2 1) (oq = 23q) BqlClq)l™ 1 + 1 T 224 BglCliglI™ - 5|
ol on a posé : Nn
=] ald (0
P (x)= a X
nl q=1 q Aq

- Une application de Ta proposition 9 montre que le premier terme du second

membre de 1'inégalité ci-dessus est majoré par :

g g UIFGIL, + 116511 Je

- Une application du théoréme 3, permet de montrer qu'il existe Ro > 0 tel que
pour R » RO le second terme du second membre de 1'inégalité ci-dessus soit ma-

joré par ¢.

- L'inégalité de Bessel, le comportement de la fonction et une distinction

q q
second membre de 1'inégalité ci-dessus est majoré par Me o M > 0.

entre les Xq’ A.s 1etles a, Aq > 1, montrent que le troisiéme terme du

ii) I1 est facile de voir que si f et g n'ont aucun exposant de Fourier

sphérique commun, en remplagant S par O dans ce qui précéde :

R
: JO Fx) TR AMX) dx < 2g 2 LHFEl L+ 11Gel 1) e
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le théoréme est ainsi démontreé.

Conclusion : Pour deux fonctions f et g dans gfL’ posons :

1

2 .. R 2
FHE = Timgg | 1900
R0 0

A(x) dx

R
<f,g> = h’m%RJ f(x) g{x) A(x) dx
R0 0
1‘espace%_ muni de la norme ||.] |L et du produit scalaire <,> est un espace
préhilbertien ; le sous-espace des polyndmes sphériques est dense dans #{,

en particulier 1a série de Fourier sphérique d'une fonction f de%_ converge

vers f au sens de la norme |].[], .



[1]

[2]

[3]

[ 5]

[ 6]

(7]

(8

[ 9]

(101 :

[11}:

~N

IIT - 28

BIBLIOGRAPHIE

.J. AGRANOVICH - V.A. MARCHENKO - The inverse problem of scattering

. BOCHER

. CHEBLI

. CHEBLI

. CHEBLI

. DELSARTE

. DELSARTE

. FAVARD -

theory Gordon and Breach, New-York and London 1963.

On regular singular points of linear differential equations
of the second order, whose coefficients are not necessarily
analytic. Trans. Ann. Math. Soc. Vol. 1 (19%00) p. 40-52

Positivité des opérateurs de "translation généralisée" asso-
ci8s d un opérateur de Sturm-Lionville et quelques appli-
cations & 1'analyse harmonique. Thése Strasbourg 1974.

Sur un théoréme de Peley-Weiner associé & la décomposition
spectrale d'un opérateur de Sturm-Lionville sur (o,=).
J. of Functional analysis, vol 17, n® 4 (1974) p. 447-461.

Théoréme de Peley-Weiner associé & un opérateur différentiel
singulier sur {o0,=). J. Math. Pures et Appl. 58 (1979) p. 1-19.

- Une extension nouvelle de la théorje des fonctions presque-
périodiques de Bohr. Acta Math. 69 (1938) p. 259-317.

- J. LIONS - Moyennes généralisées. Comm. Math. Helv. Vol 33,
1953, p. 59-69.

Lecons sur les fonctions presque-périodiques- Gauthier-Villars
Paris 1933.

. FLENSTEND-JENSEN - Paley-Weiner type theorems for a differential

. HELGASON

operator conneted with symetric space. Ark. Math. 10 (1972).

- Differential geometry and symetric spaces. Academic Press
1962.

. JORGENS - Spectral theory of second order ordinary differential

operator lecture delivred at Arhus Universitet (1962-1963).



[12]

(13]

[14]

(193]

IIT - 29

: J.L. LIONS - Opérateurs de Delsarte et problémes mixtes. Bull. Soc.

Math. France, 84, (1956), p. 9-95.

: F.W. OLVER - Asymptotic and special functions. Academic Press, 1974.

: K. TRIMECHE - Transformation intégrale de Weyl et théoréme de Paley-

=

Weiner associé @ un opérateur différentiel singulier sur
(0,2). J. Math. Pures et Appl., Vol 60, (1981) p. 51-98.

: G.N. WATSON - A treatise on the theory of Bessel functions. Second

edition Cambridge University Press.



