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SUR LES FONCTIONS PRESQUE-PERIODIQUES RELATIVEMENT 

A UN OPERATEUR DIFFERENTIEL SINGULIER SUR (0,«). 

INTRODUCTION. 

1- La propriété de compacité qui caractérise les fonctions 

presque-périodiques de Bohr, et qui a été établie par Bochner [8] est 

à la base de toutes les généralisations de la théorie des fonctions 

presque-périodiques, généralisations relatives à des fonctions défi

nies sur un groupe abstrait et possédant une propriété de compacité 

tout à fait analogue à celle de Bochner. La généralisation qu'a 

proposée J. Delsarte [ 6] , et à laquelle nous nous intéressons dans 

ce travail, à un point de départ tout différent ; considérons l'équa

tion des cordes vibrantes : 

a£u a 2u n 

7J - 7? - U 

l'expression de la solution générale : u(x,t) = f(x + t) + g(x - t) 

fait apparaître le rôle du groupe des translations sur la droite 

réelle, en particulier si f et g sont presque-périodiques de Bohr, 

il en sera de même de la solution u relativement au temps t, et,, 

cela uniformément par rapport à la variable x. Ceci suggère la gêné-
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ralisation suivante : soit L un opérateur différentiel linéaire du second or

dre et soit u la solution générale de : 

L ( U) - i j f - 0 

u(x,o) - f(x) , -fjjkx.o) = 0 

Quelles conditions doit satisfaire f pour que la solution u soit presque pé

riodique de Bohr relativement au temps t, et cela uniformément par rapport à 

la variable x? Dans, ce cas nous dirons que f est L-presque périodique. J. 

Delsarte a étudié cette question dans le cas où L est l'opérateur de Bessel 

L v = v" + ̂ i±i y' , x > o , 
A 

où a est strictement compris entre - j e t \* 1 1 * alors mis en évidence une 

classe de fonctions L-presque périodiques qui, en beaucoup de points, est ana

logue à la classe des fonctions presque périodiques de Bohr. L'élément simple 

qui joue le rôle de l'exponentielle est dans ce cas la fonction : 

x j (xx) = ^ f o * 1 ) J (xx) 
( x x ) a a 

où J a est la fonction de Bessel d'indice a. Toute la théorie est alors basée 

sur les formules intégrales explicites qui lient l'exponentielle à la fonction 

d 2 

j , [ 151 , et qui transmutent les opérateurs L et — j . 
a dx 

2- L'objet du présent travail est d'étudier la question posée plus 

haut relativement à une classe d'opérateurs différentiels L de la forme : 

où A est une fonction positive définie sur [o,°°[ et satisfaisant certaines 

hypothèses de régularité et de convexité assez larges de manière que la partie 

radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur un espace symétrique de type 
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non compact et de rang 1 soit de ce type. Ces hypothèses que nous préciserons 

au second paragraphe, nous permettent, en outre, de montrer l'existence et 

l'unicité d'une fonction notée ^\{-)> * € qui vérifie : 

U - ( A 2 + P 2 ) 4 \ = 0 
x 

w -1 «VxW = 0 

l'A 1 

p désigne la limite à l'infini de^-^r(x). Cette solution jouera le rôle de 

l'exponentielle dans la théorie de Bohr. 

La suite de l'exposé est divisée essentiellement en trois parties. 

* Dans la première, nous dégageons les principales propriétés de 
A 

que voici : 

Propriété d'orthogonalitë : Pour tout X et u strictement positifs 

R f 0 si x M 

lim £ f 4\(x) tfy(x) A(x) dx = 
R - 0 0 0 2 | C ( X ) | 2 si X = y 

où C(.) est une certaine fonction qu'on précisera. 

Représentation intëgrale : Pour tout x > o, il existe une fonction 

W(x;.) continue paire, positive et à support dans [-x,x] telle que pour tout -

complexe A : 

<f,(x) = f W(x,t) cos x t dt 
A Jo 

Formule produit : Pour tout x et y > o, il existe une mesure de pro

babilité notée T(x,y,dz) à support dans [ | x-y| , x+y] telle que pour tout com

plexe X : 
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fX+y 

* x(x) \ M = J|x y| ^ ( Z ) T ( X , y ' d Z ) 

ces deux dernières propriétés nous permettent de définir les deux opérateurs 

suivants sur l'espace des fonctions continues : 

F(T) W(X,T) d T ; x > o 

a(F)(x) = Jo 
F(o) ; x = o 

r r x + y 
F(z) T(x,y,dz) ; x,y > o 

T xT(y) = J|x-y| 

F(y) ; x = o 

Le premier est appelé opérateur de Poisson généralisé, il transmute les opéra-

teurs L - P et 7 ((L - P ) OL = - ûL(—-.)). Le second opérateur est appelé 

dx^ dx^ 

opérateur de translation généralisé, il joue le rôle de la translation ordi

naire dans la théorie de Bohr. 

* Dans la seconde partie, nous introduisons les espaces fonctionnels 

suivants : 

-&B est l'espace des fonctions paires, presque-périodiques de Bohr 

et de moyenne de Bohr nulle. 

- %'Q est le sous-espace de MQ des fonctions qui sont dérivées d'une 

fonction presque-périodique impaire. 

-<$ L est l'espace image par CL de J 3 Q : c'est l'espace des fonctions 

L-presque périodiques. 

-Enfin ^ désignera l'espace image par CL de .3̂ . 

Nous montrerons les principaux résultats que voici : 
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THEOREME : Si f est dans <j£̂., la limite 

1 \R 

lin •=• fCx) ̂ f.(x) A(x) dx -, X > o 
existe et est finiey elle est nulle sauf pour un ensemble dénombrable de va

leurs positives (\ ) de \3 valeurs que nous appellerons les exposants de 

Fourier sphêrique de f ; pour ces valeurs la limite s'écrit : 

2an\C(Xn)\
2 

où la série £ \a

n\^
 es^ convergente. La série \ a

n^\ ^ e s i appelé série de 
n 

Fourier sphêrique de f et nous écrivons : 

f(x) ̂ \an^x (x) 
n 

THEOREME : Si f est dans 4̂., alors 

i) jff est dans <ET pour tout s >, o. 

sl S2 Sn 
ii) De toute suite T f* T f3...3T f,...on peut extraire une sous 

suite uniformément convergente dans E vers une fonction dans 3^. 

* Dans la troisième partie nous étudions les propriétés du sous-

espace e t n o u s Montrons en outre les résultats suivants : 

THEOREME : Pour toute fonction f dans la fonction 

x ̂  SA(x) f(xi-

est bornée dans [oâ°°[ . ' 

Ce théorème permet de prouver le suivant. 

THEOREME : Si f et g sont dans ' la limite 

lim — f(x) g(x) A(x) dx 



III - 6 

existe et est finie, elle est nulle si les deux fonctions nront aucun exposant 

de Fourier sphêrique en commun ; sinon elle a pour valeur la somme de la série 

convergente 

où les (\n) sont les exposants de Fourier sphêriques communs à f et g et où 

(an) et Cbn) sont respectivement les coefficients de Fourier sphêriques de f 

et g. 

Nous terminons, cette introduction par les deux remarques suivantes. 

Remarque 1 : L'introduction de fonctions presque-périodiques de Bohr 

qui sont en plus de moyenne de Bohr nulle est dictée par le fait que la pro

priété d 1orthogonalité de 4 \ tombe, en général, en défaut lorsque x = u = 0 ; 

2 

pour s'en convaincre il suffit de noter que lorsque A(x) = sh x, *f est donnée 

par : 

V > • sïïx 

Remarque 2.: La réponse à la question posée au début de l'introduc

tion peut se formuler de la manière suivante : si f est dans l'espace C~(R) 

des fonctions de classe C°°(IR) et paires alors : 

u est presque-périodique de Bohr par rapport à t et de 

moyenne de Bohr (uniformément en x) si et seulement si 

f est dans J?̂ . 

La condition à priori sur f d'être dans C~(R) est due à ce que l'opérateur 

de transmutation CL est bijectif de C~(R) sur lui-même et non bijectif de 

C^(R) sur lui-même [ 12] . Cependant on peut remplacer, cette condition â priori 

en demandant que f soit (Z(C^(R)) et l'énoncé reste le même. 
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I - L'OPERATEUR L ET LES SOLUTIONS DE L'EQUATION (1). 

1- L'OPERATEUR L : Nous désignons par L un opérateur différentiel 

de la forme : 

Lu• -wj^A(x)• x > 0 

oû A est une fonction définie sur [o,«{ , à valeurs positives et vérifiant les 

hypothèses suivantes. 

(Hj) - Hypothèse^de^Çonyexité : Nous supposons que la fonction A 

A 1 

est croissante, tend vers l'infini avec x et que la fonction ^~ est décrois

sante ; nous posons : 

- n m

 1 A'(x) 

(H^) - ÎJYB2thèse^de_Rëgularité : 

(H20) Au voisinage de l'origine : la fonction A s'écrit sous la forme 

A(x) = x 2 a + 1 B(x) 

où B est de classe C°°(R), paire, strictement positive, nous pourrons supposer 

B(o) = 1 et où a > |. 

(H 2 o o) Au voisinage de l'infini : soit q(.) la fonction définie sur 
To,« [ par 

«<*>=?(W)2 <*> 
2 

Nous supposerons que la fonction x H * X q(x) est intégrable sur [o,«[ . 

Remarquons tout de suite que cette condition intervient essentiellement dans 

l'assertion 2 de la proposition 5 et dans la proposition 8 et les résultats qui* 

la suivent. Nous poserons : 
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•oo 

<j,(x) = t J|q(t)|dt f j = 0 ,1 ,2 ; x > 0. 
J J x 

Exemple : Si X est un espace riemannien symétrique de type non com

pact et de rang 1, la partie radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur X 

est du type L [ 10] avec : 

A(x) = sh nx ch mx 

oû n et m sont des entiers naturels n ^ 1 et m ^ 0. 

2- LES SOLUTIONS DE L'EQUATION (1) : Considérons l'équation diffé

rentielle suivante : 

A e t , Lu - ( A 2 + p 2 ) u = 0 (1) 

si l'on pose v = vÂïï, et si u est solution de ( 1 ) , v est solution de : 

v" + A 2 v = q(x)v (2) 

les hypothèses sur A montre que l'on peut écrire (2) sous la forme suivante • 

a 2 - 1 

v" - 1J v + A 2 v = x(x) (3) 
X 

où x est une fonction de classe C°°(R) et intégrable. 

* Les hypothèses (H^o) montre que l'origine est un point singulier 

régulier ; les racines de l'équation caractéristique étant 0 et - 2a, le théo

rème de Bôcher [ 2] permet de montrer qu'il existe une unique solution de (1) 

qui sera notée dans toute la suite f x et qui vérifie : 

^ ( o ) = 1 , ̂ ( o ) - 0 

* Le changement de variable t = e , dans l'équation ( 1 ) , ramène le 

point à l'infini, à l'origine ce dernier étant un point singulier régulier où 
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les racines de l'équation caractéristique sont ± ix - p, il en résulte qu'il 

existe deux solutions de l'équation (1), que nous noterons dans la suite $ , 

linéairement indépendantes si x ^ 0, et telles que : 

* ± x(x) -
 U " P > X V±(x,x) 

**±x(x) - (± U - P ) e { ± 1 X " p > x V*(x,x) 

bû lim V+(x,x) = lim V*(x,x) = 1 

de plus, si X = 0, avec la solution * s il existe une deuxième ij, telle que : 

lim vff"(x) [*0(x) - x* (x)] = 0 
X-x» 

En exploitant les hypothèses (H 2 o o) et en résolvant l'équation (2) par la mé

thode de la variation de la constante, nous pouvons préciser le comportement 

de comme suit : 

Proposition 1 : Pour tout complexe x, de partie imaginaire négative 

ou nulle, la solution $ admet la représentation intégrale suivante : 

$ •'. (x) = e " U x + k(x,t) e " U t d t , x > 0 
" A Jx 

où k(.,.) est un noyau défini pour 0 < x ̂  t, admettant des dérivées partiel

les continues à n'importe quel ordre et tel que : 

|k(x,t)|dt 4: a,(x) e 1 , t| k(x,t) | dt « -J- o 2(x) e 
•"x ' x 

• T a k 1- '7 CT1^X^ 
|-|_|(x;t)|dt « f a Q(x) + a£(x) ^(x) e 

X 

la représentation de valable pour tout complexe x de partie imaginaire po

sitive ou nulle, s'obtient à partir de celle de * - x en changeant x en -x ; on 

peut voir la démonstration de cette proposition dans [ ] , p. 20. 
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Corollaire 2 : 

1) Pour tout x > o, la fonction x *» *+x(x) est holomorphe 

dans l'ensemble {x e l / Im(±x) > o}, elle est continûment dérivable dans 

{ X e C / I m ( + X ) > o}. 

2) Lorsque (xx| vers l'infini, X e R , on a : 

WC(x) $±A(x) = e t i X x [1 + 0(^)] 

(X(x) *±x(x))' = ± ix e t i X x [1 + 0(1̂ )] 

ce corollaire est une conséquence immédiate de la proposition 1. 

Il est aussi important de connaître le comportement de la solution 

f A au voisinage de l'infini ; pour cela on résoud l'équation (3) par la métho

de de la variation de la constante ; nous en déduisons la proposition suivante : 

Proposition 3 : Il existe deux constantes positives HQ et telles 

que pour |x| » N Q , x > N^, on ait : 

l + a _ ( 3 f a ) 

>A~(xj ^ À(x) = x 7 " j a(xx) + X * ( e i X x 0(1) + V i A x 0(1)} 

(vÂTxT^x))' = ( x 7 ^ j a(xx))' + x"
7** { e i X x 0(1) + e *

i X x 0(1)} 

où 0(1) sont des fonctions bornées lorsque fxx) tend vers l'infini. 

3 - FORMULE PRODUIT ET REPRESENTATION INTEGRALE DE 4>,. 

Proposition 4 : 

1) Pour tout x et y positifs, il existe une mesure de pro

babilité à support dans [ |x-y|, x+y] , notée T(x,y,.)> telle que pour tout com

plexe \, on ait : 
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fX+y 
4\(x) * x ( y ) « , , 4> (z) T(x,y,dz) 

À J|x-y| 

2) Pour tout x > o, il existe un noyau W(x,t) paire, continue à sup

port dans [-x,x] tel que pour tout complexe x, on ait : 

f x 

*(x) = cos xt.W(x,t) dt 
J o 

Démonstration. La première assertion est démontrée dans [3] voir 

aussi [41 . Le comportement asymptotique de ̂  à l'infini et le fait que T soit 

une mesure de probabilité, permet de montrer que pour tout complexe x de par

tie imaginaire dans [-p,p] . 

|fx(x)| >< 1 V x e R. 

D'autre part, il est déjà prouver dans [41 l'existence d'une mesure positive 

W(x,dt) à support dans [-x,xl et telle que : 

f x 

V' (X) = COS X t W(X;dt) 
J 0 

La proposition précédente et le théorème de Paley-Wiener, montrent l'existence 

d'une fonction t + W(x,t), continue, paire à support dans [-x,x] et telle que : 

1 

A(x) f x(x) - x^ J a (
A X ) = cos X t W(x,t) dt 

J o 

la représentation intégrale classique de j ([ 151) termine la preuve de la 

deuxième assertion. 

4 - LA FONCTION C(.) ET LA PROPRIETE D'ORTHOGONALITE DES X > 0. 

Les solutions $ + x , X 0, étant linéairement indépendantes, la so

lution <f étant paire en x , nous en déduisons qu'il existe une constante C ( x ) 

telle que : 
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<Px(x) = C(x) * x(x) + C(-X) $. x(x) 

désignons par [<? , # x] le wronskien de tfx et $ x : 

Wx, *x] = A(x) [<fx(x) •J(x) - f'(x) * x(x)] 

le wronskien de deux solutions de (1) étant indépendant de x, le comportement 

à l'infini de permet de montrer que : 

[<f x, <*xl = 21 XC(-X) 

La proposition suivante est alors une conséquence des propriétés de ^ x et $ x 

et du comportement asymptotique de j . 

Proposition 5 : 

1) Pour tout X réel : 

my = c ( - x ) 

2) La fonction x x C ( - x ) est holomorphe dans 

{ x e c / Im x > 0} 5 et continûment dérivable sur R, son seul zéro réel possi

ble est x = 0. 

3) La fonction C(.) admet le comportement asymptotique 

suivant lorsque x tend vers l'infini : 

_l+2a_ 4 ,1, x 

C ( x ) = 2 ar(a+l) e 4 x ù [ i + 0(±)] 

Remarque 1 : L'origine X = 0 est un zéro de la fonction W X C ( - x ) 

seulement lorsque ^ Q et $ Q sont linéairement dépendantes, dans ce cas la fonc

tion C(.) est continue sur (R et la fonction x + v/S|x) «f (x) est bornée, et 

puisque d'après la proposition 4, on a toujours : 

I V X ) I < V X ) V X € R 
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' il en résulte que la fonction x / A ( X ) ^ ( X ) est bornée sur [o,°H indépendam

ment de x > 0. Dans le cas où x = 0 n'est pas un zéro de la fonction x x C(-A), 

nous pouvons dire qu'il existe une constante non nulle a et une fonction b(.) 

continue sur R telles que : 

C(A) - f + b(A) 

de plus 

/ffôT) 4>Q(x) = 0(x) , x - -

Remarque 2 : Dans le cas de l'opérateur de Bessel, la fonction C(A) 

se comporte comme A aussi au voisinage de l'origine qu'à l'infini. 

THEOREME 1 : Pour X > O et y > O : 

- (R (2\C(X)\2

 â si X = \i 
lim f *.(x) *Jx) A(x) = À 
R+~R >o U l o 3 si X ft y 

Démonstration : On exprime ^ x à l'aide de et on utilise la pro

position 1. 

Désignons par L (A(x)dxJ l'espace des (classes de) fonctions de 

2 

carré sommable sur (o,«) pour la mesure A(x)dx, W le sous-espace de L (A(x)dx) 

des fonctions v absolument continues ainsi que leurs dérivées premières et 

telles que L(u) est dans L (A(x)dx), enfin W Te sous espace de W des fonctions 
u telles que lim.A(x) u'(x) = 0 . Soit D, l'ensemble suivant : 

x+o 
W si a ^ 1 

D L = ' 

• • W si ' a <. 1 

L'opérateur (L, D L) est auto-adjoint de spectre absolument continu égal à 

2 
[ p , «{ , la transformation 

f H> f(A) = r f(x) ^ A(x) A(x) dx 
J o 
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2 
réalise un isomorphisme isométrique de L (A(x)dx) sur l'espace 

L 2((2Tr) - 1|C(x)|~ 2dx) des fonctions de carré sommable sur (o,«) pour la mesuré 

— 7 , dont l'inverse est donnée par : 

2i r|C(x ) r 

f (x) = f f ( X ) <f (x) d x
 i, 

. J 0

 X 2ir|C(X)r 

Les deux intégrales précédentes étant convergentes respectivement dans 

L 2((2ir)" 1|C(\)|" 2dA) et L 2(A(x)dx), on a donc l'égalité de Plancherel : 

|f(x)| 2 A(x)dx = * f l ' f i x ) ] 2 - ^ w 
J o d i r Jo |C(X)p 

pour les détails, on peut voir [ 5] . 

Notations : Dans la suite L° désignera l'opérateur associé à la fonc

tion A 0 : x ^ s h x 2 a + 1 ; W°, T°, K°, «f°, C°, a 0 , b 0,... désigneront les 

fonctions associées à l'opérateur L° comme dans tout ce qui a précédé ; nous 

avons en particulier [ 9] : 

a4 X a - i 
<f°(x) =

 2 L i * ± l L shx" 2 a f (chx - cht) a Z cos xt dt (5) 
»rfpr(a+£) J0 

Nous remarquons tout de suite que *t° et $° sont linéairement indépendantes si 

bien que nous avons : 

C ° ( X ) = |^ + b ° ( X ) , #(7) <f°(x) = Y°x + 0(1), x - + » 

a ° A 0 , y ° * 0 . • ( 6 ) 

II - LES FONCTIONS L-PRESQUE PERIODIQUES ET LEURS DEVELOPPEMENTS EN SERIES DE 

FOURIER SPHERIQUE. 

I- L'ESPACE B L. 
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Soient ^(R) l'espace des fonctions continues et paires sur R, 

le sous-espace des fonctions de classe et paires sur R ; soit J } Q 

l'espace des fonctions paires, presque-périodique de Bohr et de moyenne de 

Bohr nulle : 

n 1 f R 

f € *0

 1 l i m i f(x)dx = 0 
R-x» ' o 

les exposants de Fourier de telles fonctions sont strictement positifs. 

Soient <£ et T s , s ^ 0, les opérateurs définies sur C (IR) par : 
f r* 

J f(x) W(x,x)dx x > o 

^tx[f(x)] '-^(f)(x) -
 0 

f (o)' X = 0 

* rX+S 

f(z) T(x,s,dz) , s > o, x > o 

T sf(x) = T xf(s) = I I x " s | 

f(x) , s = o 

le noyau W(.,.) et la mesure T(x,s,.) étant définis dans la proposition 4. 

Les opérateurs (X et T s se prolongent, par parité , en des opérateurs linéai

res de £̂ (R) dans £̂ (R) ; [71 ou [14] ; la proposition 4 montre de plus que : 

I . N f ) l L * I I ^ 1 i o o I I T s f | L ^ < l | f | L 

s o i t ^ l'image de J$Q par l'opérateur a ; si f est dans 3^ nous désignerons 

par Ff sa pré-image d a n s $ Q : 

rx 

f(x) = I F f(x) W(x,x)dx 
J o 

Définition : Une fonction f est dite L-presque périodique si et 

seulement si elle est dansj?|_. 

Soit f une fonction dans t ^ ( R ) et supposons qu'elle soit image par (X* d'une 



III - 16 

fonction F f d a n s ^ ( R ) ; posons : 

¥ f(x ft) = Y
a x [ F f ( t + ^ F f ( t " T ) ] 

L'opérateur (X agissant par rapport à la variable T. 

Proposition 6 : La fonction F^. est dans 3Q si et seulement si la 

fonction ^(x,.) est paire presque périodique de Bohr, de moyenne de Bohr 

nulle, et cela uniformément par rapport à x. 

La démonstration repose sur le fait que l'opérateur (X est borné 

d'une part, et sur le fait que v^(s f.) = F^(.) d'autre part. 

Cette proposition justifie la remarque 2 de l'introduction. 

Exemple : Toute fonction f de la forme : 

N 

f(x) - I 3 \ (x) , A > 0 ,3 e I 
q=l 4 q H 

est dans et pré-image est le polynôme trigonomêtrique 

N 
Ff( x) = l 8 cos A x 

q=l 

Définition : Un polynôme sphêrique P est toute fonction de la forme : 

N 

P(x) = X ^ q ^ x (x) . X q > 0 , S q € t. 

THEOREME 2 : 

(i) Toute fonction f de peut êtve approchée uniformément dans fl 

par une suite de polynômes sphêriques et cela drune infinité de manières. 

(ii) Si f est dans toutes ses translatées (nff)j s ^ cT, sont 

dans 
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Démonstration : 

(i) Résulte de ce que toute fonction de £>Q peut être approchée uni

formément dans R par une suite de polynômes trigonométriques paires et sans 

terme constant, et du fait q u e & e s t borné sur ̂ (R). 

(ii) En remarquant que pour tout x > o 

^(x) ^ ( s ) « \ \ {tt-s[cos X(x+a) + cosx(x-a)]} 

où O. agit par rapport à a et Cl par rapport à x, nous en déduisons que pour 

tout polynôme sphêrique P : 

T sP(x) =& x[* p(s,x)] 

l'étape (i) et le fait que T s est borné sur If (R) montrent que pour toute 

fonction f d e 3 L • 

T sf(x) =%[* f(p,x)] 

la proposition 6 termine la démonstration de (ii). 

2 - DEVELOPPEMENT EN SERIE DE FOURIER SPHERIQUE. 

Soit f d a n s $ L et sa pré-image ; désignons par (x ) et (Bq) res

pectivement les exposants de Fourier et les coefficients de Fourier de Ff, 

nous avons Tes relations classiques suivantes : 

2 rR 

$ « = " lim -g- FAx) cos Xx-dx , q = 1,2,... 
q R-x» K J o T q 

= I i mïï I l pf( x)l 2 d x 

q=l M
 R-X» Jg 

suivant les conventions habituelles, nous écrivons : 
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F f(x) * l S q
 c°s x q x 

Définition : Nous dirons que (A ) et (g ) sont respectivement les 

exposants et les coefficients de Fourier sphêrique de la fonction f, et nous 

écrirons : 

f ( x ) * I S q * x W 
q 

le second membre étant appelé la série de Fourier sphêrique de f. 

Cette définition est justifiée par le théorème suivant. 

TEE0RE14E 3 : Soit f une fonction L-presque périodique dont les ex

posants et les coefficients de Fourier sphêrique sont respectivement (\^) et 

(Q). Alors pour tout A strictement positif : 

f 2 9> \C(\ ) \ 2 si X » X 
1 (R ' 4 ? <? 

lim •=• f(x) ̂ .(x) A(x)dx = < 
M )a

 x 

o s i X f é x v e V J 

Démonstration : Soient f dans s a pré-image (dans 3Q) » pour 

tout e > o, il existe un polynôme trigonométrique p de la forme : 

N 
P(x) = 1 Y Q cos X X 

q=l H M 

où ( x ^ sont les exposants de Fourier de F^, tel que : 

llFf-PlL * e 

en posant Yq = o pour q > H, on a aussi : 

l Y q - B p N ( l \ y - \ | 2 } 7 - j l i m f fVf(x)-p(x) | 2dxl 7 < e /f 
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soit P = & ( p ) , le théorème 1 montre qu'il existe R Q > 0 tel que : 

R * R o ^ I ÏÏ jPW ^ x W A ( x ) dx - 2 Yq|C(Xq)|
2|.< e 

l'inégalité triangulaire et ce qui précède montre alors que : 

R * R o = * 1 ÏÏ f R f ^ x ) ^ x ( x ) A ( x ) d x " 28 |C(X )|2|4|^|R(f(x)-P(xKx (x)A(x)dx| + 
o q •'o q 

e(l+2|C(X q)|
2 /T) 

posons 

J (R.t) = (x) W(x,t) A(x)dx 

le théorème de Fubini et l'inégalité de Holder permettent d'écrire : 

R R i R — \\ f ( f ( x ) - P ( x ) A ( x ) « ? (x)dx| .< 4 [ |Ff(x)-p(x)|
2dx}?4 f |J Q(R,t)|*dt}

2 

' o q J o j o 

De cette inégalité et de celle au-dessus, résulte que le théorème est une con

séquence du lemme suivant : 

Lemme : Il existe une constante M telle que : 

rR 

R * R 0 ^ ÏÏ J l J q ( R * t ) | 2 d t * M' 

Démonstration du lemme : la démonstration est assez technique et 

longue, nous en donnerons les principales étapes ; on remarque d'abord que 

d'après la formule de Fourier-Plancherel classique : 

i j* |J q(R,t)|
2 dt = j~ | J* <f (r) ̂ ( r ) ty) dr| 2 dy 

i r r R , ? 
(a) Pour tout m > 0, la fonction R H» i. | ^, (r)V(r)fl(r)dr| d u , 

: 'm J o q 
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est bornée sur [ R Q,«[ . 

La démonstration utilise la formule (4), les propriétés de C(x) au 

voisinage de l'infini et le théorème 1. 

(b) Soient m^ et R Q fixes, -jL < m Q < x ; alors la fonction 
— o 

1 f m f R
 2 

R h * ÏÏ I ^ x ( r) ^ V r ) ^ d r' dp est bornée sur [RQA . 

ïï q 

Pour le voir, on exprime <P à l'aide de et on utilise la représentation 

intégrale de $ ^ (proposition 1). 

1 

1 rR ? 

(c) La fonction R ̂  ± J | J *fy(r). f x (r) A(r) d r p dy est bornée 

sur [R0»°°[. Pour la preuve de (c), on distingue les deux cas suivants : 

- Si ^ Q et $ 0 sont linéairement dépendantes, l'assertion résulte de 

la remarque 1 suivant la proposition 5. 

- Si ^ Q et $ Q sont linéairement indépendantes, on écrit alors 

% ( X ) ^ ( X ) = Y X + 0(1), x », on pose : 

où y 0 est défini par (6), on montre alors d'une part : 

1 

R-M if l<fî (x)«f*(x) A(x) -«f? (x) <f°(x) A°(x)jdx| 2 du 
ô 1 o, q ^ 

est bornée sur [ R Q M , et que d'autre part, en utilisant (5) 

1 

R~ïï jQ lf 1f;(x)'f y

0(x) A ° ( X ) dx| 2 dy 
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est aussi bornée sur [R0»°°[ ; dans cette dernière étape il y a H e u de distin

guer aussi les cas - < a < et ̂  * a. 

Proposition 7 : Soit f dans 3 L , dont les exposants et les coeffi

cients de Fourier sphêrique sont respectivement ( x q ) et ( S q ) * alors : 

s 

i) T f, s > J , a les mêmes exposantes de Fourier sphêrique que f. 

ii) Les coefficients de Fourier sphêrique de T sf sont (R *f> (s)), 
q q 

Il suffit seulement de se rappeler que la pré-image de T sf est la 

fonction : 

tH>? f(s ft) = ^ a [ F f ( t + t ) + Ff(t--r)] 

3 - PROPRIETE DE COMPACITE. 

Soit f dans3L e t Ff s a pré-image et supposons que : 

f(x) * l3q^Xq

(x) ; ¥ x ) * l3q c o s X q x 

nous avons donc 

* f(s,x) * l3 q<f x (s) cos X q x 

s 

THEOREME 4 : De toute suite (T mf)> m G on peut extraire une 

sous-suite qui converge uniformément sur Ë. 

Démonstration : 

(a) On remarque d'abord que grâce en fait que l'opérateur <X est bor

né par 1, la famille *f(s m».) est également presque-périodique de Bohr et éga

lement uniformément continue sur R. 

(b) Il résulte de (a) que de la suite Y f ( s m , . ) * m e on peut 
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extraire une sous-suite qui converge uniformément sur R. 

(c) Le théorème résulte alors de (b). 

Remarque 1 : La démonstration de (b) est analogue à celle du théo

rème page 304 de [ 6] . 

Remarque 2 : Le théorème ci-dessus constitue une généralisation par

tielle du théorème de Bochner qui caractérise les fonctions presque-périodi

ques. 

III - L ' E S P A C E ^ ET LE PRODUIT SCALAIRE. 

Soit f dans3L : 

q 

la série IIBJ est convergente et a pour somme : 
H 

lim 4 |Ff(x)r dx 
R-*» % jo 

Cependant rien n'assure en général la convergence de la série £ [$ q| |C (x ) | 

si bien que l'intégrale : 

1 f R , 2 
i |f(x)p A(x) dx 

' o 

n'admet pas de limite lorsque R tend vers l'infini, c'est ce qui nous a con

duit à introduire le sous-espace suivant : 

étant le sous-espace de $ 0 des fonctions F dont la primitive G, qui s'annu

le à l'origine est presque-périodique de Bohr impaire. 

Définition : ^ est le sous-espace deJ? L des fonctions f dont la 
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pré-image est d a n s 3 ^ ; pour une telle fonction, on notera la primitive 

de Ff qui s'annule à l'origine. 

Remarque : Si f est dans$£ : f(x) * £ 3 «f ( x), on a : 
q 

sin X x 

Ff(x) - Ï 3 q « s x qx ; S f * Jj q-—j-S-

et les deux séries I I 3 q | et £ |3q| xq sont convergentes. 

Proposition 8 : Soit f dans ̂  dont les exposants et les coefficients 

de Fourier sphêrique sont respectivement (x ) et ( 3 q ) alors la série suivante 

est convergente : 

I L5 ql
2 |c(A q)l

2 

La démonstration consiste à distinguer les x tels que x < 1 et ceux tels que 

Xq > 1 et à utiliser la proposition 5. 

Remarque 1 : 

- Tout polynôme sphêrique est dans 

- Si f est d a n s ^ , T sf est aussi d a n s ^ , V s > J . 

Remarque 2 : La remarque 2 suivant la proposition 5 montre que la 

convergence des deux séries : 

n'entraîne pas celle de la série 

£ | B q |
2 |C(x q)|

2 

dans le cas où A(x) = x^ a +*, sauf si - ^ < a < ^ 

Proposition 9 : Pour toute fonction f dans<#£, il existe une cons-
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tante if > 0 telle que : 

sup | /W) f ( x ) | « * f 0|FflL + | | G f | | J 
x*o 

Démonstration : On a toujours : 

|f(x)| s< F f(x) * o ( x ) 

(a) Si l'origine est un zéro de la fonction X H- XC(-X) OU qui re

vient au même si ̂ Q et <s>Q sont linéairement dépendantes, la proposition ré

sulte de la remarque 1 suivant la proposition 5. 

(b) On pose : 

f°(x) = T F f(t) W°(x,t) dt 

utilisant l'expression de W° (5), on montre qu'il existe i^(f) > 0 telle que : 

sup | /ÂV) f°(x) | * t l(f) [ | |F f| L + | |G f| |J 
x*o 

(c) Si X = 0 n'est pas un zéro de la fonction x XC(-X), on écrit: 

C ( x ) = f + b ( x ) 

on a aussi (6) C°(X) * f- + b°(X) 

le comportement des fonctions C et C°, montre que : 

o -i - ( ! + o° 
b ( x ) - b°(x) = 0 ( x A ) + 0 ( x c ) x + » 

moyennant l'étude du paragraphe I, on peut montrer qu'il existe une constante 

£ 2(f) > 0 telle que : 

sup | / Â ô ô f(x) - /A°(X) f°(x) | 4 * 2(f) [||FF||M+ MGfllj 
x^o 

la proposition en résulte. 
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THEOREME 5 : Soient f et g deux fonctions dans 5 ^ telles que : 

f(x) * lan^x (x) ; g(x) ̂  lb

m^x

 (x) 

n m 

Alors la limite : 

2 _ 
lim — f(x) g(x) ACx) dx 
R-*» * i0 

existe et est finie, elle est nulle si les deux fonctions nront aucun exposant 

de Fourier sphêrique commun, dans le cas contraire elle est égale à la somme 

de la série convergente : 

la sommation ne portant que sur les exposants de Fourier sphêrique communs à 

f et g. 

Démonstration : 

i) Supposons que f et g ont les mêmes exposants de Fourier sphêrique 

( x n ) . Il existe une suite (p ) de polynômes trigonométriques impairs qui con

verge sur UT vers G^ et telle que (p'n) converge uniformément sur W vers F^ : 

> 0 , 3 n Q | n >, nQ=* | |G f-p n) fw * e, | |F f-p' n| L 4 e 

écrivons pi sous la forme : 
n N 

n 
p'(x) = 7 a COS X X 

n q=l q q 

les (X ) étant parmi les exposants de Fourier sphêrique de f ; et posons 

a q = 0 ; Vq > N R . 

L'inégalité de Bessel et la proposition montrent que la série 

2 l a q ^ q l c ( x q ) | 2 est convergente^soit S sa somme, il existe un entier nl 

qu'on peut supposer supérieur ou égal à n Q tel que : 
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K 

|S - 2 ^ |C(x q)|
2 | « e 

l'entier n̂ ^ étant ainsi fixé, l'inégalité triangulaire donne : 

1 f R 1 r R 

| ï ï j Q f(x) glxj A(x) dx - S| « | ï ï J J f ( x ) . ( x ) ] ^ A ( x ) d x | + 

HT P n (x) g(x7 A(x) dx - 2 £ a 1 FJC(X )| L | + 
K J 0

 nl q=l q q q 

1 n 1 1 2

 q

l

=l W ' V ^ V ' 2 1 + 1 ̂  2 3q ̂ V ' 2 * S I 
oû on a posé : N n 

1 q=l q 

- Une application de la proposition 9 montre que le premier terme du second 

membre de l'inégalité ci-dessus est majoré par : 

*f VMFglL+ l | G g M " ] e 

- Une application du théorème 3, permet de montrer qu'il existe R Q > 0 tel que 

pour R > R Q le second terme du second membre de l'inégalité ci-dessus soit ma

joré par e . 

- L'inégalité de Bessel, le comportement de la fonction et une distinction 

entre les x̂, x̂  ^ 1 et les xq, xq > 1, montrent que le troisième terme du 

second membre de l'inégalité ci-dessus est majoré par Me où M > 0. 

ii) Il est facile de voir que si f et g n'ont aucun exposant de Fourier 

sphêrique commun, en remplaçant S par 0 dans ce qui précède : 

i f(x) gTxf A(x) dx .< i f ï [ | |F f| | œ + | |G f| | J e 
J o y 

1 



III - 27 

le théorème est ainsi démontré. 

Conclusion : Pour deux fonctions f et g d a n s ^ , posons : 

R 

||f||2 . l i m ^ _ ) f ( x ) | 2 A ( x ) d x 

R-x» J o 

1 f R ^ 
<f,g> = lim ̂  f(x) g(x) A(x) dx 

R-*» ̂ K J o 

l'espace muni de la norme ||.|||_ et du produit scalaire <>> est un espace 

préhilbertien ; le sous-espace des polynômes sphêriques est dense dans 

en particulier la série de Fourier sphêrique d'une fonction f d e ^ converge 

vers f au sens de la norme ||.||̂ . 
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